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A Sphere Theorem for the Equations of Elasticity 


By James H. BRAMBLE, White Oak, Silver Spring, Maryland, U.S.A.}), 
and College Park, Maryland, U.S.A.2) 


1. Introduction 


In two recent papers [3, 4]?), COLLINS gave expressions for stresses due to 
elastic distributions in an infinite isotropic elastic solid, bounded internally 
by a spherical hollow and a rigid spherical inclusion, respectively. These expres- 
sions were given in terms of the corresponding stresses due to the same distri- 
butions in an infinite unbounded solid, the singularities of the distributions 
lying outside the sphere. 

In this paper the more general problem of the sphere with an elastically 
supported boundary is treated. We give here the solutions for the interior 
problem, rather than the exterior problem, although the two are not essentially 
different. The free and fixed boundary cases, given by CoLLIns, are limiting 
cases of the elastically supported boundary. These are included here also since 
the forms of the solutions are quite different from those given by Coins. The 
components of displacement and stress are dealt with in rectangular coordinates 
and because of the symmetry of the sphere the three components of the 
displacement vector are given as a single indexed quantity. 


2. The Sphere Theorem 


The notation u, and r,, will be used to denote the components of displace- 
ment and stress, respectively, in rectangular coordinates (%,, x, x3). A comma 
receding a subscript will mean partial differentiation with respect to the 
ppropriate independent variable and summation will be implied when an 


index is repeated, e.g. 


he symbol A will denote the Laplace operator. 

Let u? and 1}; be the displacements and stresses corresponding to a state 
f stress in an infinite, unbounded solid with no body forces acting in the 
edium, and such that all singularities lie within a sphere centered at the 


1) U. S. Naval Ordnance Laboratory. 
2) University of Maryland. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 6. 
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2 James H. BRAMBLE ZAMP 
origin and of radius a. By state of stress, a solution of the homogeneous equa- 
tions of linear elasticity is meant. The notation ; and 7; will be used to denote 
solutions of the equations of elasticity, regular inside r = a. Free indices take 
on the values 1, 2 or 3. 

Interior Theorem. Let u? and t?; represent a given state of stress whose 
singularities lie insider = a. Then u,, defined by formulas (2.1)-(2.5), represents 
the state of stress having precisely the same singularities as wu? in y < a and 
such that o %; T;; +, = 0 on 7 —4. The quantities «, and &, are non-zero 
constants such that for given o and u, Re a; > 0 and K 2 142. 


y 


wot ate [Late en A ee 
: (2.1) 

nz 2 Er d 
p;=bi+cx;b;;, c FF SFR 5 (252) 


bi =h;4 = (7? a — = er h,j:Q 
= 5 [8-40 K+3+20] 
ci (-1)'/@B— 402 R?+2(1+60-80) K+40?—3, 
nn Salt) gee)" a[ea (ee. Bd 
0 
OY = Oy %, Typ tu. (2.5) 
Remarks: 


a) The assumption «, + 0, & + 0 will be removed in two corollaries to: 
follow. The case &, = 0 isa limiting case and if &, = 0, an additional hypothesis ; 
is required. 
| b) Equation (2.1) clearly holds if 2 K — 1 > 0, the case K = 1 being taken: 
in the limiting sense. If we integrate by parts, the resulting expression will be: 
valid for 2K —1> —1. The case 2K — 1 = 0 is easily seen to present na) 
difficulty. Successive integration by parts shows that (2.1) (as a function of 
(complex) K) can be continued analytically to include all K such that: 
Re 2. i à n|2,n=0,1,2,.... Thus for real «, and «, we have a,/a, + —” A 
ie aa We Pye 
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c) In a manner analogous to that described above, equation (2.3) may be 
extended to all values of a, such that a; = —n, n=(0),1,2,... even those for 
which Rea; = —n, n= 0,1, 2,..., Ima, + 0. This condition may be expressed 
as a condition on &,/&, when o and u are given. It is expressed as 
nm? + (34+ 20)n+ 3 (14 ) 


2 ® 4 | — 
a 2 u RB a 0 > DE ee 


It should be noted that even if a, is complex, the integrand of (2.3) is real. 
| d) For the exceptional values of &,/«,, discussed in 2 and 3 above, the 
solution of the problem given by the theorem either does not exist or it is not 
unique. 

Proof of the theorem. Let b? = a, x; t?; + &, u). It is easily seen then that 0° 
satisfies the equation 


= 0 
Al se(KB +7 50), (>a) (2.6) 
Where K =«o,/2 ua, and c= —1/[1 + o + (1 — 20) K]. We seek a solution 


b. of (2.6) which coincides with 5? on 7 = a but which is regular in 7 < a. The 
solutions of (2.6) are biharmonic and in addition admit the representation 


b= h, + (rag, (2.7) 


Ahj=Ag==0 tor 7 =< a. (See [2]) 


ı 


But from an application of (2.6) to (2.7) eliminating g,; we find that 2.3) 
results. To obtain the expression for h, in terms of b? we employ the following 


lemma. | 
Lemma. Let B be a biharmonic function regular in 7 < a and continuous 


on 7 = a. Then the solution of the Dirichlet problem 
AR Om a he DB Ora 4 


is given by 


\ 1/2 
h(r) = Br — (r - a?) | (2) AB. (2.8) 
0 
Proof. Let B = h + (r? — a?) g, where Ah= Ag = 0, 7 <a. (See ALMANSI 
1). Then AB=6g+A4rg, or 032 g/Or = r!!? A B/4. Integrating from 0 
o 7 and putting the resulting expression for g into B = h + (r? — a?) g, we ob- 


ain (2.8) 
be will now use this lemma to determine the harmonic function h,. From 


2.7) it follows that A, is the solution of 
A Oe aes h,=b, onr=a. 
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Now b! = 6° on 7 = a, and 69 is a regular biharmonic function in 7 > a. Per- 
forming a Kelvin inversion (for biharmonic functions) we obtain the function 
r D (a2/r)/a which is a regular biharmonic function in 7 < a and which is 
equal to bf on y = a. Hence we may say that h; is to be the solution of 

a) 


—) onr=Aa. 
Wey 


5 Vi 
An, = 0 in 7 <a bY | 
A simple application of our lemma yields (2.4). 
We now introduce u} as the “regular part” of w; in 7 <a (i.e. = u — u, 
and x, tj; as the corresponding stresses, related to u; by HooKeE’s law. Then 
Di = où x, Ti; + a, u;. Using HOOKE’s law we find that 


! oO / ! ! ! 
(Be Apes Zi Onc, u;,, + (7 u,), | + (oo — Lo) u,, (2.9) 
and that 


1 ! ! ’ 
Se ©’, where O'=7,,. (2.10) 


Hence 


p, bd, cox, bi; = au(x; w;+(rw),.) + (oo — un) %. (2.11) 


Now 
| | oe 
x,p,;=2uur Es u,+r | à (2.12) 
or 
% Kt 1 Br. 
ae = 


Hence, (since K 


IV 


1/2), integrating (2.13) from 0 to 7, we have 


D na pl L FR 
er = / 0 (tp). (2.14) 
0 
Having solved for rw, in terms of the p;'s we now write (2.11) as 
r ! ù ! il / 
(2. K — 1) Wa a, en (2.159 


Integrating (2.15) from 0 to 7 and using (2.14) we obtain (after a lengthy but 
elementary computation (2.1). 


Corollary 1. (Fixed Boundary, a, = 0, & = 1). 


7 Let uf? represent a given state of stress whose singularities lie inside 7 = a. 
en 


M Can Jae : e \(1-20)/(3-40) 
uU; u, h; AP 2 C= 4o)r ih (5) h; ;; do 3 (2.165 \ 
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where 


h:= - u; e ) wen (eo?) / | an al? “ —)] do ; (2517) 


represents the state of stress in» < a having precisely the same singularities as 
winr < a, and such that wu; = 0 on 7 = a. We assume that o < 3/2 020 = 3/4. 

This corollary is just a limiting case of the theorem, however, it can be 
derived more simply in a manner analogous to that in the proof of the theorem. 
The details will be omitted. The cases of physical interest are included in the co- 
rollary, however, (2.16) may be extended to all values of a + (31 — 4)/(2n—3)/2, 
n — 0,1,2,..., by analytic continuation in (complex) o. 

Corollary 2. (Free Boundary, a, = 1, a, = 0). 

Let u} and x, t?; represent a given state of stress all of whose singularities 
lie in y < a. If t?; = O(r-) for large r, then the formulae 


1 
U; = Uy + 3 fi [ ; = 1) (x; P;),; — 2 7 bi| edo, (2.18) 
0 
2 o 1 
P; == b, Ei we oT X; b; 2 
1 r (ay — 1) 8-20) (2)”- (a, — 1) 8-20) (2)" 
pts (7? — 47) |} —— WED? —— h,;,0 1 do, 
” (2.19) 
2, : 
a; — er a (—1)! Jo: - 4 
yo (4 \2 ne Os) Es port NT een 
R= — 8 (=) ap a) | (2) Als (4) 2 KT 
6 (2.20) 


give the state of stress in 7 < 4, having precisely the same singularities as u? 


in 7 <a, and such that x, t;; = 0 onr = 4. 

Proof. Under the additional hypothesis, t?; = O(r ?) for large 7, Theorem 1 
is valid for a, = 1, «,=0. For o? < 3/4, a, is complex and Re(a; = Ir ® 
In physically real cases in order to have equilibrium we require that Ti; Ole ) 
for large r. Hence, for all cases of physical interest Corollary 2 is valid, The 
mnly values which must be excluded are those for which o = = (n? +n +1)/(2n+1), 
me 1, 2, 3, .... In all other cases the formulae (or continuations thereof) are 
valid. It should be noted that an exterior theorem could have been given as 
yell. The formulae in this case can be obtained by changing the limits of the 


ntegrals from (0, 7) to (ce, 7). 
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Zusammenfassung 


In dieser Arbeit werden Ausdriicke fiir das Verschiebungsfeld in einer elastischen 
Kugel angegeben, deren Oberfläche a) elastisch gelagert, b) eingespannt, c) frei ist. 
Die Verschiebungen werden durch diejenigen Verschiebungen und Spannungen 
ausgedrückt, die in einem unendlichen Körper unter derselben Verteilung von Sin- 
gularitäten entstehen. 


(Received: Mai 19, 1960.) 


On the Wall Effect Correction of the 
Stokes Drag Formula for Axially Symmetric Bodies Moving 
Inside a Cylindrical Tube') 


By I-DEE CHANG, Pasadena, California, U.S.A.?) 


It is well known that the drag on a body moving in an incompressible 
viscous fluid may be determined from Stokes equations for small Reynolds 
numbers. When the flow field is infinite, formulae for computing the drag on 
bodies of various shapes are available [1, 2]3). Recently, a class of solutions of 
Stokes equations for axially symmetric bodies moving in an infinite flow field 
were given by PAYNE and PELL [3]. Due to the nature of the Stokes equations, 
however, the effect of the wall of the containing vessel is generally not negli- 
gible [4]. This is clear from the fact that flow conditions specified at infinity 
often play vital roles to the solutions of Stokes equations. 

The motion of a sphere in a vertical tube filled with stationary fluid was 
first studied by LADENBURG [5]. Assuming that the radius of the sphere is much 

1) Research done under U.S.Air Force Office of Scientific Research Contract Nr. AF 49 
(638) — 521. 


?) California Institute of Technology. 
8) Numbers in brackets refer to References, page 13. 
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smaller than the radius of the tube, he obtained the following formula for the 
drag on the moving sphere: 

D=6npaU(l1+L—), (1) 
where a and R are, respectively, the radii of the sphere and the tube; u is the 
viscosity of the fluid; U the velocity of the sphere; and Z a constant approxi- 
mately equal to 2-104 [2]. 

The above formula was obtained from an approximate solution of the 
Stokes equations. It gives the drag on the sphere to the order of approximation 
O(a/R). Under the same conditions, we shall show that the drag on any axially 
symmetric body moving inside a tube of radius R is given by the formula: 


9 


D=D,(1+ a = + o( ee); (2) 


where D, is the Stokes drag for the body moving in an infinite domain of fluids, 
and x is a constant approximately equal to 2-203. The second term inside the 
bracket of (2) accounts for the wall effect correction; for the sphere, D,=6nuUa 
and then (2) reduces to LADENBURG’s formula (1). 

Our problem consists in finding the drag force on an axially symmetric body 
moving with constant velocity U inside a tube filled with viscous fluid. The 
tube is assumed infinitely long, and the body is moving rectilinearly along’ the 
centerline of the tube so that an axially symmetric flow field, stationary at 
infinity, is maintained. We choose a cylindrical coordinate, taking the center- 
line of the tube as the z-axis and the radial distance from this axis as the 
radius 7. The origin of the coordinate system is chosen to coincide, at a certain 
moment of time, with a point on the centerline of the body; the exact location 
of this point does not have to be specified. The flow velocity q(r, z) and the 
pressure #(r, z) are given at this moment by the differential equations [5]: 


ung —Vp =0 (3a) 
divg=0, (3b) 
and the boundary conditions 
q=-- Ui at body , (4a) 
a) a) forr=R, (4b) 
and 
q—0 when z> + ©, (4c) 


where i is a unit vector pointing in the direction of the positive z-axis. 
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If the radius of the tube, R, is very large compared with the characteristic 
length a of the body, an approximate solution of (3) which gives the drag 
formula (2) may be obtained in the following manner. We consider the flow 
field in two regions: an inner region which is immediately adjacent to the body 
and an outer region which is far away from the body. The velocity q and the 
pressure p are treated in these two regions by the following successive approxi- 
mations: 

Inner solutions: 


q~h) +h +, (5a) 
er (5%) 


Outer solutions: 


Poe Bias (6a) 
Po Po br. (6b) 


The first order inner solution h, and p, are obtained by letting À > ov. 
The differential equations and the boundary conditions for determining h, and 
Po are then 


uV2h, —Vp,=0, (7a) 
divh,=0, (7b) 
and 


h,=- Ui at body, (8a) 
h, > 0 at infinity , (8b) 


and the solution is simply that for a body moving in an infinite flow field, which 
is assumed already obtained. The drag force D, given by such a solution is also 
assumed known. 

For later reference, the asymptotic expressions for the velocity hy and the 


pressure field p,, valid for large values of 7 and z, are given below (cf. equation 
(4.9) and (4.11) of reference [3]): 


nos ol ott = 
ee ll aa ua. = 


The above expressions hold true for any shape of bodies with characteristic 
length a. The terms displayed satisfy the Stokes equations and give description 
to the velocity and pressure fields induced by applying a concentrated force of 
strength — D,i on the fluid at the origin. Such solutions are usually referred | 
to as the fundamental solutions of the Stokes equations [4]. 
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The outer solutions are valid approximations of the exact solutions ina 
region far from the body; for large tube radius R, this includes the region near 
the wall. In determining the outer solutions using the Stokes equations, the 
non-slip condition q = 0 at the wall is used. Near the body the outer solutions 
are not expected to be valid, hence the boundary condition at the body may 
not be used. In the place of the later, we introduce the matching conditions 
existing between the inner and the outer solutions. Loosely speaking, this con- 
dition states that the leading terms of the outer solutions when expanded into 
a series for small values of 9 must agree with the leading terms of the inner 
solutions when expanded into a series for large values of o. When such matching 
is possible, an additional condition is available for the determination of the 
solutions. 

The first order outer solutions g, and #, are thus solutions of the Stokes 
equations which satisfy the boundary condition g, = 0 at the wall and which 
reduce to equation (9) for small values of o. By direct calculation one can show 
that the proper solutions for g, and #, are given by the equations 


pV 78,—V by = Dy dlr) i, (10a) 
div g,=0, (10b) 
and the boundary conditions 
NN) for7 =, (11a) 
So — 0 when z = +oo, (11b) 


where 6(r) is the ö-function which is zero when r + 0 and is oo when r = 0 
and its integral over any volume containing the origin is equal to unity. From 
equation (10a) one sees that the boundary condition at the body (4a) is expres- 
sed by introducing a forcing term D, ö(r) i in the momentum equation. This is 
equivalent to replacing the body by its retarding force on the fluid: at 

The solution of g, may be divided into two parts: 9, = gj + gl’. The first 
part, gi, consists of terms which are singular at r = 0. These terms arise due 
to the singular forcing function D, 6(r) i. We shall show by explicit calculation 
that this part is identical to the asymptotic expressions of hy and , displayed 
in (9). The second part, g{, contains terms which are regular at r= 0 and 
arises due to the non-slip boundary condition g, — 0 at the wall. The second 
flow field is therefore induced by the reflection of the wall. Since the flow is 
axially symmetric, the induced velocity gj has only the z-component at the 
point r = 0. For small values of o, one finds (cf. eq. (31) below) 


gy awit O( fr) (12) 
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Next, we consider the second order inner solutions hy and Py The require- 
ments for h, and p, are then that they should match with g which is the 
unmatched part between the first order inner and outer solutions. Thus 


uV?h, —VP,=0, (13a) 
div h, = 0, (13b) 
with the boundary conditions 
h;=0 at body , (14a) 
h,>wi at infinity . (14b) 


The second condition, (14b), is the matching condition mentioned above. By 
considering equations (13) and (14) in conjunction with equation (7) and (8), 
one sees easily that the sum h, + h, is the solution of the Stokes equations 
which correspond to the body moving with a relative velocity U + wu’. The 
effect of the wall, to the order O(a/R), is therefore an apparent increase of the 
velocity of the body in the ratio 1:(1 + w’/U). There is an equal amount of 
increase in the drag force if the momentum integral of the velocity field is 
computed. The drag force on the body in the presence of the wall is then equal to 


2 


D=D,(1+ Le) - Ol Fa) (15) 


This basic formula to be used below was also used by LADENBURG in obtaining 
(1) based on a different argument. The above formulation follows essentially 
the singular perturbation procedure developed in [6]. In a formal application of 
the theory one should first introduce the small parameter ¢ = a/R and then 
consider the various limits of the flow quantities q and p corresponding to 
different orders of the space variables 7 and z with respect to e. This systematic 
procedure leads to an inner and an outer expansion similar, respectively, to (5) 
and (6). Such formal development, while leading to justification to many 
arguments given above, is too lengthy to be used in this short paper. 
Now, let us find the value of #’ by considering (10) and (11). We put 


D ; OD 
So = 0 Le Le) V5 | , (16a) 
7 od 
Piz Kan . (16b) 


By inserting these expressions into equations (10), one easily verifies that (10b) 
is identically satisfied and (10a) becomes 


V2V20 = O(t). (17) 


‘ 
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Furthermore, (11a) and (11b) lead to the following conditions for @(r, 2): 


OD D F 
rte 0 TO (18a) 
D +0 when z + Loc. (18b) 


We define the Fourier transform of a function F(r, 2) by the pair 


EG; Aa te Fe 2) (19a) 
and 
À 1 . 112 T A 
Ey = SE / er AAN, (19b) 


and denote V?® by the function g(r, z). After applying the transform to 
equation (17) there follows 


d?p 1 do 2 = _ ; 
ae TG a ae = | P=07): (20) 


Here öfr) is a 6-function defined by 
DL ARE SR (21) 
The solution of equation (20) is 


ph. D = KR + DA). (22) 


The equation for ®(r, À) is then 


HDI DNS RUE 
ma. 20 02 (23) 
which gives the result 
= 4 B 
28, = 21 Kan + Zar han +5 han. (24) 


In (24), A and B are the constants of integration to be determined from 
boundary conditions (18) and Ig, /,, Ay and K, are the modified Bessel func- 
tions. By direct calculation one finds 


Ty(A R) KoA À) — se [L(A R) KA À) + (AR) KYA R)] 


(AR) = AR 


— (25a) 
T2 À) IA R) + SLA R) — 150 R)] 
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and 


Ban | in, = (25b) 
I RIRE U TR) R) - = “TRA R)] 


The z-component of go, w(7, 2), is given by the expression 


De 02 
UE KG 2) — Dr, 2)| : (26) 
The Fourier transform of u(r, 2) 1s 
u(r, À) = =a ply, A) + 426 (r, 2)] (27) 
= u(r, À) + u(r, À) (28) 
where 
D B 0 ss 
iM, A) = — [Klar Kıan)] (29) 
and 
UNG )\ „An ) (0 r) + 27 L(Ar))+ BA R) I(An)]. (30) 


These two parts of u(r, A) correspond, respectively, to the z-component of 
g® and g®) . The inverse of u®(r, À) is obtained by using (19b): 


1 x Ze ar Vv 
Ur, 2) = DER i eres ul 6, 0) CRE ARE (31a) 


CO) 


and #%)(r, z) is regular at the point r = 0: 
i il 
a2) u a (31b) 


where w’ is the value of w(7, z) at the point r = 0. One finds 


Wr | GO. 2) + BHO, 2)] da 
Da oo 
Eee = [AR R) + B(A R)] dA = ee | He (32a) 


7 HDD 
ae” 
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where 
= © I1(0) Ko(o) — © [Ig(o) Ko(o) + (0) K,(o)] + © 
Bef Hayao = f - : Demis ( “(01 + 4 
é é Tote) 1,(0) + Z [13(0) — 13(0)] (32b) 
=~ 2-203 ] 


So, finally, 
(33) 


DD, Li | =D,(1+- 


AUDE 
Bu 


Qn RU 


In Table I we list several cases where the value D, is given in reference DE 


Table 1 
2 3 STE oY = Drag 
Body Drag (Infinite Domain) (Inside Tube of Radius R) 
(1) Hemispherical Cup 17.525 wa U 17-525 wa U(1 + 1.956 a/R) 
(2) Flat disc of radius a 16 uaU 16 wa U(1 + 1-786 a/R) 
(3) Sphere of radius a 6a paU 6a mwa U(1 + 2.104 a/R) 
(4) Prolate spheroid 8SzauaU SzauaU (14 2-805aa/R) 
(5) Oblate spheroid SrßuaU 8aP ua U(1+ 2.805 Ba/R) 


In the above, a is the radius of the frontal area circle of the body for cases 
(1)-(3). The cross section of the spheroids, (4), (5), intercepted by the 7 — z plane, 
is an ellipse. For the prolate spheroids the foci are at (+ a, 0) and « is equal 


to the value 


2 


a 5 (s?+ 1) log en — s| Fe (34) 


For the oblate spheroids the foci are at (0, + a) and f is equal to the value 
Beal == s*) cornes (35) 


In (34) and (35) s is equal to the ratio of the semi-axis along the z-axis to the 
focal length a, of the ellipse. 
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Zusammenfassung 


In dieser Arbeit wird der Einfluss der Wand auf die Bewegung eines rota- 
tionssymmetrischen Körpers längs der Achse eines mit zäher Flüssigkeit gefüllten 
Rohres betrachtet. Der Widerstand des Körpers wird unter der Voraussetzung 
berechnet, dass die Dimensionen des Körpers gegenüber dem Radius des Rohres 
klein sind. Wir finden für den Widerstand D eines Körpers, der sich mit der Ge- 
schwindigkeit U längs der Achse einer zylindrischen Röhre mit dem inneren Radius 


R bewegt, 
Dee | 
& | © 2æ@uURl|’ 
wo D, der Widerstand des Körpers in einer sonst den ganzen Raum füllenden 


Flüssigkeit, x eine Konstante etwa gleich 2.203, und y die Viskositatskonstante ist. 


(Received: June 10, 1960.) 


Die Instabilität der Strömung zwischen zwei rotierenden 
Zylindern gegenüber Taylor-Wirbeln für beliebige Spaltbreiten 


Von Kraus KIRCHGÄSSNER!), Freiburg i. Br., Deutschland 


Einleitung 


Diese Arbeit beschäftigt sich mit der zuerst von TAYLOR [1]?) untersuchten 
Instabilität der laminaren, inkompressiblen Strömung zwischen zwei rotie- 
renden koaxialen Zylindern. Die Störungen, die von einer gewissen Rotations- 
geschwindigkeit des inneren Zylinders an auftreten können, bilden sich be- 
kanntlich in Form eines in Richtung der Zylindererzeugenden periodischen 
Wirbelmusters aus. 

Um die numerischen Auswertungen mit erträglichem Aufwand durchführen 
zu können, musste TAYLOR, neben anderen Annahmen wie der Kleinheit der 
betrachteten Störungen, verlangen, dass die Spaltbreite (Differenz der Zylin- 
derradien) klein sei gegenüber den Krümmungsradien der Zylinder. 

Die Erweiterung dieser Theorie auf den Fall beliebiger Spaltbreite gelang 
erstmals CHANDRASEKHAR [2] in neuester Zeit. Die von ihm angewandte Me- 
thode zur Lösung des Problems beruht auf einer auch von TAYLOR angesetzten 
Reihenentwicklung der Störungsamplituden nach Besselfunktionen. 

In der vorliegenden Arbeit wird zurLösung desselben Problems ein anderer 
Weg beschritten, der wesentlich auf der von GÖRTLER [3] und HÄMMERLIN [4] 


!) Aus dem Institut für angewandte Mathematik der Universität Freiburg und dem Institut 
für angewandte Mathematik und Mechanik der DVL an der Universität Freiburg. Diese Unter- 
suchung wurde vom Wirtschaftsministerium des Landes Baden/Württemberg gefördert. 

*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen aut das Literaturverzeichnis, Seite 29. 
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benutzten Methode aufgebaut ist. Diese Methode hat gegenüber der von CHan- 
DRASEKHAR benutzten den Vorteil, dass der numerisch umfangreichste Teil, 
nämlich die Vertafelung der Greenschen Funktionen, von der speziellen Gestalt 
der Grundströmung unabhängig ist. Die Grundströmung wird erst im letzten 
Abschnitt der numerischen Auswertungen benötigt. 

Wie alle auf der Grundlage kleiner Störungen behandelten Stabilitätspro- 
bleme führt auch die vorliegende Untersuchung auf ein Eigenwertproblem, bei 
dem ausschliesslich der kleinste positive Eigenwert physikalische Bedeutung 
besitzt. Die Existenz dieses Eigenwertes wird in Strenge nachgewiesen. 

Unsere Ergebnisse konnten in einem Fall mit experimentellen Resultaten 
von DONELLY [5] verglichen werden, wobei sich gute Übereinstimmung ergab. 


1. Das Eigenwertproblem 


Wir untersuchen die inkompressible zähe Strömung zwischen zwei unend- 
lich langen, um ihre gemeinsame Achse rotierenden Zylindern — ihre Krüm- 
mungsradien bezeichnen wir mit À, und R, (R, < R,) — , wobei wir zweck- 
mässigerweise das in Figur 1 gezeichnete Koordinatensystem verwenden; u,v, w 
sind die Geschwindigkeitskomponenten in x, y, z-Richtung. 


f 


! 


Figur 1 
Das benutzte Koordinatensystem. 


Da wir bei den in einer Reihe von Arbeiten wiedergegebenen Ableitungen 
der Grundgleichungen nicht verweilen wollen, sondern nur die benutzten Sym- 
bole und das zu diskutierende Eigenwertproblem anzugeben beabsichtigen, 
gehen wir von vornherein zu dimensionslosen Grössen über. Wir denken uns 
alle von jetzt an auftretenden variablen Längen mit der Spaltbreite b= Ry — R,, 
alle variablen Geschwindigkeiten mit der Rotationsgeschwindigkeit des inneren 
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Zylinders R, ®, (w, = Winkelgeschwindigkeit des inneren Zylinders, w, = Win- 
kelgeschwindigkeit des äusseren Zylinders) und den Druck mit @ Ri oj dimen- 
sionslos gemacht. Dabei steht @ fiir die Dichte. Ferner setzen Wits Kya, 
(i = 1,2). Als weitere dimensionslose Grösse wird in die Gleichungen die 
Reynoldszahl: 

Tie, (Da 10 


y 


IK = 


eingehen. Dabei steht » für die kinematische Zähigkeit. 
Die stationäre Grundströmung hat dann, in dimensionsloser Form geschrie- 
ben, die Gestalt (vgl. etwa SCHLICHTING [6]: 


ul) = A (Ra — 9) + - re (1.1) 
mit 
A I (o2/01) R3 pr R, R§ (1 = 2/03) : 
R,(1—2 R,) Dr 


Ihr entspricht eine Druckverteilung ?,(v), für die sich aus der zweiten Navier- 
Stokesschen Gleichung der folgende Ausdruck ergibt: 


Pol) = — | oe oe ig 


Der Grundströmung werden nun in üblicher Weise dreidimensionale Stö- 
rungen in Gestalt von in z-Richtung periodischen Wirbelpaaren überlagert: 


u(y, 2,2) = u(y) + uly) cosoz-e, 


u(y, 2,2) = (y) cosa z+ ei, 

(153) 
w(y, 2, t) = w,(y) sinoz-e!, 
Ply, 2, t) = poly) + Pıly) cosa ze. 


Hierbei gibt o die Zahl der Wirbelpaare in einem Intervall der Lange 2 x h und 
y den Anfachungsgrad der Störungen an. 

Wir beschränken uns im folgenden stets auf neutrale Störungen (y = 0) und 
bezeichnen fiir jeden Parameterwert o die kleinste Reynoldszahl, fiir die neu- 
trale Störungen auftreten können, mit Re,(o). Dann ergibt sich, wie physikalisch | 
zu erwarten, dass für Re < Reg(o) alle Störungen mit der Wirbelzahl o gedämpft 
(y < 0) und für Re > Re,(o) angefacht (y > 0) sind. Die kleinste aus der Ge- 
samtheit aller Zahlen Re,(o) heisse die kritische Reynoldszahl Re,,. 

Geht man mit dem Ansatz (1.3) in die Navier-Stokesschen Gleichungen ein, 
und linearisiert man bezüglich der Störungsamplituden, so ergibt sich nach 
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‚einigen Umformungen das folgende Eigenwertproblem (vgl. etwa WiTTING [7]): 
L|uy(y)] = —2 A v,(y) , 
IR a ee ee y 
79,0) 20:u- u(y) , (1.4) 


dv,(0) _ dv,(1) _ 


ANNO} =e) = 079,0) NE 0: ge 
1(0) 1(1) 1 (0) i(1) : dy dy 


mit u — Re? und 
d? 1 d 


VE — — — — - 2 
dy? Ry=y dy | (R, — y}?| 


Aus physikalischen Gründen interessiert in diesem Zusammenhang lediglich 
der kleinste positive Eigenwert u,(o) = Reëlo), dessen Existenz wir mit Hilfe 
der im folgenden Paragraphen bewiesenen Hilfssätze nachweisen werden. 


2. Einige Hilfssätze zur Behandlung des Eigenwertproblems 


Bei der Bestimmung des kleinsten positiven Eigenwertes von (1.4) greifen 
wir auf das von GÖRTLER [3] und HAMMERLIN [4] verwendete Verfahren zurück, 
führen also (1.4) vermittels der Greenschen Funktionen in äquivalente Integral- 
gleichungen über und ermitteln den gesuchten Eigenwert iterativ. Der Existenz- 
achweis für den Eigenwert wird wie in [4] mit Hilfe eines Satzes von 
ENTZSCH [8] geführt, der mit einigen Voraussetzungen über den Kern, und 
amit in diesem Fall über die Greenschen Funktionen verknüpft ist. Diese 
igenschaften sollen im Hilfssatz 1 dieses Paragraphen bewiesen werden. Die 
ussage des Hilfssatzes 2 benötigen wir später zur Untersuchung des Eigen- 
ertverhaltens für den nur mathematisch interessierenden Grenzfall o > 0, 
as heisst unendlich grosser Wirbelabmessungen. 

Seien G und H die zu untersuchenden Greenschen Funktionen. Sie genügen 
iberall im Quadrat Q = {0 <y<1;0<y< 1} mit Ausnahme der Strecke 
= y den Differentialgleichungen: 


LIG(y, 5) = 0; LAly, y)]=0, (2.1) 


d den homogenen Randbedingungen: 


fs ; E h _ OH(0,ÿ) _ 0H(1,9) _ 
u Eil-y)=0; 20,3) = Hl, #) 0; dy > m 


(2.2) 


ie Funktion G ist überall in Q stetig. Ihre erste Ableitung besitzt für y = y 
ine Unstetigkeit. Es gilt: 


[ 0G(P — & 9) Be. (2.3) 


li =! 
aly, eon dy 
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Die Funktion H ist in Q zweimal stetig differenzierbar. Für ihre dritte Ableitung 
gilt an der Stelle y = y: 
RT ee ern D ES 2. 
ze oy? oy* | 3 aa) 
Wir beweisen nun 
Hilfssatz 1: Für die Greenschen Funktionen G und H, mit den in den Glei- 
chungen (2.1) bis (2.4) festgelegten Eigenschaften, gelten die folgenden Un- 
gleichungenÿ) : 


1 Ca) On ON 


ve N y ‘) / ) 
EIS a EL ee eG 
oy ey | | 
3. H(y, y) = in Q » 
2 m PHL, Ÿ Vel 
02H (0, ÿ) CCE je ÿ) 20% wel. 
Oy? dy? | 


Beweis: 1. Die Funktion G kann in Q, ausgenommen auf der Strecke y = y, 
weder ein positives Maximum noch ein negatives Minimum annehmen, da sonst 
die Ungleichungen 

LG) = bzw 2160 


für mindestens einen Punkt in Q gelten. G ist daher in jedem der Teilbereiche 
0<y<y;y<y< 1 monoton. Wäre nun G im ersten der beiden Teilbereiche 
negativ, so folgte aus der Monotonie und aus G(0, y) = 0: 


IN L ä ; 
N tO oy ey 


und wegen der Stetigkeit von G und G(1, ÿ) = 0: 


0G(y, 9) Re 
= eee 2) fin seers 
Diese beiden Ungleichungen stehen aber im Widerspruch zur Beziehung (2.3), 
woraus sich alsoG = 0 in Q ergibt. 
2. Langs der Strecken y = 0 und y = 1 gilt daher sicher fiir die einseitigen 
Ableitungen : 
aG(1, 9) he 
ZL > NETZ EN: 
= ‘0; DE Oel. 


8) Wie der Beweis zeigt, gilt die Behauptung dieses Satzes auch für den Fall, dass der Operator 
L die allgemeine Gestalt | 


= da d 
L = ay) de + b(y) 7 + c(y) 


besitzt, wenn nur a, b und c stetig im betrachteten Bereich und a > 0, c < 0 ist. 
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| e . A = . . . 
Angenommen nun, es gebe ein y, € J so, dass in einer der beiden Ungleichungen 
| das Gleichheitszeichen steht, dann folgt aus (2.1) sowie aus der Stetigkeit und 
Monotonie von G: 


G(v, Vo) 


{Il 
In 
In 


wiederum im Widerspruch zu (2.3). Hieraus ergeben sich aber sofort die Un- 
gleichungen der Behauptung 2, und damit G > 0 im Innern von 0. 


3. Setzen wir vorübergehend: 


Mai, (2.5) 


so befriedigt K die Differentialgleichung 


L[K] = 0; (2.6) 


-a) K ist stetig, und 0K/0y besitzt längs der Strecke y = y eine Unstetigkeit 
der Form (2.3). K kann in jedem der Gebiete 0 < y < 939 < y <1, € 1 nach 
unseren Überlegungen über G weder ein positives Maximum noch ein negatives 
Minimum annehmen und daher in J = {0 < y < 1} höchstens 2 Nullstellen 
besitzen. H selbst verschwindet in keinem Teilintervall von J identisch, was 
sich leicht mit Hilfe der oben erwähnten Eigenschaften von X und Gleichung 
(2.4) beweisen lässt. 

b) Besitzt H für ein y=y,in J n Nullstellen, wobei eine k-fache Nullstelle 
nur lmal gezählt wird, so hat X in J mindestens # + 2 Nullstellen. Um dies 
einzusehen, hat man nur zu beachten, dass H in jedem der durch die Nullstellen 
begrenzten n + 1 Teilintervalle von / mindestens cin Extremum annimmt. 
Zwischen je zwei dieser Extrema liegt sicher eine Nullstelle von A, wie man 
sich leicht überlegt. Ferner wechselt X zwischen den Randpunkten y = 0 und 
y =1 und den ihnen benachbarten Extremstellen nochmals das Vorzeichen 
(H 4 0 in der Umgebung dieser Punkte). 


Hieraus folgt aber sofort das Behauptete. 
~c) Da aber nach (a) K in J nicht mehr als zwei Nullstellen besitzen kann, 


on = 0. 
3 Nimmt man nun an, H sei für ein y = y, im ganzen Intervall 7 positiv, so 
existiert mindestens ein Punkt (y,, Yo), wo À ein positives Maximum annimmt. 
K ist dann an dieser Stelle negativ, während es auf Grund der Randbedingun- 
gen (2.2) in einer hinreichend kleinen Umgebung der Randpunkte y = 0 und 
y = 1 positiv ist (720 in der Umgebung dieser Punkte). Hieraus und mit 
Hilfe der Beziehung (2.3) schliesst man, dass dies nur dann der Fall sein kann, 
wenn K für ein y = y, + y, ein negatives Minimum besitzt, was im Widerspruch 


zu den unter (a) angeführten Eigenschaften von X steht. 
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1 


Damit ist gezeigt, dass für H in Q die Ungleichung: 


Ey) y) 0 
gilt. . 
4. Zum Beweis dieses letzten Teiles der Behauptung nehmen wir an, es 


existiere ein y, € I, für welches etwa 


02H (0, Vo) 


== (0) 
Oy? 


ist. Dann gilt aber 0K/0y < 0 in diesem Punkt, wegen H 0. Dies ist aber 
wegen der auch fiir K geltenden Beziehung (2.3) und wegen der unter (a) auf- 
geführten Eigenschaften von X unmöglich. 
Damit ist Hilfssatz 1 vollständig bewiesen. 
Wir bezeichnen mit Z, den Operator, der aus L hervorgeht, wenn o = 0 
gesetzt wird: 
a? 1 d il 


IE - =— > — . 
0” dy? R,-y dy (R, — y)? 


(2.7) 


Die Greenschen Funktionen der Operatoren L, und Lj, die den Randbedin- 
gungen (2.2) genügen, nennen wir G, und H,; dann gilt: 


Hilfssatz 2: Lässt man o gegen Null konvergieren, so gilt gleichmässig im 
Bereich ©: 


Km eb, y) = 6,9) |= 0, im) Hy, 9) = Hy = 0s 


o — 0 


Beweis: Die Funktion D, = G — G, ist in Q zweimal stetig differenzierbar 
und befriedigt die Differentialgleichung: 


L(Dy(y, y)] = 0? Goly, 9) - 


Fithrt man diese Beziehung durch die Greensche Funktion G in Integralform 
über, so ergibt sich: 
1 


D,(y, 9) = 0: | Gly, 9) Goly, 5) dy . 
0 


Bezeichnet G,,, das Maximum von G, im Bereich Q, so folgt, da G nach Hilfs- 
satz 1 in Q positiv ist: 


| Diy, 9) | < 0? Gory aly) , (2.8) 
mit 


dl) = | Gly, 9) dy. 
/ 


Vol. XII, 1961 Instabilität der Strömung zwischen zwei rotierenden Zylindern Pil 


d, geniigt der Differentialgleichung: 


Lla(y)] = —1, (2.9) 
was man sehr leicht verifiziert. Hieraus gewinnt man aber die Abschätzung: 


dy(y) < à, = (2.10) 


o? + 1/R3 
Es gilt nämlich: 


Da Lio. 


Da d,(y) für y = 0 und y = 1 verschwindet, müsste, falls d, > d, an einer Stelle 
gilt, mindestens ein y, existieren, wo d, ein positives Maximum annimmt und 


@,(Vo) > d, ist. Dort bestünde dann aber die Ungleichung: 
L{d,(y)] < IA] S-1, 


in Widerspruch zu Gleichung (2.9). 
Aus (2.8) und (2.10) folgt nun: 


og? 


D,(y, y) | < - = 
| Palos 5) | 02 + 1/R3 


Com: 
Da G,,, von o nicht abhängt, folgt hieraus: 
lim | Dı(y, 5) | = lim | Gly, 9) — Go(y, 3) | = 0, 
gleichmässig in Q. 
Den zweiten Teil unserer Behauptung beweisen wir ganz entsprechend. Wir 
etzen: D, = H — H, und erhalten fiir D, die Differentialgleichung: 
LD = 201,12, =o He. (2.11) 


a H, in Q und bei einseitiger Annäherung an den Rand von Q stetig differen- 
ierbar ist, können wir Z,[H,| und H, in Q nach oben abschätzen: 


| Lol Holy, y) | | <i, | Holy, y) | < Hoy- 


2.11) wird wiederum mit Hilfe von H in Integralform überführt und | D,| 
ach oben abgeschatzt: 


| Daly, ») | < daly) {2 0° C + of How}, 


do) = [HN Ay. 
0 
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d, erfüllt die Differentialgleichung: 
Led) = 1. 


Setzt man 


so gilt 


ZAMP 


und es ist à, für y = 0 und y = 1 positiv, wie aus der Aussage 4 des Hilfssatzes 1 
folgt. Wendet man die Überlegungen, die wir oben bei der Abschätzung von d; 


angestellt haben, auf ö, und d, an, so ergibt sich: 


1 


(a? + 1/9) {o® + LR, — 1) 


Lässt man o gegen Null gehen, so folgt gleichmässig in ©: 


ao—0 


womit der Satz bewiesen ist. 


lim | Daly, 9) | = lim | H(y, 3) — Holy 9) | 


3. Berechnung der Greenschen Funktionen und Existenzbeweis 


für den gesuchten Eigenwert 


Um das in 2 angekündigte Verfahren zur Bestimmung des kleinsten Eigen- 
werts anwenden zu können, müssen wir die Greenschen Funktionen G und H 
kennen. Zu diesem Zweck benötigen wir zunächst ein Fundamentalsystem von 
Lösungen der Operatoren L und L?. Für L bieten sich hierfür die modifizierten 
Besselfunktionen 1. Ordnung J, und K, an, deren Wronski-Determinante A, 


den Wert 


Air) = = mit 7=o(R,—¥) 


besitzt. Hieraus lassen sich aber ohne Schwierigkeit vier linear unabhangige 


Lösungen von L? bestimmen. Sie lauten: 
Pil”) = I,(7) ’ 


Palr) = Ki(r) , 


pa(r) = Air) In) — A,(7) RUE 
Pal”) = Ag(r) I,(n) Agra) 
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mit den Abkürzungen 


wobei wir für 7, den Wert 7, = © (R, — 1) gewählt haben. Für die Wronski- 
Determinante À der vier Funktionen o,;(r) gilt: 


Die Greenschen Funktionen G und H haben dann die folgende Gestalt: 


fr) Ky(%) — Kıln) LA] Lab) Ka) - Kıln) An] | 
fürr <7; 
| 


Pr, 7) =< 
N N | (Lire) Kit) - Kl) 1.0) ] Lay) Ky) - Kıln) I] 


für 7 27; 


(yat) — 1; Astro Pal) — Au) Pal) Pol 
+) + ay Al) pal) — Autre) a) pa) 
kur, 
Leur) — re LA) pal") — Aura) pal} a?) 
+ {= gale) + Xe Lite) pale) — Aatra) pal} gulf) 


fir 727, 


mit ae 


ÿ=o(R—ÿ); n=0(R—1); n=coR,, 
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Mit Hilfe von G und H lässt sich nun (1.4) in ein System von Integral- 
gleichungen überführen: 
1 1 
| . my 7e 5 1 Mol) 3e 
u(y) = 2 À GW, y) %(y) dy, vi(y) = 20° / H(y, y) - ~ dy, 
0 0 
oder zusammengefasst 
1 
v(y) = u | M(y,y) v:(y) dy, (3.3) 
0 
mit dem Kern 
1 


My, y) = 4 6? À | Hy, y) a G(y, y) dy . (3:51) 
0 Sr 

Greift man auf die Aussage des Hilfssatzes 1 des vorigen Paragraphen zu- 
rück, so erkennt man, dass das Vorzeichen des Kerns M durch das Vorzeichen 
von ı,(y) und von A bestimmt ist; denn H und G besitzen im Quadrat Q keine 
Nullstelle. Wir beschränken uns nun für den Existenzbeweis auf solche Grund- 
strömungen, für die A < 0 und «, = 0 gilt. 

Während mit der letzten Ungleichung der für die Stabilitätstheorie durchaus 
bedeutungsvolle Fall gegensinnig rotierender Zylinder ausgeschlossen wird und 
damit die Existenzfrage des Eigenwertes hierfür offen bleibt, kann dagegen der 
Bereich A > 0, das heisst w,/m, = R5/RŸ ausser acht gelassen werden, ohne 
dass dadurch die Klasse der zugelassenen und für die Stabilitätstheorie inter- 
essanten Grundströmungen eingeschränkt wird. Man weiss nämlich auf Grund 
eines Rayleighschen Stabilitätskriteriums, dass alle möglichen Strömungen der 
Taylorschen Versuchsanordnung, für die A > 0 gilt, gegenüber Störungen des 
hier betrachteten Typs stabil sind. Dieses Kriterium wurde für reibende Flüs- 
sigkeiten erstmals von J. L. SYNGE [9] bewiesen. 

Mit der Aussage von Hilfssatz 1 aus $ 2 und den oben gemachten Annahmen: 
u 20 und À < 0 (@,/m, < R/Rj) lassen sich jetzt für den Kern M aus 
(3.31) sofort die folgenden Beziehungen verifizieren: 


M(y,3)>0 inQ, M(0, ÿ) = M, ÿ) = M(y,0)=M(y1)=0. 


M ist stetig und beschränkt und daher quadratisch integrabel. Nun verbürgt 
aber ein Satz von JENTZSCH®), dass jeder quadratisch integrable Kern, der 
höchstens in einer Menge vom Mass Null verschwindet und sonst positiv ist, 


4) Der Satz von JenTzscu wurde zuerst von HÄMMERLIN [4] zum Beweis der Existenz eines ! 


kleinsten positiven Eigenwertes herangezogen, und zwar für den Nachweis der Instabilität einer 
Grenzschichtströmung längs einer konkaven Wand gegenüber Görtler-Wirbeln. Im Falle der Taylor- 


schen Zylinder wurde die obige Aussage unter der Einschränkung k < R, von Wırring [7] be- 
wiesen. 


\ 
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einen einfachen und vom Betrag kleinsten Eigenwert besitzt. Ferner hat die 
zugehörige Eigenfunktion im ganzen Intervall dasselbe Vorzeichen. 

Mithin existiert für jedes o > 0 ein dem Betrag nach kleinster positiver 
Eigenwert 4) = Re, von (3.3). v,(y) wechselt im Intervall I das Vorzeichen 
nicht. Dasselbe gilt nach (3.2) und Hilfssatz 1 dann auch für Uy. 


4. Numerische Ergebnisse 


Zur Berechnung des gesuchten Eigenwertes definieren wir das folgende 
Iterationsverfahren : 


ory) = | My, y} vf (9) dy. (4.1) 


Die Folge 


f_,(r -1)] 
Loy | 


, 
obei /[v,] ein beliebiges lineares Funktional in v, bezeichnet, konvergiert dann 
ür wachsendes n gegen den gesuchten Eigenwert vom kleinsten Betrage, 
orausgesetzt, dass die nullte Näherung v{°) an der zum Eigenwert gehörigen 
igenfunktion beteiligt ist5). Diese Bedingung kann bei der hier vorgenom- 
enen numerischen Durchführung des Iterationsverfahrens als erfüllt angese- 
en werden. 

Da das Verfahren auch dann konvergiert, wenn #, das Vorzeichen wechselt, 
ie Zylinder also gegensinnig rotieren, sollen sich die numerischen Auswer- 
ungen auch auf diesen Fall erstrecken, obwohl die Existenz des gesuchten 
igenwertes hierfür nicht gesichert wurde. 

Zunächst wurde der Eigenwert u, = Re für die Parameterwerte 


De er ae er 


Baie NT” 


—"() 


n Abhängigkeit von o berechnet (o = 1, 2, 3, 4, 5). Das Ergebnis ist in Figur 2 
aphisch dargestellt. Der Minimalwert beider Kurven u, = Re}, liegt, wie im 
aylorschen Grenzfall (4 < R,) etwa bei o = 3. Die Wirbeldicke der am frü- 
esten angefachten Störungen wächst also proportional zu der Spaltbreite h. 
(o ist die mit h dimensionslos gemachte Wirbelzahl). Wir geben hier noch die 
qumerisch ermittelten Werte von Re,,, also die Minimalwerte der in Figur 2 
sezeichneten neutralen Kurven, an: 


= R 
Re,, = 68,30 für h= a? : Rem 106 ia F 


5) Zum Begriff der Beteiligung vgl. WiELANDT [10]. 


A 7 N > 
26 KLAUS KIRCHGÄSSNER ZAME 


12000 
10000 |- 
8000 
6000 | 
4000 —- = — — = => 
| | 
| 
SE 
| 2000 | =| 
= | | 
0 L | i 
0 1 2 3 4 i) 
TC —— 
Figur 2 
Das Quadrat der Reynoldszahl in Abhängigkeit von der Wirbelzahlo (R, = 2h; R=3h; 
Ws/M, = 0). 


Ein anschauliches Bild vom Zusammenhang zwischen der kritischen Rey- 
noldszahl Re,, und der relativen Spaltbreite k/R, erhält man, wenn man, wie 
es in Figur 3 geschehen ist, neben den oben bestimmten Werten fiir Rez, die 
Taylorschen Resultate benutzt, die das asymptotische Verhalten von Re}, für 
h|R, > 0 wiedergeben. Weiterhin kann die von WITTING in [7] berechnete 
Korrektur des Eigenwertverhaltens von der Ordnung O(h?/R3) verwendet 
werden. Aus Figur 3, in der aus graphischen Gründen Re, in Abhängigkeit 
von der reziproken relativen Spaltbreite R,/h dargestellt ist, ersieht man nun, 
dass Re}, mit wachsender relativer Spaltbreite fällt; jedoch schwächer als 
linear in R,/h, wie es nach der Taylorschen Theorie zu erwarten gewesen ware. 

Die kritische Re-Zahl wurde ausserdem für verschiedene Verhältnisse der 
Winkelgeschwindigkeiten @,/®, bestimmt. Das Minimum von Re, liegt, wie | 
Figur 4 zeigt, in beiden Fällen in der Nähe des Wertes w,/@, = — 0,1. Die 
Grundströmung ist daher, für die betrachteten endlichen Spaltbreiten im | 
Gegensatz zum Taylorschen Grenzfall h > R,, bei variablem w,/w, am frühe- 


sten instabil, wenn der äussere Zylinder mit der Winkelgeschwindigkeit 
0 = — 0,1 w, rotiert. 


| 
| 
| 
| 
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Figur 3 
Das Quadrat der kritischen Reynoldszahl in Abhängigkeit von der reziproken relativen Spaitbreite 
(o = 3; lo, = 0). 


Die numerischen Ergebnisse erlauben fiir den Fall R, = 2 h einen Vergleich 
mit einem experimentellen Resultat von DONELLY [5], der in seinen Untersu- 
chungen an Stelle der hier ermittelten Reynoldszahl die kritische Taylorzahl 7a 
angibt. Diese ist definiert durch die Gleichung 


= w, R?\2 (1 — wo/m,) (1 — R3 9/ RE ©) 
Ta = 4 ( ) 1 — RR?» 2 


v 


Für w,/w, = 0 und h = R,/2 ergibt sich hieraus: 


Ta = 64 fe oy" 


9. v 


Umgerechnet auf die Reynoldsche Zahl Re = R, « hr lautet DoNELLY’s Er- 
gebnis in diesem Fall: 


64 (Ro) 64 pe _ 
Tre ( a), = = R&, = 32780 + 130. 


Durch Multiplikation der oben berechneten Grösse Re}, = (68,30)? mit dem 
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Figur 4 
Das Quadrat der kritischen Reynoldszahl in Abhängigkeit vom Verhältnis der Winkelgeschwindig- 
keiten W,/W, (6 = 3; Rp = 2h; R = 3h). 


Faktor 64/9 ergibt sich: 
64 2 
9 Re,, = Ta,, = 33173. 


Das errechnete und das experimentell bestimmte 7a,, weichen also um etwa 
1% voneinander ab. 

CHANDRASEKHAR gibt in [2] als berechneten Wert Ta ,, = 33100 an, dessen 
prozentuale Abweichung vom experimentellen Wert um ein Geringes kleiner 
als der hier ermittelte Wert ist. Letzterer liesse sich jedoch durch Verwendung 
einer genaueren Integrationsmethode beim Iterationsverfahren weiter verbes- 
sern. 

Zum Schluss soll hier noch das Verhalten des Eigenwertes u, = Re, für 
o — 0 bestimmt werden, das heisst für den nur mathematisch interessierenden 
Grenzfall unendlich gross werdender Wirbelabmessungen. 

Wir betrachten zunächst die Greenschen Funktionen in diesem Grenzfall. 
Dazu ziehen wir dir Aussage des Hilfssatzes 2 heran, wonach die Funktionen G 
und H für o > 0 gleichmässig gegen die Greenschen Funktionen G, und H, 
der Operatoren L, und Lj streben. Fasst man nun o? u, in (3.3) zu einem neuen 
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Eigenwert 4, zusammen, so besitzt 4, im Grenzfall o = 0 einen endlichen 
Grenzwert. Dies folgt aus der Tatsache, dass sich der Eigenwert bei gleichmässig 
stetiger Veränderung des Kerns stetig ändert (vgl. BUCKNER [11]). Der Wert 
von 4, für o = 0 ergibt sich mit Hilfe des oben beschriebenen Iterationsver- 
fahrens aus der Integralgleichung (3.3), wenn man dort G durch G, und H 
durch H,°) ersetzt. 

Für das asymptotische Verhalten von u, selbst folgt dann: 


m =” à 
ig = er fir 0>0, (u = const), 


ein Resultat, das insbesondere auch für den Taylorschen Grenzfall h < Ra 
gilt und übrigens auch für die Görtlersche Theorie der Grenzschichtinstabilität 
an einer konkaven Wand. Im ersten Fall wurde es von WiTriNG [7], im zweiten 
Falle von HAMMERLIN [12] bewiesen. 
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6) G, und H, besitzen eine ähnliche Gestalt wie G und H. Sie gehen aus diesen hervor, wenn 
man in (3.1) I, durch I), K, durch Ky und 7 durchg = R,—y ersetzt. 
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Summary 


An investigation is made of the instability of stationary flow between two 
rotating cylinders for any gap distance. Previous work on this problem, viz. the 
Taylor theory, has been done with the restriction of small gaps. Moreover, in 
contrast to the recent work of S. CHANDRASEKHAR [2], who has also analysed this 
problem, the method used is independent of the basic flow and is therefore v alid for 
all flows between two coaxial cylinders. In fact, it can even be used for the analysis 
of the flow in a curved channel. 

The major item of physical interest is the critical Reynoldsnumber, 1. e. the 
value of the Reynoldsnumber where small-disturbances are amplified for the first 
time. The value of this parameter is determined by the smallest positive eigenvalue 
of the boundary value problem. An existence proof is made for this a ite for 
any wavenumber and for all possible cases of cylindrical flow, with the exception 
of the case where the cylinders rotate in opposite directions. The results are depicted 
in a convenient form, where the critical Reynoldsnumber is the dependent variable 
and the gap distance and the angular velocity ratio of the two cylinders are the 
independent variables respectively. 

A comparison with experiment is made for the case where the ratio of the two 
radii is 2:1 and the outer cylinder is at rest. The agreement with the theory is 
good; the noticeable error being approximately 1%. 


(Eingegangen: 20. April 1960.) 


Photoelastic Calculations by a Complex Variable Method 


By Joun A. Lewis and HENRY ©. PoLLAK, Murray Hill. N. J., USA!) 


1. Introduction 


From photoelastic observations of isochromatics and isoclinics, one may 
determine the principal stress difference, # — g, and the principal angle « at 
each point of a slab of transparent, elastic material in a state of plane stress. 
The shear stress o,, and the difference of the normal stresses o,,, o,, may be 
calculated immediately from the relations 


2 0,,= (b= g) sin 2a, (let) 


| er (12) 
or, in complex form, 


20-0, 0,, + 210,, = (pese, (1.3) 


where w is the ‘conjugate stress deviator’ (see, e. g. [1]) 2). 


1) Bell Telephone Laboratories, Inc. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 37. 
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In order to determine the normal stresses themselves, it is necessary to 
_ make further experimental observations (e. g. of the thickness change of the 
| loaded slab) or to perform further calculations, using, for example, the given 
| values of p — q and « and the values of the stresses at one point. It is the 
latter problem with which we are presently concerned. 


2. Shear-Difference and Relaxation Methods 


The equilibrium equations for an elastic body in a state of plane stress are 


O00» y Do 

sot + Zen 0, (2.1) 
00, dOyu _ ¢ 

Ox Oy (2.2) 


or, in terms of the conjugate stress deviator w and the mean normal stress 
o —(0,, + 0,,)/2, 


OG Ow 
ones (25) 
where 
ù 1 ) oO OVD A à) Re à) à 
ile CE ke oe pea 
For compatibility o must be a harmonic function. Thus o has the form 
o = 2 Re D(z) = D(z) + D(z), (2.4) 
where @ is an analytic function. Equation (2.3) then becomes 
©’ (2) = 2 (2.5) 


Oz 


If w is given, Equation (2.3) or (2.5) shows that o or ® may be calculated up 
‘to an integration constant. Equation (2.5) yields 


D(z) = B(%) + Le de. (2.6) 


ae 


This is the technique employed (in real form) in the so-called shear-difference 
method. It requires the numerical differentiation of w, which is given experi- 
mentally. This may place undue emphasis on random experimental errors when 
the mesh spacing in a finite difference scheme is small. 

This source of error may be avoided by calculating the harmonic function 
o in the region directly from its boundary values, e.g. by relaxation. The 
boundary values may be determined from the surface tractions (X, Y) and the 
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stress deviator w from the formula 


idF =i(X —iY)ds=odz+wdz, (2.7) 


for the x- and y-components of surface traction on the line elements ds of the 
arc z = 2(s). This method of ‘harmonization’, however, requires detailed know- 
ledge of the surface tractions, information which may not be available. 

The shear-difference method could be used to determine boundary values 
of o for relaxation in a subregion, but one would still be limited in accuracy by 
the numerical differentiation required. 

In the following sections we shall obtain formulae for ® which avoid this 
difficulty by the simple application of the Cauchy integral formula on circles 
in the region. 


3. The Single-Circle Method 
We first note that Equation (2.5) implies that w has the form 
w= 2D'(2) + Y(z), (Su 
where Ÿ is an analytic function. This may also be written as 
GE 3) © (2) + Vo) + 3,0’) = we). (3.2) 


Now consider the values of the above functions on the circle C: | € — z,| = R, 
where C and its interior lie within the region D under consideration. Since on C 


De eae lie 
= dus @ = 2 ’ 
Equation (3.2) may be written on C as 
R?(C = 20) 10'(C) + PA) + 20’) = wl). (Oc) 


We observe that both ¥(z) and 2, D’(z) are analytic functions on C and its 
interior and hence contribute nothing to a contour integral of Equation (3.3) 
around €. Furthermore R is a constant, so that we find on integration, using 
the Cauchy integral formula, 


R? f org) ‚ 1 Be en 
2 ni / C= ae R?®'(2,) = Bint / wc) ac , (3.4) 
@ ÿ 
or ; 
; mie nen 
PD'(20) = ea w(20 + Re’) ce’ do, (3.5) 
0 
where 


C= sp Re. 
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Parenthetically, note that, if we multiply Equation SS byalg= 2,” and 
integrate, we obtain the identities 


[w+ Re) et d0=0, for n=2,3,.... (3.6) 


ae) 
u 
0 


These might serve as checks on the consistency of the experimental data. It is 
also interesting to note that Equation (3.5) may be obtained by integrating 
Equation (2.7) around C. Equation (3.5) thus merely states that the resultant 
force on C must vanish. 

D’(z) can thus be calculated throughout the interior of D by laying down 
circles of convenient size around every point at which its value is desired. The 
function ®(z) may then be determined, up to an integration constant, by 
taking a line integral along any path in the region, so that 


Plz) = Py + | O'(2) dz, (822) 


where the integration constant ®, might be the value of @ at the origin, taken 
to lie in the region. The real part of ®,, which is all which is required, may be 
determined by inspection if the stresses are given at some interior point. 
Usually, however, the point at which the stresses are known lies on the boundary 
of the region (e. g. on a boundary free of surface tractions). In this case Re ®, 
might be determined by extrapolation of ® — ®, to the boundary and com- 
parison with the given value at the point. 

This method uses the given data rather inefficiently, a set of values of w 
on a given circle being used for the determination of the value of ®’ at but a 
single point. We shall refer to this method as the ‘single-circle’ method. In 
the next section we shall develop methods which use the data more efficiently 
at the expense of slight additional complexity. 


4. The Two-Circle Method 


Equation (3.3) can also be written in the form 


| CR? + 20 (C — 20)] P'(C) + (C — 20) PC) = (C — 2%) WIC) - (4.1) 


If we multiply this equation by (£ — z)~1, where z lies within C, and integrate 
around C, there results 


CRE + % (2 — 20] Oe) + @— 4) Ve) en 


Dh ah) 


by the Cauchy integral formula. This relation holds on the interior of any circle 


ZAMP XII/3 
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C,:|¢€ —% | = R, in the region D. In particular, if we take two circles C;, C2, 
having some portion of their interiors in common, we obtain two independent 
equations for ®’(z) and ¥(z) for z in this common region, viz, 


[R24 2, 2-21) Pe) EG 2) PR) = WS k= 1,2; (4.3) 
where 3 
te f (È — 20) w(£) at 
W = aa | a à (4.4) 
Ch 


These equations, of course, are not solvable for values of z at which they are 
not independent. For example, if the circles are concentric (2, = 2, = 4), at 
the center z = z, Equation (4.4) reduces to Equation (3.4). In this special case 
the equations obviously cannot be solved for Y/(z9), since its coefficient vanishes. 
In general, the equations are independent if the coefficient determinant 


REA Ge) Er 2 
A(z) =| 


| R2 + Zz (z— 2), 2—-2| 


(4.5) 


is non-vanishing. It turns out that if one circle lies entirely within the other, 
A(z) always has one zero within the smaller circle, i. e. in the region of appli- 
cability of Equation (4.3), and one outside, both of them lying on the line 
passing through z, and 2,. If the two circles touch, A(z) has a double zero at 
the point of tangency and finally, if they intersect, the zeros lie at the inter- 
section points. 

The use of concentric circles Ci. )C — 25 = Ry, Cav io Rte 
R, < R,, leads to an especially simple expression for ®’(z) namely, 

@'(2) = Hom: (4.6) 
for | z— 2,| < R,. Obviously this formula also holds at z = z, by Equation 
(3.5). It yields values of ®’(z) all over the interior of C,. We may now compute 
@(z), up to an integration constant, by evaluating a line integral on ®’(z), given 
by Equation (4.6) over any path lying within C,. If we integrate Equation 
(4.6) there results 


Q,— Q 
P(z) = D(z) + Rom 9 (4.7) 
with 
: i N Y x 
2 -/W, dz = er fe — 20) w(£) log, a . (4.8) 
70 Cr 


We have now obtained a rather simple formula for ® itself which holds all : 
over the interior of the circle C,: | z— 2,| < R,. Note that for all z in CH 
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one uses the same sets of values of w on C, and C,. Once w has been evaluated 
by experimental observation on a set of suitably chosen circle-pairs, covering 
the region, ® may be computed directly from the above. If we set 


= 


Cake, om. Cand Cy, zen ER ref, 0S r< i, 


we obtain 
FU 7 
Q,(r, œ) = re | °° w,(6) log(1 — r (9-0) a9, (4.9) 
EN: 
R3 FR er i (9-6) 
Q,(r, &) = — = [2% (0) los (= y. rer), d0 (4.10) 


0 
Similar, but considerably more intricate, formulae are obtained when the 
circles are non-concentric. Although for a region of some particular shape it 
might be advantageous to use such a configuration, in general these formulae 
do not appear to be particularly useful, especially when one recalls that some 
neighbourhood of the zero of A(z) must be excluded. 


5. Determination of the Integration Constant 


We now assume that the computation implied by Equation (4.7) has been 
carried out over a suitable set of covering circle-pairs in the region. If the 
circles overlap, the set of integration constants, one for each circle-pair, can 
obviously be reduced to a single one, ®, say. We assume that this has been 
done. We now have a function 


D(z) = D(z) —D, 


given all over the region D and we wish to determine ®, or, more precisely, its 
real part. 

As has been mentioned, it is necessary to add other information than the 
photoelastic data, given by w, to determine the stresses completely, i. e. in the 
present case to determine Re ®,. Usually, in practice one knows the total load 
on some segment of the boundary. For example, on any segment of a free 
boundary the total load is zero. We now develop a method for the determination 
of Red, which depends on the knowledge of the resultant force on some 


finite segment of the boundary. | 
By Equation (2.9), the resultant force on an arc AB is 


B B 
tf, = +2 / Red dz + | w(z) dz 
A A 
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or, substituting ® = D + D, and solving for Dg, 


B B 
2(B- A) Re®, =i En — 2] Re P(e) dz + [ wiz) dz. (5.1) 
A Fr 


If we take À and B to be two points on the boundary between which the 


resultant force F,, is known, Equation (5.1) yield Re ®,, since both ®(z) and 
w(z) are known in the region. This completes the solution of the problem. 


6. Further Observations on the Method 


The derivations given in Sections 3 and 4 depend for their success on the 
fact that on the periphery of a circle, z is a very simple function of z. If z, is 
the center and R the radius of the circle in question, then, on the periphery, 


= Rz 


z= Zot (6.1) 


Z— 2% 
Using this relation, we are able to do contour integrals of expressions involving 
z by the calculus of residues, and this is the key to our technique. Now on any 
analytic curve, z may be considered as a function of z, which function will be 
analytic in a neighbourhood of the curve (although it represents z, of course, 
only on the curve). If on any curve y, z should happen to be a rational function 
of z, we may again obtain ®(z) from Equation (3.1) by contour integration. 

Unfortunately, it turns out that we have already exhausted what can be 
done in just this fashion. For we have the following: 

Theorem. Let z = S(z) on a closed analytic curve y. Then S(z) is a rational 
function of z if and only if y is a circle, in which case S(z) is given by Equation 
(6.1). 

This theorem appears in [2], which paper also studies other properties of the 
function S(z) for arbitrary curves y. The most important for our present 
thinking are that S(z) must always have singularities inside the closed contour y 
and that S(z) cannot have a single-valued integral. 


The next simplest case after circles which one can consider is that of 
ellipses. On the ellipse E: 


i= u ee (6.2) 


z is given by the following function of z: 


SE CO ER eg 


OOo 
SI 
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Hence we may write, after some manipulation, 


© D'() 2 + YE) ., +a ot) …. 

| Eee a et à a zo | 
I TER me 62) 
Ho we) a (= 2) (€— 2) 


If we now take three confocal ellipses, then each of the three integrals on the 
left-hand side of Equation (6.3) will be the same no matter which ellipse we 
are on. This is true since z,, the center of the ellipses, and a? — b2, up to a 
possible minus sign the square of the distance between the foci, will be the 
same. Hence three equations of the form Equation (6.3) can be solved simul- 
taneously for, in particular, the second integral, which equals 2x i®’(z). We 
can do this if the determinant 


Tea ee a 
1 6+ 240, 
NA 24305 
where a? — b? = c?, does not vanish, and this is true in general. 


Thus we may use three confocal ellipses E, and obtain ®(z) up to a constant 
@(z,) at any point interior to all three by forming a linear combination of 


a w(¢) DEE 
2 ri 4 ITA log DT de 
E; 


as was done in Section 4 for two circles. The advantage which the three 
ellipses might offer in some cases over two circles is that a larger portion of a 
long thin region may well be within three ellipses than within even several 


pairs of concentric circles. 
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Zusammenfassung 
Die komplexe Darstellung der allgemeinen Lésung fiir den ebenen elastischen 
Spannungszustand führt zu einer einfachen Formel für den Mittelwert der Normal- 
spannung im Prüfstück, die sich spannungsoptischer Messungen auf zwei Kreisen 
bedient. Diese Formel vermeidet die Messfehler betonende numerische Differen- 
tiation und benötigt die Kenntnis der Randspannungen an jedem Randpunkte 


nicht. 
(Received: Mai 5, 1960.) 
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Design of Large Permanent Magnets with Rotationally 
Symmetrical Poles’) 


By DimirrijE UGrin-Sparac, Zagreb?), Yugoslavia 


1. Introduction 


All difficulties in design calculations of a large permanent magnet arise not 
only from nonlinearity of the demagnetization curves, but also from the fact 
that permeance-of the air is not negligible as compared to that of the magnetic 
material. 

To be precise, we must distinguish between two kinds of losses: fringing in 
the gap and leakage from the surfaces of the magnetic material and polecaps. 

Classical methods of design calculation use Hopkınson’s leakage factor, 
obtained by conformal mapping for appropriate configurations. Though the 
leakage factor method is a very simple one, and accurate within practical limits 
(see for instance references [1]%) and [2]) it does not give any deeper insight 
into the refined geometrical problems of large permanent magnets. 

Another method, that can be called the distributed parameter method, will 
be developed and applied here. It concerns above all the design of large perma- 
nent magnets for studying nuclear magnetic resonance, but it is also applicable 
equally well to permanent magnets of any size, provided that initial conditions 
(as defined in Section 5) are in the proper range. 


2. One Approach to the Problem 


Consider the pair of identical rotationally symmetrical magnetic poles with 
axial cross-section as indicated in Figure 1. Making differential shifts from 
radial cross-sections 1-2 and 3-4 to radial cross-sections 5-6 and 7-8 respec- 
tively, increase in magnetic flux of either pole will be 


d =U dP (1) 


where U is the magnetic potential difference between rings 1-2-5-6 and 
3-4-7-8, dP permeance of the corresponding air shell. For the sake of simpli- 


1) This work was resulted from a preliminary design calculation of the large permanent magnet 
for high resolution nuclear magnetic resonance, that will be constructed for the Department of 
Structural and Inorganic Chemistry, Institute « Rudjer Bo&kovié », Zagreb. 

*) Institute «Rudjer Boëkovié», Zagreb. 

3) Number in brackets refer to References, page 52. 
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city in making an-approximative design calculation we shall boldly assume 
that the lines of force 1-3, 2-4, etc. are parts of circles with centers in the 
origin O. This idea was borrowed from [3], p. 107. It should be noted at once 
that to assume circular lines of force leads, at least in the vicinity of the gap, 
to an overestimation of the size of the magnet, but the usefulness of such an 
approximation will be further justified. 


| slopek, slope k, ” 
i : en 


a re - u 
ax i aa 2 


Figure 1 
Axial cross-section of the rotationally symmetrical magnetic poles, with indicated substitution 


(dot-dashed lines) for curved tapering of the polepieces. The figure also explains symbols used in 
the text. 


Modifying the expression for the permeance of a spherical air shell, derived 
from [3] (page 109, Equation (13)), we can obtain 


=> T Yo dV? + 2) D 
aP arsinh (x/r) (2) 
The second equation that we need for the design calculation of the permanent 
d 

magnet would rea ee 3) 


where A, is the magnetic field intensity in the magnet. 
Differential equations (1) and (3) could be rewritten as follows 
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These equations together with the demagnetization curve of the selected 
magnetic material entirely describe the situation that we encounter in designing 
large permanent magnets with rotationally symmetrical poles. 


3. On the Demasnetization Curve for Large Blocks of the 
Anisotropic Magnetic Material 


ANDREW and RUSHWORTH [1] have already shown that there are great 
discrepancies between the demagnetization curves of small and large aniso- 
tropic magnetic material specimens. They found decrease in the average BH- 
product for their Alcomax III poles to be 1.5 m.g.o., namely from 4.75 m.g.o. 
for small specimens this product has fallen to 3.25 m.g.o. for large blocks. 
Hence, when dealing with anisotropic magnetic material, we shall generally 
reduce the factory data for (BH),,,, by a factor of 0.685. 

Another large permanent magnet (University of Leeds magnet) was made 
from Columax magnetic material. A factory leaflet gives the range 600 to 
640 Oe for magnetic field intensity at the (BH),,,, point. Now, from induction 
in the gap and dimensions of this magnet we find 0.8 to 0.85 to be the range of 
the factor, by which we must reduce the magnetic field intensity at (BH) „ax 
point (and anywhere along the demagnetization curve). It is perhaps a matter 
of taste which number will be chosen from this range. We shall take 0.85. Thus, 
decrease in the magnetic induction would be determined by the factor 
0.685/0.85 = 0.8. 
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Figure 2 
Reduced demagnetization curves for large blocks of the denoted magnetic materials. 
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Figure 2 shows Alcomax III and Columax reduced demagnetization curves, 
prepared for future reference. 

From the above discussion we can conclude that magnetic material data, 
given for small specimens of anisotropic material, may be very imprecise for 
large blocks, making any method of design calculation only approximative. 
This fact presents the first justification of the approximation introduced in 
the Section 2. 


4. Distributed Parameter Method of Design Calculation for Large 
Permanent Magnets With Rotationally Symmetrical Poles 


4.1. Calculation of the polecaps. One use of the polecaps is to match induc- 
tion B,, in the interior of the polepieces with induction B, within the gap. 
Another use of the polecaps is to homogenize the field within the gap, as is the 
case, for instance, with large magnets for nuclear magnetic resonance. 

We shall investigate only this matching property of the polecaps. The 
quotient 

Bi 
CW Te (4) 
will be named the induction ratio. Supposing polecaps with infinite permeance, 
the magnetic potential difference between the surfaces of these polecaps will be 


Dad ea (5) 
Ho 

where 2 d, is the gap length according to Figure 1, and H, the magnetic field 

intensity within the gap. To obtain normalized formulae, let the half gap length 

d, be the length unit. Referring to Figure 1, we shall use the following designa- 

tions: 


3e di l e ER 
= end = ——_— 5 À = — 5 E = —— 5 == = 5 
on: Oi: dp FDA SE | 5 
SI low. ee ais Slee. ER Pe ee aa | 
00 = do » 01 do » 0 dp ’ ko Se 1 er . 


Total flux, flowing from either polepiece into the attached polecap, divides into 
two parts: flux ®, that flows through the gap, and flux ®, representing the 
leakage flux from the polecap lateral surface. 

As it is made in reference [3], p. 68, fringing in the gap can be taken into 
account enlarging diameter of the gap by one gap length 


D, = B, (+ di) m. 
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This is valid for cylindrical polecaps if the gap ratio o, 2 5, but for conical 
ones with slope À, about 1 we shall extend this range to @) = 3. 
Further, leakage flux ®, can be found by means of equations (1), (2) and (5): 


dy 
YA) 5 
Ds = bo U, | mn wann 
dy 


where 


ne / Ro + 302 ae. 
| V1 + Ele)? arsinh (£/e) 
Denoting 7 = £/o, one part of the integrand would be 


en 
Mer: + 7 arsinh 7 (7) 


The graph of this function, which will be important later, is shown in Figure 3. 
It can be proved that 7 < 6/0, if ky < o,. This latter condition will be fulfilled 
for every practical case. Thus we may expect 7 to be less than, say, 7/11 = 0.64. 
A first approximation for the function x = x(n) for the given range of 7 can be 
seen from Figure 3: x = 1. Approximation for the remaining part of the inte- 
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Figure 3 
Plot of the function x = x(n). 


grand is then k,o/f, where 9 = oy + hy (£ — 1). If this bold simplification is 
allowed, integration is then entirely simple: 


I = (Rj + 1) (6— 1) + ko (00 — #0) Ind. (8) 


We should note that, as the integrand is enlarged, values calculated from (8) | 
will be increased. 
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Induction on the boundary between the polepiece and the attached polecap 
was our final aim: 


FREE 7100 (9) 


Since the approximative value for J was enlarged, the approximative value 
for m is diminished. Hence the use of the expression (9) for m leads to additional 
oversizing of the magnet. 

Indeed, although it is not here proved, it may be hoped, that derived 
formulae cause oversizing of the magnet at least as long as ky < 04. 

Taking the gap ratio o, as constant and slope k, as parameter, the induction 
ratio m from (9) can be plotted against 6. Two families of curves, corresponding 
to 0, = 3.7 (continuous curves) and 9, = 7 (broken-line curves) are shown in 


Figure 4. 


Figure 4 


| Families of curves corresponding to the function m = m(Qo, ko, 0) with ko as parameter and gap 
ratio 0, = 3.7 (full curves, left and lower scales) and 9, = 7 (dashed curves, right and upper scales). 


If one family of curves is intersected by a straight line m = constant, and 
o, calculated for pairs of ky and 6 thus obtained by means of the equation 
01 = 09 + ko (6 — 1), one can construct another family O1 = 01m, ö), where m 
now plays the role of a parameter. Such new families are drawn in Figure 5 
for values p, = 3.7 (continuous) and 9, = 7 (broken line). What is characteristic 
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and interesting for curves of these families is the existence of the minimal 
value of 9, at the fixed induction ratio m. Since, however, this fact is based 
upon the rather dubious assumption of circular lines of force, we shall try to 
give a physical explanation. 


re 


Figure 5 


Families of curves corresponding to the function 0, = 01(0,, 1,0) with m as parameter and gap 
ratio 0, = 3.7 (full curves, left and lower scales) and 9, = 7 (dashed curves, right and upper scales). 


Imagine Figure 1 representing one limiting case: 7, > r,, di = do. Let d, be 
slightly increased with 7, and 7, unchanged. Increase in the cone lateral surface 
will be negligible by comparison with the increase in the length of the lines of 
force. Hence, leakage flux will be decreased and the induction ratio m enlarged. 
To retain the same induction ratio, we must diminish 7,. On the other hand, let 
"> To but d, much greater than dy. Decreasing d, slightly, with 7, and 7, 
constant, lines of force lengths will be decreased negligibly as compared with 
the decrease in the cone lateral surface, thus diminishing the leakage flux and 
enlarging the induction ratio m. Again, to maintain the same induction ratio, 
we must diminish 7. 

Minimal values for 0,, with m and o, fixed, do not necessarily cause minimal | 
volume of the polepiece, as will be shown. But deviations from minimal 0, being 
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unimportant in practice, we shall use the functions d— ö(m,o,) and 0, =0,(m,0,), 
defined by minimal values of 0,, taking 9) as parameter. In this manner, from 
the families of curves drawn in Figure 5 we arrive at the families of curves 
shown in Figure 6. 


10 


Figure 6 


Families of curves corresponding to the function 6 = 6(m, 0,) (full curves, left and lower scales) and 
01 = 01(m,0,) (dashed curves, right and lower scales), defined by minimal values of p,, with gap 
ratio 0, as parameter. 


4.2. Calculation of the polepieces. Leaving a detailed discussion of the optimal 
design for the next Section, we shall deal here with polepieces having a fixed 
operating point, i. e. where throughout the magnetic material induction D,, is 
constant. To compensate for leakage flux, radial cross-section of the polepiece 
must increase from the gap-end towards the yoke-end. As a first attempt to 
find the shape and dimensions of a constant induction polepiece, we shall 
neglect the influence of the yoke upon the field distribution. Axial cross-section 
through the field and the poles is therefore as shown in Figure 1. Let us sup- 
pose: 1) polecaps with infinite permeance, 2) an iron yoke with relative 
permeability w,, (from 500 to 1000), and 3) the validity of the equations (la) 
and (3a) for this case. 

To determine the length of the polepiece, we must use the well known 


magnetic circuit equation 
24,H,+ 27H, +2LH,=0, (10) 
where the new symbols have the following meanings: 


L half length of a ‘C’ arm of the double °C’ yoke, 
H, magnetic field intensity inside the yoke. 
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Analogously to the equations (4) and (6) we shall define similar nondimen- 
sional quantities 

CE en + En 

Tenor 4 


m 


Disregarding signs, it follows from equation (10) that 


en, 
MN Uyr 
For the first approximation we may take 


=, (12) 


and for geometrical reasons y = 2.5 À, say that the second approximation 
would be 


aaa (1+ N. (13) 


mn ne 
Let us integrate differential equation (3a): 
U==2H,,x 40, 


remembering U is magnetic potential difference between the pole cross-sections 
symmetrically placed with respect to the medial plane, and not a magnetic 
potential. The constant of integration C is determined by the boundary con- 
dition U = U,, x = d,. We then take U, and H,, from (5) and (11) with approxi- 
mation (12) to obtain the magnetic potential difference distribution 


Ph hy TB If _ 
U = ie (1428), (14) 
Substituting expressions (2), (14) and ® = 7? z B,, in the differential equation 
(la), we find after some rearranging 


COR m £jo (1 + (6 — &)/A) a 
dé VE + g® arsinh (E/g) — m (1 + (6 — &)/A) | 


(15) 


This differential equation surely has no elementary solution; for the given 
parameters m, à, À and boundary condition &= 6; @ = 0, we must carry out 
numerical integration. The Runge-Kutta method, which is exceedingly precise 
for this calculation by virtue of the approximations made, yields with para- 
meters m = 1.25; 6 = 6; À = 21; 0, = 11 the polepiece profile curve plotted in 
Figure 7 as the solution of the differential equation (15). The slope of the 


tangent at the point £ — 0; @ = 9, of a polepiece profile curve is obviously 
important: 5 


(0,/m) VO? + e% arsinh (6/e,) — à | 
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By use of the function x = x(n) defined by (7), it can be modified 


m x Ô 


ae 9 (0 — m x) * 


(16) 


At the point § = 6 + 1; 0 = 9, the tangent is horizontal. 

Engineering}practice will probably adopt some simplifications, rejecting 
curved tapering of the polepieces. In the present paper we shall assume a pole- 
piece shape already proposed by ANDREW and RUSHWORTH [1], namely, conical 
tapering at the gap-end of the otherwise cylindrical polepieces. If the normal- 
ized radius @, of the cylindrical part is known, the frustum of the cone will be 
determined by the slope À, and the normalized radius 9, of its smaller base. Of 
course, it is not convenient to integrate the differential equation (15) for every 
particular case, to obtain radius o,. 

Taking into consideration the influence of the yoke upon the field distribu- 
tion, let us compare the fields depicted in Figures 1 and 8. Besides the visible 
difference, the field shown in Figure 8 is no longer rotationally symmetrical. 
Let us make a seemingly unacceptable assumption: that permeance of the 
elementary air shells does not depend on their position in space, but has values 
equal to that of the elementary air shell of the gap-end (more precisely, the 
initial air shell of the polepiece with neglected slope k,). Accordingly, assuming 
the same magnetic potential distribution as before and substituting 


dP d/o, 
DE oe 
V1 - ae - (je) 2 arsinh (6/o,) 


== Ho % 


in the differential equation (1a) we obtain 


dm _ (eee 

Hiey=ame(s 078) 

After integration that takes into account boundary condition £ = à, 9 = 01, 
solution of this simple differential equation reads: 


o? + oe E -65-N=oi+mix. 
Hence, polepieces are parts of the ellipsoids of revolution. Circular yoke-end of 
the polepiece with abscissa £ = 6 + A lies in the equatorial plane of the ellipsoid. 
Therefore 


Qo = Vor t+ mix. (17) 
From the above ‘exact’ formula we can derive the approximative one 


Lure (18) 


&=0ı tr 2 01 
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Referring to the numerical example, whose solution has been depicted in 
Figure 7, we are now able to estimate not only what we called the seemingly 
unacceptable ‘equal permeance assumption’ concerning air shells, but also the 
relative validity of the formula (18). The Runge-Kutta method and formulae 
(17) and (18) give the following values for the yoke-end normalized radius 
respectively: 11.98; 12.04; 12.1. We must conclude that air permeance distri- 
bution is far less significant than magnetic potential difference distribution 


Figure 7 


Polepiece profile curve as the solution of the differential equation (15) for parameters given in 
the text: 


along the pole axis. This fact is the main justification for the usefulness of 
assuming circular lines of force (as was done in Section 2). Lastly by means of 
formulae (16) and (18) one can find the normalized height of the cone frustum 
(see Figure 1 and equations (6)): 


e=4 (1 a 7) | (19) 


5. Optimal Design 


Given a set of initial conditions, e. g. induction in the gap and the gap 
volume, or induction in the gap and the gap ratio g9, one can consider the 
question concerning the minimal volume V of the polepiece, once the magnetic 
material has been chosen. 


In general, we should look for the particular polepiece profile function 
vy = r(x), which will make the volume 


dı +1 


Van |r? dx 


di 


as small as possible. This poses a very complicated problem in variation theory. | 
Bearing in mind the lack of information concerning magnetic material, and also 
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for other reasons, we shall restate the optimal design problem thus: given a set 
of initial conditions, we must find the operating point on the demagnetization 
curve of the chosen magnetic material that will make the volume of the pole- 
piece as small as possible, provided that the design calculation follows the lines 
laid down in Section 4! 

Consider the problem with fixed B,, 7, and dy. This implies that 0, 1S known. 
As before, we shall define the normalized polepiece volume 

v 


o= — 
di’ 


which can be calculated from the following somewhat cumbersome formula 


(y ; 3 À ER 1 Kr 5 (m A x)? 
= À of + gb A we CE 6%) (m À x)? + 12@ 0 - (20) 
It is interesting to note that 
BE 
nn, 


according to equations (4), (11) and (12). Hence, if the product Bo His. a 
maximum, the product m À will be a minimum. But as long as the coefficients 
of the polynomial (20) depend on the parameters 6, o,,x and À, the minimum 
of o does not necessarily coincide with minimum of mA. Taking the fixed 
operating point on the demagnetization curve, 1. e. m and À as constant, we 
are now in a position to examine whether the minimum points of such curves 
as are depicted in Figure 5 coincide with the minimum of o. Since at these 


oints 
P do, dz 
eu < 0 ; 
dé ? dé 
we find that 
| do 
a OF 


By this account the minimal value of o becomes shifted towards a larger value 
of 6. Fortunately, numerical examples show that displacements of minimum 
points are entirely negligible. . . . 

Suppose the initial conditions B, and o, are given. Design procedure is then 
as follows: 

Let us choose an operating point on the demagnetization curve for the 
selected magnetic material. Thus parameters m and / are determined. Such 
curves as depicted in Figure 6 (if constructed for given @ 9) enable us to find 
optimal values for 6 and o,. The corresponding value of x can then be derived 
from Figure 3. However, at the first approximation, parameter x may be 
replaced by 1. Formula (20) now yields the normalized volume o. By the same 
means we can calculate values of o for several operating points on the demagnet- 


ZAMP XII/4 
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ization curve in the neighbourhood of the (BH),,,, point, and plot the function 
o = o(m). Finally, minimum of this function determines the optimal induction 
ratio m. As is shown in the next Section, the optimal operating point will be 
found close to (BH),,,, point for all practical cases. Having the optimal induc- 
tion ratio m, we can find the remaining parameters of the magnet. 


6. Verification and Application of the Developed Theory 


Example 1. Permanent magnet installed at the University of St. Andrews, 
Scotland, in 1951. ANDREW and RUSHWORTH [1] have given detailed informa- 
tion about their permanent magnet, made from Alcomax III magnetic material. 
Their initial conditions would have to be B, = 6000 G, 0, = 3.7. Reduced 
demagnetization curve for Alcomax III has been shown in Figure 2. At 
(BH), point m = 0.766; 2 = 15. Normalized volumes of the polepieces in the 
neighbourhood of this point were calculated and the result plotted in Figure 9. 
The optimal operating point is at m = 0.76 where o = 478 x. The shift of the 
induction ratio m being less than 0.8%, the magnetic state of the material will 
remain at or very near (BH),,,, point. From Figure 6 we find 6 = 1.95; 0, = 4.8, 
and by means of formulae (18) and (19) 0, = 6; e = 4.65. Table 1 shows discre- 
pancies between calculated and planned poles. Zero discrepancy of 6 is inter- 
esting, whilst other discrepancies are justified mainly by reduction of demagnet- 
ization curve, which phenomenon the authors of |1] discovered after construc- 
tion of their magnet. 


Table 1 
0) en À Os € o 
calculated pole . . 1.95 4.8 15 6 4.65 478 x 
Dlannedpoi st 1.95 4.44 Sl 555 or 395 x 
%-discrepancy with 
planned pole . . . 0 8.1 9.5 (Sigil ee 21 


To verify derived formulae, we must use quantities obtained by measure- 
ments on the made magnet. Initial conditions then read: B, = 5500 G, 0,= 3.61. 
Now we are not looking for the optimal polecap, but wish to approach as 
closely as possible to actual polecap dimensions. The following parameters at 
(BH) „a, point can be regarded as independent: m = 0.702; 6 = 1.9; 0, = 3.61, 
and these parameters with equation (9) yield the polecap slope ky = 0.865, so 
that 0, = 4.39. Equation (13) with » = 1, u,, = 1000 gives À = 13. 88. Remai- 
ning parameters were calculated for x = 0.95: 0, = 5.44 and e = 4.51. Table 2% 
shows discrepancies between calculated and made poles. 
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Figure 8 


Influence of the voke upon the field distribution. 


6000 | 
600 | 
in 5000 
À 4000 
| 500 | 
S = 
3000 
07 1 12 14 16 
m —— 


Figure 10 
Plot of the function o = o(m) giving the 
optimal induction ratio # for the case of 
Example 2. 


Figure 9 
Plot of the function o = o(m) giving the 
optimal induction ratio m for the case of 


Example 1. 
Table 2 
01 À 02 € 
calculated pole. . . 4.39 13.88 9.44 Au 
maderpoles gc 4295 13.36 DZ 4.45 
%-discrepancy with 
made pole 1.4 3.9 Ot 1.4 


Except for the parameter &, positive discrepancies are due to oversizing of the 
poles, made throughout the design calculation. 

Example 2. The proposed magnet. A large Columax magnet is to be designed 
with initial conditions B, = 11000 G, 95 = 7. 
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On 
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The reduced demagnetization curve for Columax has been shown in Figure 24 
At (BH) ma, point m = 1.25, À = 21.6. Normalized volumes of the polepieces in 
the neighbourhood of this point were calculated and the result has been plotted 
in Figure 10. The optimal operating point is at m = 1.225, where o = 3060 zt. 
The shift of the induction ratio m being 2%, the (BH),,,, point is maintained. 
From Figure 6 we find 6 = 7.45; 0, = 11.07 and by means of formulae (18) and 
(19) 0, = 12.14; e = 9.2. The University of Leeds Columax magnet has the gap 
length 2d, = 1.4”, volume of the polepiece something about 41.1 dm’, and 
initial conditions B, = 9500 G, o, = 7.15. With our initial conditions and the 
above gap length, the proposed magnet would have a volume of about 
54.2 dm, 32% larger than the University of Leeds magnet. 


7. Conclusion 


From the preceding two examples it is possible to derive an interesting 
plausible law: if the induction in the air gap is to be increased for x % with 
respect to an already constructed magnet, the volume of magnetic material would 
be increased roughly by 2 x %,, provided that the gap ratio remains unaltered 
and that magnets are of optimal dimensions. 

As has been frequently emphasized, this method of calculation leads to 
oversizing of the magnet. This can be turned to good account, for it is well 
known that after magnetization permanent magnets are usually stabilized by 
means of a certain demagnetizing field. 

At all events, acceptability of the developed method will be established only 
after numerous applications. 
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Zusammenfassung 


In dieser Arbeit wird eine Methode zur Berechnung von grossen Permanent- 
magneten mit rotationssymmetrischen Polen entwickelt. Zum Unterschied von der 
klassischen Methode, die die Hopkinsonschen Streufaktoren benutzt, gibt diese 
Methode einen besseren Einblick in die geometrischen Verhältnisse, und führt zu 
einfachen Formeln für die Berechnung der Magnetpoldimensionen. 


{ 
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Die wesentlichen Resultate sind: 

1. Bei gegebenen Luftspaltdimensionen und gegebener Luftspaltinduktion be- 
stehen bei vorgezeichnetem Magnetmaterial optimale Polhorndimensionen. 

2. Die Verteilung des magnetischen Skalarpotentials längs der Magnetpolachse 
ist weit wichtiger als die Magnetfeldverteilung in der Luft. 

3. Der günstigste Betriebspunkt auf der Entmagnetisierungskurve ist gegenüber 
dem Punkt (B H),,,, nur für wenige Prozente nach grösseren Werten von B ver- 
schoben. 
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Uber den Zusammenhang zwischen der Fliessbedingung 
eines elastisch-plastischen Körpers und seinem Fliessgesetz 
Von Hans ZIEGLER, ETH, Zürich 


1. Einleitung 


Die von v.Mises [1]!) aufgestellte Theorie des plastischen Potentials kann in 
der von PRAGER [2] verallgemeinerten Gestalt etwa wie folgt formuliert werden: 
Es seien g, (k=1,2,..., n) die verallgemeinerten Verformungen des ela- 
stisch-plastischen Körpers, das heisst also ein Satz von Lagekoordinaten, 
welcher seine Deformation mit der gewünschten Genauigkeit beschreibt. Ihre 
elastischen und plastischen Anteile seien mit g; bzw. q? bezeichnet. Ferner sei 


(unter Verwendung der bekannten Summationsregel) 


dA = Q,dg; (1.1) 


die elementare Deformationsarbeit. Dann kann man die Q, (k = 1, 2,..., n) 
als verallgemeinerte Krafte bzw. nach PRAGER als verallgemeinerte Spannungen 
bezeichnen. Sowohl der Verformungs- wie der Spannungszustand lassen sich 
durch Punkte mit den Fahrstrahlen q bzw. Q im n-dimensionalen euklidischen 
Spannungsraum R, darstellen. Definiert man hier zum Zwecke der Metrisierung 


das Skalarprodukt zweier Vektoren mit 


O0 5) 
so ist die elementare Deformationsarbeit (1.1) durch 
dA =Q-dq (128) 


gegeben. Es entspricht dann jedem verallgemeinerten Verformungs- bzw. 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 68, 
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Spannungszustand q, bzw. Q, ein Vektor q bzw. Q oder, wie wir im folgenden 
auch sagen werden, ein Punkt q bzw. Q in À, und umgekehrt. 

Betrachtet man den Körper in einem gegebenen Stadium des Verformungs- 
prozesses, so lassen sich vom momentanen Spannungszustand aus gewisse 
andere ohne plastischen Fluss realisieren. Diese sollen als aplastische Spannungs- 
zustände und die Gesamtheit ihrer Bildpunkte in R, als aplastischer Bereich R, 
bezeichnet werden. Ferner sei unter einem aplastischen Spannungsinkrement 
dQ* ein solches verstanden, das zwei benachbarte aplastische Spannungszu- 
stände Q und Q’ ineinander überführt. Die Fliessgrenze, eine Hyperfläche in 
R,, wird dann als Oberfläche des aplastischen Bereiches durch diejenigen apla- 
stischen Punkte Q gebildet, für die nicht jedes hinreichend kleine Spannungs- 
inkrement dQ aplastisch ist. Liegen die benachbarten Punkte Q und Q’ an 
der Fliessgrenze, dann nennt man das aplastische Spannungsinkrement dQ* 
neutral. Liegt von den beiden Punkten genau einer an der Fliessgrenze, so 
stellt dQ* eine Entlastung bzw. Belastung dar. 

Der Zusammenhang zwischen dem Spannungszustand Q und dem elasti- 
schen Verformungszustand q° wird wie in der Elastizitätstheorie angenommen. 
Für die im aplastischen Bereich R,, aber nicht an der Fliessgrenze liegenden 
Spannungspunkte ist das plastische Verformungsinkrement dq? null. Für die 
Punkte an der Fliessgrenze kann es gleich oder ungleich null sein. Bezüglich 
seiner Richtung gelten folgende Sätze: 

Satz 1: Mit Q’ und Q” ist auch jeder Spannungszustand 


Q=0'+4(Q"—-Q), (0<a<1) (1.4) 


aplastisch. Mit anderen Worten: Mit zwei beliebigen Punkten Q’ und Q” liegt 
auch ihre ganze Verbindungsstrecke im aplastischen Bereich, das heisst der 
aplastische Bereich ist konvex. 

Satz 2: Ist Q ein Spannungszustand an der Fliessgrenze und dQ* ein belie- 
biges aplastisches Spannungsinkrement, das vom wirklichen Spannungsinkre- 
ment dQ völlig unabhängig ist, so gilt 


aQ* - dq? = 0. (15) 
Mit anderen Worten: Die Normalprojektion des plastischen Verformungs- 
inkrements auf jedes mit dem wirklichen Spannungszustand verträgliche apla- 


stische Spannungsinkrement ist nichtpositiv. 
Satz 3: Für das wirkliche Spannungsinkrement dQ gilt 


dQ-dqe=0. (1.6) 


. Das heisst: Die Normalprojektion des plastischen Verformungsinkrements auf 
das wirkliche Spannungsinkrement ist nichtnegativ. 
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2. Problemstellung 


R. v. Mises hat den durch die Sätze 1 bis 3 beschriebenen Sachverhalt 
ausdrücklich als Hypothese und zudem unter Beschränkung auf ein Raum- 
element ausgesprochen, indem er als a q, und Spannungen 0, die 
lokalen Verzerrungskomponenten e,, und die Spannungskomponenten 6;, 
benützte. Es ist das Verdienst von PRA AGER, die Theorie im Sinne von Fanci 
1 verallgemeinert zu haben. Ihre Begründung ist auf verschiedenen Wegen 
durch BisHop und Hırr [2a], DRUCKER [3] und den Verfasser [4] versucht 
worden, vermag aber insofern vielleicht nicht restlos zu befriedigen, als in allen 
Fällen gewisse physikalische Postulate benützt werden mussten. Der Verfasser 
hat sich daher neuerdings die Aufgabe gestellt, unter Verzicht auf alle physi- 
kalischen Annahmen wenigstens in aller Strenge nachzuweisen, dass aus der 
Voraussetzung, die Sätze 1 bis 3 seien in der v. Misesschen Fassung, das heisst 
für das Raumelement richtig, auch ihre Gültigkeit in der Pragerschen Verall- 
gemeinerung, das heisst im Sinne von Abschnitt 1 folgt. 

' Obschon die Theorie meist für elastisch-plastische Körper formuliert zu 
werden pflegt, beschränkt man sich bei ihrer Anwendung gewöhnlich auf den 
einfacheren starr-plastischen Körper, der durch die Bedingung q’ = 0 bzw. 
q = q? definiert wird. Für diesen Körper ist der erwähnte Nachweis in einer 
kürzlich veröffentlichten Arbeit [5], an die sich die folgenden Ausführungen 
anschliessen, erbracht worden. Hier handelt es sich darum, den Beweis auf 
elastisch-plastische Körper zu übertragen. Das ist unter der Voraussetzung 
möglich, dass die Aufspaltung des Verformungszustandes q in die Anteile q° 
und gq? in geeigneter Weise vorgenommen wird. Freilich ist das Problem damit 
noch nicht so weit vereinfacht wie im Falle des starr-plastischen Körpers, da 
sich im allgemeinen mit fortschreitendem plastischem Fluss der aplastische 
Bereich auch bei elastisch-idealplastischem Material verformt und damit ein 
ähnliches Verhalten zeigt wie bei der Verfestigung eines starr-plastischen 
Körpers. 

Die Verformungen werden im folgenden einfachheitshalber als klein und 
der Zusammenhang zwischen ihren elastischen Anteilen sowie den Spannungen 


als linear angenommen. 


3. Verformungen und Spannungen 


An einem Element des betrachteten Körpers sind der Verformungs- und der 
Spannungszustand durch die Verzerrungskomponenten &;; bzw. die Spannungs- 
komponenten o,,; gegeben; sie lassen sich durch je einen Vektor e bzw. s im 
eer imensiovalen euklidischen Spannungsraum R, darstellen. Definiert man 


hier das Skalarprodukt mit 
S$ °C = 0;; €;; » (3.1) 
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so ist die elementare Deformationsarbeit je Raumeinheit durch 
dA = 0;;de,; = 5° de (3:2) 


gegeben. Mit Rücksicht auf die Symmetrie der Tensoren &;; und o,, liegen die 
Vektoren e und sin Wirklichkeit in einem sechsdimensionalen linearen Unter- 
raum À, von Ry. Hier entspricht jedem Verzerrungs- bzw. Spannungszustand 
&;; bzw. o,, ein Vektor e bzw. s und umgekehrt, und der aplastische Bereich 
wird wie in Abschnitt 1 definiert. Er kann sich ins Unendliche erstrecken; so 
schliesst man ja gewöhnlich plastischen Fluss unter einem hydrostatischen 
Spannungszustand aus. 

Der Verformungs- und der Spannungszustand des ganzen Körpers werden 
durch die von den Koordinaten x; abhängigen Funktionen e, , bzw. o,, dargestellt, 
und diese lassen sich, wie SYNGE [6] und andere Autoren gezeigt haben, als 
Vektoren E bzw. § im Funktionenraum F interpretieren. Da die elementare 
Deformationsarbeit durch das über den ganzen Körper X erstreckte Raum- 
integral 


dA = [0,,de,,do (3.3) 
x 


gegeben ist, empfiehlt es sich, fiir die Metrisierung des Funktionenraums das 
Skalarprodukt durch 


S'E—/o;;e;; do (3.4) 
R 


zu definieren. Wie in [5] gezeigt wurde, ist diese Definition zulässig; sie ergibt 
eine positiv definite Metrik sowie für die elementare Deformationsarbeit (3.3) 
die Darstellung 


dA = S dE. (3.5) 


Jedem Verformungs- bzw. Spannungszustand im Körper K entspricht ein 
Vektor im Funktionenraum. Dabei beschränkt sich diese Darstellung keineswegs 
auf kinematisch zulässige Verformungs- und statisch zulässige Spannungszu- 
stande; vielmehr sollen vorderhand alle denkbaren Zustände zugelassen sein, 
für welche die Integrale (3.3) bzw. (3.4) existieren. Der aplastische Bereich F 
kann sich auch hier ins Unendliche erstrecken. Lässt man die Belastung des 
Körpers X von Null an wachsen, dann durchwandert der Bildpunkt § des 
wirklichen Spannungszustandes zunächst den aplastischen Bereich und 
erreicht die Fliessgrenze im Augenblick, in dem die ersten Elemente von K 
plastisch werden. Mit weiter zunehmender Belastung setzt in einer sich all- 
mählich erweiternden Umgebung dieser Elemente plastischer Fluss ein, und 
es kann gegebenenfalls zum Kollaps kommen, ohne dass aber der ganze Körper 
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plastisch zu werden braucht. Ein wesentlicher Unterschied zum starr-plasti- 
schen Körper besteht darin, dass hier der plastische Fluss lokal einsetzen kann, 
sobald die ersten Elemente an ihrer Fliessgrenze angelangt sind, während dort 
die starre Umgebung des plastifizierten Gebietes den lokalen Fluss verhindert 
und plastische Verformungen erst auftreten, wenn ein genügend grosser Teil- 
bereich von K plastifiziert ist. Hieraus folgt für die Darstellung im Funktionen- 
raum 

Satz 4: Der aplastische Bereich des ganzen elastisch-plastischen Körpers 
deckt sich im allgemeinen nicht mit demjenigen des entsprechenden, lokal der 
gleichen Fliessbedingung unterworfenen starr-plastischen Körpers. 

Insbesondere sieht man ohne weiteres ein, dass der aplastische Bereich des 
jungfräulichen elastisch-plastischen Körpers in demjenigen des entsprechenden 
starr-plastischen Körpers enthalten ist. Aus der Möglichkeit des lokalen 
Flusses ergibt sich beiläufig auch eine Aussage für den idealplastischen, das 
heisst den Körper ohne Verfestigung, dass nämlich im elastisch-idealplastischen 
im Unterschied zum starr-idealplastischen Körper Spannungszustände reali- 
sierbar sind, deren Bildpunkte ausserhalb der ursprünglichen Fliessgrenze 
liegen. Somit hat man 

Satz 5: Im Gegensatz zum aplastischen Bereich des starr-idealplastischen 
Körpers ist derjenige des elastisch-idealplastischen Körpers nicht fest, sondern 
ändert sich im allgemeinen, während die Belastung bis zum Kollaps gesteigert 
wird. 

Der elastisch-idealplastische Körper verhält sich also mit zunehmender 
Ausdehnung des plastifizierten Gebietes ähnlich wie der starr-plastische Körper 
bei der Verfestigung. 

Der Übergang zu verallgemeinerten Verformungen und Spannungen wird 
stets dadurch vollzogen, dass man sich auf die Betrachtung von speziellen Ver- 
 formungszuständen beschränkt, die durch eine endliche Zahl # von Parametern 

g, beschrieben werden können. Man kann sich diese Restriktion in der Weise 
durchgeführt denken, dass man geeignete Bindungen einführt (und allenfalls 
auch vorhandene Bindungen löst), derart, dass sich der Freiheitsgrad des 
Körpers (von einer allfälligen starren Bewegung abgesehen) auf # reduziert. 
Es ist klar, dass dieser Prozess einen groben Eingriff darstellt, der nur dann 
zu verantworten ist, wenn er das wirkliche Verhalten des Körpers in der gege- 
benen Situation nicht zu stark modifiziert, der aber unter dieser Voraussetzung 


das Problem wesentlich vereinfacht. 


4. Beispiel 


Es sei ein Balken mit rechteckigem Querschnitt unter Beanspruchung auf 
Zug sowie spezielle Biegung betrachtet und hievon in Figur. 1 eine: Scheibe 
der Dicke 1 ins Auge gefasst. Der Verformungs- und der Spannungszustand 
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dieser Scheibe werden, falls man die Längeneinheit hinreichend klein gewählt 
hat, durch je sechs von y und z abhängige Verzerrungs- bzw. Spannungskom- 
ponenten beschrieben. Man kann aber das Problem im Sinne der Festigkeits- 
lehre durch die Annahmen vereinfachen, dass die Ouerschnitte bei der Defor- 
mation in erster Näherung eben bleiben und dass sich die Längsfasern nicht 
wesentlich beeinflussen. Das heisst, man kann sich vorstellen, dass der Zu- 
sammenhang zwischen den Längsfasern gelöst (der Spannungszustand mithin 
linear) und die Bewegung jedes Querschnittes diejenige einer starren Fläche 
sei. Wie Figur 2 zeigt, wird die Verformung der Scheibe in dieser Näherung 


Z 
SIN £ 
m" ’ 
+ 1- Ke 
x 
Figur 1 Figur 2 


Balkenelement unter Beanspruchung auf Zug 
und Biegung. 


Verformung des Elements. 
durch die Dehnung & sowie die Krümmung der elastischen Linie, nämlich den 
Winkel x zwischen den beiden Stirnflächen beschrieben, und dabei gilt 


AU (4.1) 


Die zugehörigen verallgemeinerten Spannungen sind die Normalkraft N sowie 
das Biegemoment M, da die elementare Deformationsarbeit durch 


dA = N de + M dx 
gegeben ist. 

Um den ursprünglichen aplastischen Bereich der von jetzt an als elastisch- 
idealplastisch angenommenen Scheibe zu erhalten, hat man die Spannungszu- 
stände zu diskutieren, die an der Fliessgrenze liegen. Für den in Figur 3 dar- 
gestellten Fall, bei dem die Fliessgrenze og in den obersten Fasern auf Zug 
erreicht wird, ist die Spannungsverteilung durch 


a 
FH: Oo (4. 2) 
gegeben, die Normalkraft also durch 
bhr 
nee ie 09 (4.3) 


—h/2 
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und das Biegemoment durch 


h/2 

; b hs 

DEN 2p er 4 

/ re m2 0 od 
—h/2 

Wenn man aus (4.3) sowie (4.4) 7 eliminiert und die Fälle hinzunimmt, in 

denen die Fliessgrenze auf Druck bzw. am unteren Querschnittsrand erreicht 


wird, erhält man die Grenzen 
/ 
M=+ = (bhay = N) (4.5) 
eines Parallelogramms, das in Figur 4 mit 0 bezeichnet ist und innerhalb des 


von PRAGER (vgl. [2], S. 46) gegebenen, durch zwei Parabeln begrenzten apla- 
stischen Bereiches für starr-idealplastisches Material liegt. 


Figur 3 Figur 4 
Spannungsverteilung bei Erreichen der Sukzessive Fliessgrenzen des plastisch 
Fliessgrenze am oberenRand. gebogenen Elements. 


Beansprucht man jetzt die Scheibe in reiner Biegung durch ein positives 
Moment M, über die Fliessgrenze hinaus, so ergibt sich durch Anwendung der 
Integrale (4.3) sowie (4.4) auf die Spannungsverteilung von Figur 5 der Zu- 


sammenhang 
M =, 0#_40)0 (4.6) 


zwischen der halben Höhe £ des elastischen Kerns und dem Biegemoment M,. 
Bei elastischem Verhalten wäre das Biegemoment für gleiche Deformation 


, b hs 
M; = 12€ O9; (4.7) 
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der plastische Fluss in den äusseren Fasern bedeutet einen Spannungsabfall 
gegenüber der elastischen Lösung, und diesem entspricht eine Reduktion des 
Biegemomentes um 


AM = M',— M, = + WW — 315 +40) 00. (4.8) 


Figur 5 


Spannungsverteilung unter plastischer Biegung. 


Um den neuen aplastischen Bereich der durch M, auf Biegung vorbean- 
spruchten und dadurch einer ersten plastischen Verformung unterzogenen 
Scheibe zu erhalten, hat man jetzt Spannungszustände zu betrachten, die 
sich für |2|> |£| durch den gleichen marginalen Spannungsabfall von der 
linearen unterscheiden wie in Figur 5. Unter diesen sind wiederum diejeni- 
gen zu diskutieren, die wie die Spannungszustände mit o(¢) =o, bzw. 
o(— h/2) = oy von Figur 6 und 7 an der Fliessgrenze liegen. Dabei kann man 


Figur 6 Figur 7 
Spannungsverteilung des plastisch gebogenen Spannungsverteilung des plastisch gebogenen 
Elements für a(£) = 0p. Elements für o( — h/2) = 0p. 


die Integrale (4.3) und (4.4) auf die elastischen Verteilungen anwenden und 
hat nur nachtraglich das Biegemoment um den Betrag (4.8) zu reduzieren. Im 
Fall von Figur 6 ergibt sich so, wenn man von der Spannungsverteilung 


y + 2 
eo (4.9) 
ausgeht, 
oz =. b he 
N= 7a % und M= Tape dr AM, (4.10) 


De 
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im Fall von Figur 7 mit 
2 a — h/2 , : 
Oo = E (ry = h/2) (r Sfr 2) O0 (4.11) 
| analog 


ee, jj /2 a 3 fae ee p) 
oe ee i ia) 


N= bhr 2 
12 € (vy — h/2) 


&(r — h/2) 


Durch Elimination von 7 aus (4.10) bzw. (4.12), Hinzunahme der Fälle 


O(— €) = — 0, o(h/2) = — o, und Berücksichtigung von (4.8) erhält man 
schliesslich die Grenzen 


M + a2 -— N=M, (4.13) 
sowie 
RN, b h2 
M+—N=M,-— — 0 (4.14) 


des neuen aplastischen Bereiches, der wiederum die Form eines (beziiglich der 
Achse M symmetrischen) Vierecks besitzt. Er ist in Figur 4 für £ = h/4 bzw. 
Ë = h/10 eingetragen und mit 1 bzw. 2 bezeichnet; ferner ist leicht einzusehen, 
dass er sich für £ + 0 auf die Teilstrecke 3 


bh? 
- zZ % SMS % (4.15) 
der Achse M zusammenzieht. 

Wie zu erwarten war, folgt aus diesem Beispiel 

Satz 6: Die Sätze 4 und 5 gelten nicht nur für die wirklichen, sondern auch 
für die verallgemeinerten Spannungen des endlichen Körpers. 

Figur 4 zeigt deutlich den Unterschied, der zwischen den aplastischen 
Bereichen des elastisch-plastischen und des starr-plastischen Körpers besteht. 
Freilich behält wenigstens für den elastisch-idealplastischen Körper der apla- 
stische Bereich des starr-idealplastischen Körpers seine Bedeutung insofern, 
als auch hier mit dem Kollaps zu rechnen ist, sobald der Spannungspunkt seine 


Grenze erreicht. 


5. Elastische und plastische Verformungen 


Für die Theorie des plastischen Potentials ist die Art der Aufspaltung des 
Verformungszustandes in seinen elastischen und den plastischen Anteil von 
grundlegender Bedeutung. Hier liegt ein Problem, das in der Literatur meist 
übergangen, tatsächlich aber nicht ganz trivial ist. 

Beim Raumelement pflegt man, vom linearen Spannungszustand mit dem 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm von Abbildung 8 ausgehend, denjenigen An- 
teil &;, des Verzerrungszustandes &,, als elastisch zu bezeichnen, der dem Span- 
stand o,; unter der Annahme rein elastischen Verhaltens, das heisst 


62 HANS ZIEGLER ZAMP ? 


nach dem Hookeschen Gesetz entspricht; der plastische Verzerrungszustand | 
ist dann durch die Differenz e?, = &,,—&, definiert. Im ursprünglichen apla- 
stischen Bereich gilt e&?, = 0 bzw. e,; = &,; ferner sind die e;, diejenigen Ver-: 
zerrungen, die sich bei der Entlastung zurückbilden, während die Ce bestehen 
bleiben, und schliesslich stellt im Ausdruck (3.2) für die elementare Deforma- 
tionsarbeit je Raumeinheit, der jetzt mit 


14 Gj; der, 0. det, (5.19 


angeschrieben werden kann, der erste Term rechterhand die Zunahme der 
elastischen Verzerrungsenergie und der zweite die elementare, in Wärme über- 
geführte Dissipationsarbeit dar. 

Es sei nur.nebenbei vermerkt, dass die zuletzt genannten Eigenschaften 
nicht ohne weiteres aus der vorstehenden Definition der Aufspaltung folgen. 
So muss man, um ihre Äquivalenz auch bei grösseren Verzerrungen zu erhalten, 
für die Entlastung etwa vom Punkt C in Figur 8 den Weg des Bildpunktes mit 
CDE und nicht mit CDF, den Bauschingereffekt mithin als beschränkt an- 
nehmen. Um die Schwierigkeiten zu vermeiden, die sich alsdann bei einer Bela- 
stungsumkehr ergeben, berufen wir uns auf die bereits am Schluss von Abschnitt 
2 eingeführte Voraussetzung kleiner Deformationen. 


o 6 
BEN: 
i ) 
A ry ; 
[1 Î n 
/ TR D! 
a EP fe = Ses 
‘a ei 
F le ip 
Figur 8 


Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines elastisch-plastischen Materials mit Verfestigung. 


Für den ganzen Körper geht man zweckmässig vom Spannungszustand S 
aus und spaltet unter Benützung der zugehörigen Spannungskomponenten Oi; 
in jedem Punkt den Verzerrungszustand e, ; In der eben besprochenen Weisl | 
auf. Damit hat man im ursprünglichen aplastischen Bereich wieder EP — 0 bzw. 
E= E‘. Nach dem Einsetzen der plastischen Verformung stimmt aber der 
Spannungszustand § im allgemeinen nicht mehr mit demjenigen S* überein, 
der in X für die gegebene Lagerung und Belastung bei rein elastischem Ver: | 
halten zu erwarten wäre. Bei der Entlastung bildet sich S im Gegensatz zu St 


| 
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im allgemeinen nicht zurück; die Verformungen E® und E? lassen sich also 

nicht als diejenigen Anteile des Verformungszustandes deuten, die bei der 

Entlastung von K verschwinden bzw. zurückbleiben. Dafür folgt aber bei 
_ dieser Art der Aufspaltung aus (3.3) und (3.5) die elementare Deformations- 
arbeit 


dA=S-dEe + S- dE, (5.2) 


a 


und zwar stellt nach (5.1) der erste Term rechterhand die Zunahme der ela- 
stischen Deformationsenergie und der zweite die elementare Dissipationsarbeit 
dar. 

Wie am Schluss von Abschnitt 3 ausgefiihrt wurde, wird der Ubergang auf 
verallgemeinerte V erformungen und Spannungen durch Beschränkung auf Ver- 
formungszustände vollzogen, die sich durch Überlagerung aus n speziellen Zu- 
ständen gewinnen lassen. Im Funktionenraum bedeutet dies (vgl. [5]) stets die 
Restriktion auf einen linearen Unterraum 7,, der den Ursprung enthält und 
durch eine orthonormale Basis I, (k=1,2,..., n) dargestellt werden kann, so 
dass 

B=(E=L/T, (5.3) 


ist. Die zugehörigen Spannungszustände werden im allgemeinen nicht durch 
Vektoren S aus 7, dargestellt. Indessen kann ein beliebiger Spannungszustand 
S gemäss 

S=S' = S85, So = (SAT) 1, (5.4) 


in seine Normalprojektion S$’ auf F, und einen zu F, orthogonalen Vektor Sy, 
zerlegt werden. Nach (3.5), (5.3) und (5.4) ist dann die elementare Deforma- 
tionsarbeit durch 

dA=S-dE=($S-L)(dE-L)=S'-dE (5.5) 


gegeben. Auf der Möglichkeit, diese Arbeit als Skalarprodukt zweier Vektoren 
im linearen Unterraum Z, darzustellen, beruht beim starr-plastischen Körper 
(E = E?) die Übertragung der Sätze 1 bis 3 vom Element auf verallgemeinerte 
Verformungen und Spannungen. 

Für die Aufspaltung des Verformungszustandes kann man auch hier — dies- 
mal unter Beschränkung auf Verformungszustände E in F, - vom Spannungs- 
zustand S ausgehen und unter Benützung der Spannungskomponenten Oi; den 
Verzerrungszustand ¢,; in jedem Punkt in seinen elastischen bzw. plastischen 
Anteil auflösen. Da aber mit dem Verformungszustand E seine Anteile E* und 
E? nicht notwendig im linearen Unterraum F, liegen, ist die Behandlung in 
verallgemeinerten Grössen auf dieser Basis im allgemeinen nicht möglich. 
Vielmehr empfiehlt sich, von den verallgemeinerten Verformungen q und den 
ugehörigen verallgemeinerten Spannungen Q auszugehen und die Zerlegung 
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auf Grund der Forderung vorzunehmen, dass in dem aus (1.3) folgenden Ausdruck 
dA = Q:dq’ + Qdg? (5.6) 


fiir die elementare Deformationsarbeit der erste Term rechterhand die Zunahme 
der elastischen Deformationsenergie und der zweite die elementare Dissipations- 
arbeit darstellen soll?). Wie der Vergleich mit (5.2) zeigt, ist dann 


O° dqv=S dE =dU , (5.7) 
wobei U die elastische Deformationsenergie darstellt, sowie 
Q-dgq?=S -dE?, (5.8) 


und q° kann als derjenige verallgemeinerte Verformungszustand interpretiert 
werden, der dem verallgemeinerten Spannungszustand Q bei rein elastischem 
Verhalten entsprechen wiirde. 


6. Beispiel 


Bei der in Figur 1 wiedergegebenen, auf Zug und Biegung beanspruchten 
Scheibe ist die Behandlung der Querschnitte als starre Flachen mit der Be- 
schrankung auf Verformungszustande in einem zweidimensionalen Unterraum 
F, von F gleichbedeutend. Diese sind insbesondere durch eine lineare Vertei- 
lung der axialen Dehnung e, über den Querschnitt charakterisiert und lassen 
sich durch die beiden Parameter ¢ sowie x darstellen. Die zugehörigen Span- 
nungszustände (vgl. Figur 5 bis 7) weisen im allgemeinen diesen linearen 
Verlauf nicht auf und gehören somit dem Unterraum 7, nicht an. 

Geht man von einer dieser Spannungsverteilungen o,(z) aus, und ermittelt 
man mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes für jeden Wert von z die elastische 
Dehnung &{(2), so zeigt sich ohne weiteres, dass diese sowie die plastische Deh- 
nung e?(z) mit der totalen e,(z) im allgemeinen nicht linear in z ist. Demnach ist 
die Behandlung des Problems im linearen Unterraum F, auf dieser Basis aus- 
geschlossen. Dagegen kann man die elastischen Anteile der verallgemeinerten 
Verformungen durch die der Elastizitätstheorie entnommenen Beziehungen 


N em 


CE AT ris (6.1) 


definieren und erhält hieraus die plastischen Anteile e = ¢ — ge, xe = x% — xe. 


Die lokale elastische Dehnung ist dann 


ER ee Ml 
Een (6.2) 


2) Das ist die vom Verfasser bereits in [4] verwendete Definition. 
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SSgEesEe 


und die elastische Deformationsenergie berechnet sich hieraus erwartungs- 
gemäss zu 


h/2 
| SD Er ee N? 12 M? 
De PME TS (6.3) 


= hl 9 


7. Der ganze Körper 


Es sei jetzt angenommen, dass Satz 1 zwar für jedes Element des Korpers K, 
aber nicht für den ganzen Spannungszustand in K gelte. Dann gibt es zwei 
aplastische Spannungszustände S’ und S” sowie einen Wert a so, dass der 
Spannungszustand 

S=S°-- a(S? —S), O< @< 1) (71) 


nicht aplastisch ist. Das ist aber nur môglich, wenn in wenigstens einem 
Element von K die Fliessgrenze überschritten, also hier im Widerspruch mit 
der eben getroffenen Voraussetzung mit o,; und o/; der Spannungszustand 


ı 


0; = 0; + @ (a, = G;4)s (One ge 1) (7.2) 


nicht aplastisch ist. 

Ebenso einfach ist der Nachweis, dass für einen Spannungszustand S$ an 
der Fliessgrenze, ein beliebiges aplastisches Spannungsinkrement dS* und das 
wirkliche plastische Verformungsinkrement dE? die Ungleichung 


dS*-dEP = 0 (733) 
bzw. nach (3.4) 
ir do}, de}, dv <0 (7.4) 
K 


besteht, falls für jedes Element von K Satz 2 richtig ist. Man kann nämlich 
diese Elemente in zwei Gruppen einteilen, je nachdem sie unter dem wirklichen 
Spannungsinkrement dS plastisch fliessen oder nicht. Für die Elemente der 
zweiten Gruppe ist de’, = 0; sie liefern also keine Beiträge zum Integral (7.4). 


Für diejenigen der ersten Gruppe gilt nach Satz 2 


do;, de}, < 0; (745) 
ihre Beiträge zu (7.4) sind demnach nichtpositiv. 


Schliesslich folgt aus der Gültigkeit von Satz 3 für jedes Element von K, 
dass für das wirkliche Spannungsinkrement dS die Ungleichung 


dS - dEP > 0 | (7.6) 


ZAMP XII/5 
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do, dep dv = 0 (7.7) 


K 


besteht. Die unter dS nicht fliessenden Elemente leisten nämlich keinen, die 
übrigen nach Satz 3 nichtnegative Beiträge 


do; , def, = 0 (7.8) 
zum Inteeral (7.2), 


Somit hat man 

Satz 7: Gelten die Sätze 1 bis 3 für das Raumelement, dann sind sie auch 
für die Darstellung des ganzen Verformungs- und Spannungszustandes im 
Funktionenraum richtig. 


8. Verallgemeinerte Grössen 


Beim Übergang auf verallgemeinerte Verformungen und Spannungen ist 
zu beachten, dass sich ein bestimmter verallgemeinerter Spannungszustand Q 
durch unendlich viele wirkliche Spannungszustände in K realisieren lässt, so 
dass der Punkt Q in À, unendlich vielen Punkten S in F entsprechen kann. 

In einem beliebigen Stadium des Verformungsprozesses führt das verallge- 
meinerte aplastische Spannungsinkrement dQ* nach Abschnitt 1 zwei aplasti- 
sche Spannungszustände ineinander über und ist daher in À, Abbild eines 
aplastischen Spannungsinkrements dS* in F. Ferner liegt mit Q auch der wirk- 
liche Spannungszustand S an der Fliessgrenze, und nach (5.8) sowie (7.3) gilt, 
wenn dq?’ bzw. dE? das wirkliche plastische Verformungsinkrement darstellt, 


dQ* - dq’ = dS*:dEP <0, (8.1) 


das heisst (1.5). Analog ergibt sich fiir das wirkliche Spannungsinkrement dQ 
bzw. dS 

dQ -dq?=dS-dEk?=0, (8. 2) 
somit (1.6). 

Sind ferner Q’ und Q" in R, zwei verallgemeinerte aplastische Spannungs- 
zustände und S$’ sowie S$” zwei ihnen entsprechende aplastische Zustände in F, 
so folgt daraus, dass die Spannungszustände (7.1) aplastisch sind, auch die 
Aplastizität der entsprechenden verallgemeinerten Spannungszustände Q. 
Stellen dq in À, und dE in F, dasselbe verallgemeinerte Verformungsinkrement 
dar, dann gilt nach (1.3) und (3.5) 


dA=0Q-dgq=S-dE, (8.3) 


und gemäss Definition der verallgemeinerten Spannungen ergibt sich umge- 
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| 
a. aus dem Bestehen einer fiir jedes Paar dq, dE gültigen Identität von 
[dieser Form, dass Q der zu S gehörende verallgemeinerte Spannungszustand 
ist. Nun folgt aus (8.3) für beliebige Paare dq, dE 

Q’-dq=S'-dE sowie Q’-dq=S"-dE (8.4) 


und damit auch 
[Q’ + a (Q" — Q’)j - dq =[S’ + a(S” — S’)]-dE. (8.5) 


Den Spannungszuständen $ aus (7.1) entsprechen mithin die verallgemeinerten 
Spannungszustände 


007.070), (0< a1) (8.6) 


und daher ist mit Q’ und Q” auch jeder verallgemeinerte Spannungszustand 
(1.4) aplastisch. 


-Demnach hat man jetzt auch 

Satz 8: Gelten die Sätze 1 bis 3 für das Raumelement, dann sind sie auch 
für die Behandlung des ganzen Körpers in verallgemeinerten Verformungen und 
Verzerrungen richtig. 


9. Bemerkungen 


Wie ohne weiteres aus ihrer Herleitung hervorgeht, beruhen die Sätze 7 
und 8 auf der Voraussetzung, dass die Zerlegung des Verformungszustandes in 
seinen elastischen und plastischen Anteil nach den in Abschnitt 5 angegebenen 
Regeln vorgenommen worden ist. Es ist nicht schwer, die Gültigkeit insbe- 
sondere des letzten Satzes am Beispiel von Abschnitt 4 bzw. 6 zu überprüfen?). 

Die Tatsache, dass die Sätze 1 bis 3 nicht nur für den starr-plastischen, son- 
dern auch dem elastisch-plastischen Körper gelten, darf indessen nicht zur 
Annahme verleiten, dass die praktische Behandlung konkreter Probleme in den 
beiden Fällen gleich einfach sei. Die beiden Sätze verknüpfen lediglich das ver- 
allgemeinerte plastische Verformungsinkrement mit der Fliessgrenze; diese 
selbst muss aber vermittelst einer Diskussion des ganzen Spannungszustandes 
$ gefunden werden und lässt sich auf Grund der verallgemeinerten Spannungen 
9 allein nicht erhalten. Beim starr-idealplastischen Körper ist das, wie ja schon 
las Beispiel in Abschnitt 4 zeigt, eine Aufgabe, die nur einmal zu lösen ist, da 
s hier nur einen einzigen, festen aplastischen Bereich gibt. Beim elastisch- 
dealplastischen Körper dagegen deformiert sich der aplastische Bereich, und 


3) Die hier unterdrückte Kontrolle ist mit Unterstützung durch die Herren Dipl. Math. W. Iss- 
ER und Dipl. Ing. H.M. Fiscuer ausgeführt worden, denen der Verfasser auch die kritische 


Jurchsicht des Manuskripts verdankt. 
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es muss daher nicht nur Schritt für Schritt das verallgemeinerte plastische : 


Verformungsinkrement auf Grund der Sätze 1 bis 3 neu ermittelt, sondern 
laufend unter Rückkehr zum wirklichen Spannungszustand auch die sich wan- 
delnde Form der Fliessgrenze erschlossen werden. Für den elastisch-plastischen 
Körper bedeutet daher die Behandlung in verallgemeinerten Grössen lange 
nicht dieselbe Vereinfachung wie im starr-plastischen Fall. 


Abstract 


The author has recently shown that v. Mises’ theory of the plastic potential, if © 


valid for the elements of a rigid-plastic body, also holds for the representation in 
generalized strains and stresses. This paper supplies the analogous proof for an 
elastic-plastic body. Here, however, the yield surface deforms, even in the case of 
perfect plasticity. Besides, it is impossible to determine the shape of the yield sur- 
face without considering the real state of stress. Thus, the simplification resulting 
from the use of generalized coordinates is less than in the case of a rigid-plastic body. 
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A Further Note on a Two-Dimensional Free-Boundary Problem 
By R.P.Girsert, East Lansing, Michigan, U.S.A.!) and 
H. KENDALL, Pittsburgh, Pennsylvania, U.S.A.?) 


In a recent paper’), we obtained the following expression for the free-boundary 
between two fluids under dynamic conditions in a bent channel: 


ke 
1 : a ee EVI COU 
et / [on en ae [Vo | ” | 
T RE NEE ayy[Vooa / 
= VK-R e oo | (1) 
K 
= (tan 72) CSA | 
where 
K, = cosh[x cot(x — 9)], K,= sinh[r cot(z — œ)] , | 
7 2 > 2 
1, = (EOE bee sin (7 — ) , and kK, = cosh bee : | (2) 
The boundary condition y = y, at x = x, was specified by setting dx/dy = cot(p— x) 


at the point C; this gave 
Fes Ki — Kk3+ kK, 
| a, 8( RER) 
with x, y, cot(p — x). 

This note is meant to serve as a preliminary report on the numerical evaluation 
of Equation (1), for various physical conditions. Since all of the computations in 
this note were performed on a desk calculator it was necessary to limit the range of 
physical parameters being used. More extensive computations are presently being 
made on an I.B.M. 702, and these will be reported on when completed. The 


following magnitudes were decided upon as being reasonable values for the physical 
and geometric parameters: 


gy = n/2, the angle of the channel bend; 

Te 0:25, porosity; 

k = 100 milli darcys, permeability; 

Hy = 1 centipoise, viscosity of water; 

Vo = 15 ft/year 1:44 x 10-5 cms!, velocity of the water at co; 

Cn 00'g-emic >, density of water; 

0 = 0:90 gcm-?, density of oil; 

y = (kglunf) (Qw — Qo) = 3:87 x 10° cms. 
\ new parameter ö = y 2/V, = 8:5, and the dimensionless lengths x = x/a, y = y/a 
where a is the channel width) were introduced because of their usefulness in the 


omputations. 


1) Department of Mathematics, Michigan State University. 
2) Department of Mathematics, University of Pittsburgh. 
3) R. J. Bean, R. P. GILBERT, and H. KENDALL, On a Two-Dimensional Free-Boundary Pro- 


lem, Z. angew. Math. Phys. 11, 341 (1960). 
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Equation (1) has been evaluated by a two point SIMPSON’S rule employing} 
variable interval sizes; a check has been obtained by rewritting this equation ın its ; 
derivative form and proceeding from point to point with an average slope. Below is; 
a figure of both these curves. 


fi) de 03 0-6 0-4 02 0 
= ~ — A 
Flow of ne . 
= MR Re 02 
= Siaile oll-waier . 
interface Solution using J 
Water Simpsons rule 0-4 
Solution using point - 
N 0-6 
p-2/2| average slope method 
1 =8"5 | 
0:8 


Zusammenfassung 


Diese Notiz enthält eine numerische Illustration zur Veröffentlichung On a Two- 
Dimensional Free-Boundary Problem. Dabei wird vermittelst numerischer Integra- - 
tion der in der erwähnten Schrift vorkommenden Differentialgleichung der Falll 
eines Kanals mit einer Krümmung von 90° behandelt. Es ist beabsichtigt, zu einem | 
späteren Zeitpunkt eine umfassendere Darstellung der Lösungen dieser Differential- : 
gleichung zu veröffentlichen. 


(Received: September 12, 1960.) 


Ségrégation d’impuretes dans la glace 


Par CLAUDE JAccaRD et Laura Levi, Zurich!) 


1. Introduction et théorie 


Dans les travaux antérieurs [1, 2]?) nous avons examiné les propriétés électriques 
de la glace dotée d’acide fluorhydrique, et indiqué une méthode de production de 
specimens unicristallins. Toutefois ignorance du coefficient de ségrégation et des 
conditions précises de la croissance ne permettait pas d’obtenir des cristaux de 
concentration prescrite. C’est pour combler cette lacune que les recherches exposées 
ci-dessous ont été entreprises. 


1) Institut de Physique de ’E.P.F., Zurich; actuellement Institut fédéral pour l’etude de la 


neige et des avalanches, Weissfluhjoch/Davos, respectivement Instituto de Fisica de la Atmösfera, 
Buenos Aires, Argentine. 


?) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 76. 
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1.1. Le problème théorique est le même que celui qui se pose pour la purification 
d'éléments semi-conducteurs et a déjà été traité sous certains aspects dans des 
ouvrages specialisés [3]. Cependant, comme la diffusion des impuretés est beaucoup 
plus faible dans l’eau à 0°C que dans les composés à point de fusion élevé, les con- 
ditions de la ségrégation effective sont différentes. Une solution approchée a déjà été 
calculée par Pont [4], mais elle n’est valable que pour une concentration initiale 
homogène dans le liquide, et seulement une fois que la cristallisation a progressé 
d'une certaine distance; nous avons repris l'étude détaillée du phénomène (dans un 
cas à une dimension) cherchant la concentration à n’importe quel endroit du cristal. 
En supposant que la solution s’&tende jusqu’à l'infini, que la convection soit négli- 
geable et que le cristal croisse le long de l’abscisse x à une vitesse v constante, on 
cherche la répartition exacte des impuretés dans le liquide n(x, ft) en connaissant le 
coefficient de diffusion D (pratiquement nul dans le solide) et le coefficient de 
ségrégation S = 1/s (rapport de la concentration de la solution n à celle de la glace 
à l’interphase n,). Pour cela il faut résoudre l'équation différentielle 


avec la répartition initiale n(v, t = 0) =n. + n,(x) et, en assignant l’abscisse vt à 
Vinterphase, puisque les impuretés rejetées par le cristal sont emportées par le 
courant de diffusion: 


MACON Te ICONS 


Après réduction aux variables sans dimension § = x v/D — tv?/D (abscisse relative 
à l’interphase) et t = ¢ v?/D on peut par une transformation de LAPLACE simplifier 
le probléme et le résoudre. La solution peut étre inversée par une intégration et 
donne une formule assez compliquée pour n(£, r). La concentration de la glace a 
une distance y du point de départ de la cristallisation est alors (avec 4 = y v/D): 


N,(n) = s n(§ = 0, t = 7) 


. = | 
En f 2 = Eric]? pie = Erfe (1 — 25) /2| en) 
+s] F(n, 6) m8) dé, 

/ 


ae oo 
4 Ben 
où Erfe x = |/À Je UN, EE 
x 


- Jan +£/2—n/4 é 


£ ch a 
=s(1—s)n+s¢ 1 le = : 
= 5 s) à n Erfc Le Ss ) 7 + van 


1.2. Le plus frequemment on part d’une concentration homogene dans le liquide: 


e 


F(n, &) = 


mx) =0, NFO. 
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La concentration croît alors de n,(0) = no s d'abord avec la racine de l’abscisse 


142 a (n € 4) 


IT 


puis tend exponentiellement a sa valeur limite no: 
NN) © No HUE) nor Frees gaan 7 eS 


Comme la fonction Erfc décroit trés rapidement, et comme en général s est de 
l’ordre du pour cent, on arrive assez vite à la loi exponentielle, et on peut méme 
négliger s par rapport à l’unite. Une fois l’état stationnaire atteint, la glace a la 
même concentration que le liquide, car il s’est formé a l’interphase une couche de 
concentration Sn, décroissant exponentiellement vers n. dans le liquide avec la 
largeur caractéristique € = 1, c’est-à-dire x = D/v. 


1.3. Un cas particulier interessant au point de vue experimental est celui de la 
solution agitée plus ou moins violement. La diffusion pure se limite alors 4 une couche 
d’épaisseur d au voisinage de l’interphase (déterminée par le brassage), la concen- 
tration du liquide étant considérée constante au dela. On peut résoudre facilement 
le cas stationnaire avec la condition n = n„ pour £ = 6 = dv/D, obtenant pour la 
‘ concentration dans le liquide à partir de l’interphase 


dt 


N(E) = No = , OSE SO, 
(S—1)e ° +1 
La concentration de la glace est alors 
er a Moo No 
ees (Sen Sr, 


Si Est le coefficient de ségrégation apparent, tendant vers 1 en régime stationnaire 
pour d infini (pas d’agitation) et vers S pour d assez petit (agitation tres violente). 


2. Résultats avec l’acide fluorhydrique 


Les cristaux sont produits dans l’appareil déja décrit [2]. La concentration de 
l'acide est déterminée en découpant le cristal cylindrique en tranches de quelques 
millimètres et en mesurant la résistance de l’eau de fonte dans une cellule étalonnée. 
L'influence d’impuretés ioniques accidentelles ne peut pas être éliminée, et ce n’est 
que pour des concentrations de la glace supérieures à 10-7 (mol HF/mol H,0) que 
la dispersion des mesures reste dans des limites acceptables. 3 


2.1. Sans agitation mécanique on observe une grande influence de la vitesse de 
croissance sur la distribution de l’acide (Figure 1). La distance sur laquelle s’établit 
la concentration stationnaire étant d’apres la theorie SD/v, on voit que les courbes 
qu'on peut faire passer par les histogrammes concordent au moins qualitativement 
avec ce qu’on attend. En prenant pour D une valeur de l’ordre de 10-5 cm?/s, et en 
utilisant les formules du paragraphe 1.2, on peut calculer S soit A partir du décré- 
ment des courbes, soit en extrapolant à x = 0, et on obtient une valeur de l’ordre 
de 100. Toutefois le dernier de ces procédés est inexact à moins d’avoir une vitesse 
de croissance très faible (v < 0,4 u/s) et c’est alors la dispersion des mesures qui est 
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plus grande, car la convection dans le liquide a plus d’influence et suit toutes les 
variations fortuites de la température à la périphérie du moule, De plus pour des 
concentrations voisines et supérieures 4 10-4, la glace se trouble. On voit que les 
conditions expérimentales ne sont pas favorables, et c’est pour éliminer les influ- 
ences incontrolables du mouvement du liquide que nous avons essayé de l’agiter 


mécaniquement. 


3,2 u/s 
10-8 fe 
x 
(ao | 
10° 
[Oils 
10:7 
v 
ee ee ee 
0 5 10 cm 0 10.226 00 MASON: 
Figure 1 Figure 2 
Distribution de l’acide fluorhydrique dans la Coefficient de ségrégation effectif de l’acide 
glace avec la vitesse de croissance comme para- fluorhydrique avec agitation violente de la 
mètre, sans agitation de la solution; n,,=10~°. solution; to, = 2 107°, 


2.2. Avec un brassage violent, tel qu’il a déja été décrit [1], la glace est claire, 
mais polycristalline a grain fin, et ne convient donc pas aux mesures électriques. 
Cependant, en reportant les valeurs du coefficient de ségrégation effectif S* en 
fonction de la vitesse dans un diagramme semi-logarithmique (Figure 2), on obtient 


bien la formule 
lon to (Se D, Vi — we 


en admettant que les conditions du brassage (c’est-a-dire d) et la diffusion ne varient 
pas. L’extrapolation a la vitesse nulle livre S = 60. 


2.3. Un brassage faible a donné les résultats les mieux reproductibles. Il est 
effectué par un disque de polyéthylène tournant au-dessus de l’interphase à une 
vitesse de quelques t/s. Pour empécher un transport de chaleur par convection dans 
toute la solution et limiter ainsi l’épaisseur de la couche agitée a quelques mm, 
le disque est surmonté par un bouchon fixe de polyéthylène de 2cm de long et 
coulissant avec un jeu de 1 mm dans le moule. Par ce procédé, on élimine la forma- 
tion de bulles (qui apparaissent facilement aux vitesses supérieures à 0,5 „/s sans 
agitation mécanique) mais on limite généralement le volume des unicristaux au 


-cm?. La distance nécessaire à l'établissement de l’état stationnaire dépassant 


généralement la longueur du cristal (8-12 cm), on a ainsi une faible variation de 
la concentration de la glace, pratiquement indépendante de la vitesse de croissance 


2 Se 5 NE iS ee E 5 
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(Figure 3) permettant ainsi la determination de S (Figure 4). On observe une 
variation sensible du coefficient avec la concentration, S montant de la valeur 
50 (Mo < 1075) à la valeur 500 pour no = 3° 10-3 et descendant ensuite rapidement 
à 100 pour 7. = 102. Dans un diagramme d'état H,O — HF, cette chute correspon- 
drait A un rapprochement des deux courbes du solide et du liquide (qui peuvent se 


Log S 
4 
NH, 
3 
HF 
2 
[On - ng 
NHaF 
u 
3,2 u/s 
0,4 m/s 
Log n 
| ai fe) | | | | 
(6) 5 10 cm +) -4 -3 -2 | 
Figure 3 Figure 4 
Distribution de l’acide fluorhydrique dans la Coefficients de segregation en fonction de la 
glace pour deux vitesses de croissance, avec concentration de la solution. (@ = valeur ob- 
agitation faible de la solution; ng, = 1074, tenue par DECROLY et JACCARD [1]). 


joindre a un point eutectique). Ce comportement semble donc caractéristique de la 
solution, et l’aglomeration des impuretés en essaims ou sur des surfaces internes ne 
doit pas y jouer de rôle sensible, le trouble observé avec les grandes concentrations 
pouvant tres bien provenir de gouttelettes liquides concentrées prises dans le réseau. 


3. Résultats avec l’ammoniaque et le fluorure d’ammonium 


Le coefficient de ségrégation de l’ammoniaque, déterminé par le même procédé, 
se comporte de la même façon (Figure 4), mais atteint des valeurs bien supérieures. 
Pour le fluorure d’ammonium, par contre, il est relativement petit (S < 50) et 
decroit de façon monotone. Ces résultats peuvent être comparés à ceux de BRILL 
et ZAROMB [4] qui, pour de faibles concentrations de NH,, trouvent de la glace 
pratiquement pure (puisque S ~ 1000) et pour une concentration initiale de 
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2,5 : 107? trouvent dans de la glace polycristalline 6 - 10-4, ce qui donne S = 42. 
Cependant, ils estiment que les impuretés sont accumulées sur les surfaces internes, 
mais comme la glace obtenue dans notre cas est presque monocristalline, cette hypo- 
these doit être rejetée. Il en est de même de la formation d’essaims pris dans le 
reseau, car ıl est peu vraisemblable qu’elle puisse produire une variation si brusque 
mais continue de la ségrégation. Ainsi l’ammoniaque peut donc être pris en solution 
solide dans la glace jusqu’a une certaine limite. De plus, aux faibles concentrations, 
il semble favoriser la formation de glace pure, car des mesures électriques de cristaux 
faiblement dotés de NH, et produits rapidement donnent des résultats voisins de 
ceux obtenus avec de l’eau distillée, purifiée par échangeur d’ions et congelée très 
lentement; d’autre part, des bulles de gaz prises dans le cristal ne se produisent 
même pas à 3 u/s. 

Les valeurs de S obtenues pour le fluorure d’ammonium sont en général plus 
petites que celles de BRILL et ZAROMB, mais si on néglige la correction faite par 
ceux-ci et attribuant une certaine proportion de l’azote pris dans la glace a de 
l’ammoniaque accumulé sur des surfaces internes, les résultats concordent assez 
bien et confirment la grande solubilité du NH,F. 


4. Conclusion 


Il est donc possible de produire des cristaux de glace de quelques cm de longueur 
avec une concentration voulue n,, en utilisant les courbes de la Figure 4 et en 
partant d’une solution de concentration », telle que .5/S(No) = n,. Il est utile 
de contrôler l'agitation du liquide et la vitesse de croissance aussi exactement que 
possible, en maintenant celle-ci à une valeur inférieure à 0,5 u/s. La facilité avec 
laquelle les impuretés peuvent être prises dans le réseau décroit dans l’ordre 
NH,F-HF-NH,,et la concentration limite de la solution (pour obtenir des cristaux 
clairs) est dans les trois cas 3 - 10”? environ, sans être déterminée exactement car 
l’appartition des bulles est progressive. 

Il est remarquable qu'une faible concentration d’ammoniaque permette d'obtenir 
facilement des cristaux tres purs avec une faible conductivité électrique. Comme 
Vacide carbonique est une des impuretés principales de l’eau en contact avec l'air 
atmosphérique, l’ammoniaque doit certainement jouer un rôle important dans 
l'inclusion du CO;—. WORKMAN et REYNOLDs [5], mesurant le potentiel électrique 
durant la croissance, trouvent en effet pour des solutions de NH,, (NH,),CO,, 
H,CO,, HF et NH,F des tensions de l’eau par rapport a la glace de — 230, — 109, 
0, 0 et + 9 volts respectivement. Il semble ainsi que le ion NH}, bien qu'il puisse 
a priori entrer facilement dans le réseau, empêche l’inclusion des anions (OH et 
CO);~— et que la difference de potentiel qui en résulte cause a l’interphase un ap- 
pauvrissement en cations, et par conséquent un grand coefficient de ségrégation. 
Ceci n’explique pas toutefois le phénomène pour le HF et le NH,F; la couche limite 
pourrait étre partiellement court-circuitée, diminuant la tension et cet effet pourrait 
étre également en relation avec l’augmentation et la chute rapide du coefficient de 
ségrégation. Seule une étude plus approfondie des propriétés structurelles et ther- 
modynamiques de la surface peuvent donner de plus amples renseignements a ce 
sujet. 

Nous exprimons notre gratitude à M. le Dr. H. GRANICHER pour ses conseils 
judicieux et l’intérét constant qu’il a montré pour ces recherches. Un des auteurs 
(L. L.) est reconnaissant à l’Instituto de Fisica de la Atmösfera, Buenos Aires, 
d’avoir rendu possible ce travail par un stage à l’Institut de Physique de l’E.P.F., 
Zurich. 
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Summary 


The theoretical distribution of impurities along a growing ice crystal is calculated 
for an arbitrary initial distribution in the liquid, and agrees qualitatively with 
results obtained with hydrofluoric acid. Stirring the liquid phase allows a satis- 
factory determination of the segregation coefficient for HF, NH,, and NH,F as a 
function of the concentration of the solution. 


(Recu: le 6 septembre 1960.) 


On the Temperature and Humidity Dependence of the Ice Forming 
Activity of Silver Iodide’) 


By Urricx Karz, Zürich?) 


In a recent publication [4]?), it was shown that the ice forming nucleability of a 
substance should be determined as a function of the temperature instead of mea- 
suring only the threshold temperature of the activity. At the same time the author 
described the apparatus and the method by which the activity*) of the copper 
oxides and sulphides had been measured. The interesting results which were then 
reported naturally raised the question of the mode of action of Agl, the best known 
substance for forming ice embryos. Indeed, certain data were already available on 
this subject from other authors: for instance SMITH and HEFFERNAN [9] and 
SOULAGE [10] gave as a function of the temperature, the number of ice crystals 
which are formed in a supercooled cloud per gramm of AgI smoke in the range 
— 4 to — 20°C. The particle size spectra (where these have been measured at all, cf. 
Sano and FUKUTA [8]) are so broad, however, that the number of particles formed 
from one gramm of Agl cannot be determined with sufficient accuracy to enable 
the activity (in our sense) to be calculated. Nevertheless, the opinion was put 
forward that as the temperature is lowered the activity increases exponentially, 
at least above — 10°C, by a factor of about 10 per 2 degrees. 

Our present investigations were carried out with commercial AgI powder with 
which the particles entering the supercooled cloud had the range of sizes shown in 


1) Paper presented at the International Congress of Cloud Physics in Verona, August 9-18, 
1960. 

?) Laboratory of Atmospheric Physics, Swiss Federal Institute of Technology. 

8) Numbers in brackets refer to References, page 79. 

4) We define the activity as the ratio of the number of ice crystals observed in a supercooled 
cloud to the total number of nucleating particles introduced into the cloud. 
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Figure 1. The measurements, carried out in the same way as described in a previous 
paper [4], gave the activity curve shown in Figure 2. The results mentioned above 
for CuS and Cu,O [4] have been shown in broken lines for the sake of comparison. 
It may be pointed out that in the range —8 to —12°C CuS is just as active as Agl. 
In agreement with earlier authors [3, 7, 11] a threshold temperature of — 3 to 
— 4°C was obtained. These curves (Figure 2) are similar in appearance to those 
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Relative frequency (on an arbitrary scale) of Ice nucleating activities g of AgI, CuS and 
Agl powder particles of diameter D microns. Cu,O as functions of temperature. 


reported by SOULAGE [10], SMITH and HEFFERNAN [9] and others. The latter results 
have been interpreted theoretically by FLETCHER [2] in terms of the particle size 
distribution of the smokes: below a particle size of approximately 0-5 u, the thres- 
hold temperature decreases ever more sharply with decreasing particle diameter. 
For smokes with a broad particle size distribution ranging from 1/100 to 1 u, this 
must lead to an effect on the activity such as that observed experimentally. How- 
ever, as we used, deliberately, only particles bigger than 0-5 w for our measure- 
ments, as shown in Figure 1, FLETCHER’S interpretation can only be of minor 
importance in our case: otherwise the activity would have to rise very steeply from 
the threshold temperature in order to reach the maximal value at about — 6°C. 

The small values of activity which were reached even at relatively low temperat- 


"ures are surely the result of a small concentration of suitable sites on the surface 


for the formation of ice embryos. This would be in agreement with the microphoto- 


Saturation with respect to ice 
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graphs shown earlier by MONTMORY [6] and now also by Bryant, HALLET, and 
Mason [1], where the surface concentration of such ice embryo centres on flat Agl 
surfaces is also rather low (order of magnitude about 107#/u?). 

Whereas our measurements were, hitherto, always carried out in a supercooled 
water cloud, i. e. at at least 100%, relative humidity, the question of the necessary 
water vapour pressure to form ice embryos was often considered. Assuming that the 
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Vapour pressure of aqueous NaCl solutions; Ice nucleating activities of AgI in clouds of 
numbers on curves indicate g of NaCl in 1000 g aqueous NaCl solutions as functions of tem- 
of water. perature; numbers on curves indicate g of 


NaCl in 1000 g of water. 


ice forming nuclei were only effective where there was water saturation, then ice 
nucleation must become impossible in certain maritime mists, where the drops had 
grown on salt nuclei, and in similar circumstances. In this connection, we carried 
out the following experiments: 

Instead of filling the cloud chamber with a pure water cloud, we used NaCl 
solutions of three different concentrations corresponding to 2, 3 and 5 u cloud 
droplets grown on 1 # NaCl nuclei. Figure 3 shows the saturation vapour pressures, 
represented as percentages of ice saturation, as functions of temperature for the 
three solutions as well as for pure water. Figure 4 gives the results of the activity 
measurements. The curve for pure water is the same as in Figure 2. For clarity, 
the experimental points have not been included but the degree of scatter is the 
same as in Figure 2 except where the curves are broken to indicate a somewhat 
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greater uncertainty. This uncertainty may be partly due to the fact that the drops 
increase their concentration as a result of evaporation and thereby lower the vapour 
pressure. 

It was naturally to be expected that there would be a clear shift of the threshold 
values to temperatures below the limit of ice saturation; yet the experiment plainly 
shows that the activity is also decreased over the whole temperature range even 
for relatively great dilutions. This may be interpreted as meaning that the nucleating 
activity is dependent on the vapour pressure in such a way that activity begins at 
a low percentage of ice supersaturation and increases with rising relative humidity. 
It is interesting to make a comparison with the data on AgI of Mason and VAN DEN 
HEUVEL, according to which water saturation is necessary down to — 12°C, but 
below that at least 12% supersaturation with respect to ice is necessary; whereas 
we have found activity above — 12°C with slight water undersaturation, and below 
— 12°C with about 5 to 8% ice supersaturation. Our data indicate that Agl acts 
in the whole range of its ice forming activity as a sublimation nucleus. 

These results are still too sparse and not accurate enough to form the basis of 
theoretical calculations about the influence of vapour pressure, but our experiment, 
which was only designed to furnish some general indications for a future line of 
research, does show how relative humidity plays a part in the question of icing 
nucleability and that, in certain cases, this matter should be taken into considera- 
tion in meteorological applications. 
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Zusammenfassung 


An Agl-Pulver mit der Korngrössen-Verteilung nach Figur 1 wurde die Eis- 
keimbildungsaktivität in Funktion der Temperatur gemessen; Figur 2 zeigt das 
Resultat, das kurz diskutiert und mit Experiment und Theorie anderer Autoren 
verglichen wird. TR | 

Die Abhängigkeit der Aktivität vom Dampfdruck zeigte sich in einem orien- 
| tierenden Versuch, bei dem der unterkühlte Nebel aus Steinsalzlösungströpfchen 
bestand; mit den so reduzierten Dampfdrücken gemäss Figur 3 ergaben sich die 
in Figur 4 dargestellten Aktivitätskurven, woraus zu schliessen ist, dass Agl im 
_ ganzen Bereich seiner Eiskeimbildungsaktivität als Sublimationskern wirkt. 


(Received: August 12, 1960.) 
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Heat Transfer from Laminar Flow Through Cylindrical Tubes 
By SERGEJ PAHOR and JANEZ STRNAD, Ljubljana!), Yugoslavia 
The differential equation for heat transfer in laminar flow is 
. à = 0 Cp of | T a 
diverad J = 3 (5; + v grad ) (1) 
with all physical properties (o density, c, specific heat, 2 thermal conductivity) of 


the fluid assumed constant. For stationary flow through a cylindrical tube (dia- 
meter 27,) with constant wall temperature 7,, the solution is sought in the form 


T= D, +3'C,, R,(x) exp (= b,, 2) (2) 
n 


where x is x = r/r,. C, are constants depending on the initial condition at the 
entrance of the tube. The equation for R,(r) is 


4 1 {A Pr D) 
Rate) + = Rue + (pte + PA) Ryle) = 0 (3) 
with the boundary conditions 
RA(0) = 0; R,(1) = 0. (4) 


Pe stands for the Peclet number Pe = 279 c, 9/À (ö is the mean velocity) and p? 
for the eigenvalue p2 = b,rv, Pe. At a sufficient distance from the entrance of the 
tube the temperature profile can be approximated with the first eigenfunction 
R,(x) = R(x). The first eigenvalue is p? = p?. In most cases of technical interest 
the term p{/ Pe? can be neglected. The solutions of equation (3) and of the correspond- 
ing equation for p4/Pe? = 0 have been calculated by various methods to different 
degrees of approximation [1] — [4] 2). 

The solutions of (3) can also be expressed with confluent hypergeometric 
functions. This is of practical interest, because the confluent hypergeometric 


functions are quite welltabulated [5]. The solution R(x) expressed with the confluent 
hypergeometric function is 


where 


The first boundary condition is satisfied already and from the second boundary 
condition it follows 


1A(—a;1;p) = 0. (5) 
Using tables [5] the calculation of the relation between the first eigenvalue p° and 
Pe is straightforward. 


1) Institute of Physics, University of Ljubljana. 
*) Numbers in brackets refer to references at the end of the paper. 
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The Nusselt number is defined [3, 4] by 


= il eae yet JAE 
Nu = a (1 Le cr i (6) 
| The value of K 
1 1 =i 
(Pe = | R(x) x dx | / k(#) (1 22) x dx 
0 0 


is almost constant, e.g. K(0) = 1-445 and K (oo) = 1-419. Therefore we get quite 
a good approximation for Nu, at least for great values of Pe, if we insert in the 
equation (6) K = K(oo). If greater accuracy is desired the value of Nu for various 
Pe can be calculated with the aid of tables. 
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Figure 
The functions p?(Pe) and Nu(Pe). 
Nu(Pe) was calculated from equation (6) with an approximation K(Pe) = K(oo) (1 + 0-0032p4/Pe?). 


REFERENCES 


[1] H. A. LAUWERIER, Appl. Sci. Res., A 2, 184 (1951). 

BP] J. R. SELLARS et al., Trans. ASME 78, 441 (1956). 

[3] S. PaHor and J. STRNAD, Z. angew. Math. Phys. 7, 536 (1956). 

[4] S. N. Sınaa, Appl. Sci. Res. A 7, 325 (1958). | 

[5] L. J: SLATER, Confluent Hypergeometric Functions (Cambridge 1960). 


| 
Zusammenfassung 


Die Differentialgleichung für Wärmeleitung in einer durch ein zylindrisches 
Rohr strömenden Flüssigkeit, die wie bekannt schon öfters behandelt wurde, wird 
in der vorliegenden Arbeit mittels der konfluenten hypergeometrischen Funktion 
gelöst. Bei der Berechnung des ersten Eigenwertes wird von den neulich heraus- 


gegebenen Tafeln Gebrauch gemacht. 


(Received, August 8, 1960.) 
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Electron Density Distribution in a Cylinder!) 


By Hetmut D. WEyMAnNn, College Park, Md., USA?) 


Introduction 


In experimental studies of electron diffusion from argon plasmas in shock tubes 
it was found that appreciable electron concentrations can be measured up to 1 m 
ahead of the shock front [1]?). A complete theoretical description of this nonstation- 
ary diffusion process is very difficult, as the diffusion differential equation is non- 
linear due to the electric force on the electrons. The electric field, generated by the 
charge separation, is moreover, strongly three-dimensional. There is, however, one 
aspect of the problem which is amenable to a theoretical treatment. As the tube 
diameter is very small (about 3cm) compared with the axial extension of the 
phenomenon (about 100 cm) it may be assumed that the diffusing electrons will 
establish a quasi-equilibrium density distribution in the radial direction in all but 
the region directly ahead of the shock. The radial distribution at a given point and 
instant can then be approximated by the stationary radial distribution of electrons 
in an infinitely long cylinder provided the mean density over the cross section is 
the same in both cases. This is the problem considered here. 


Electron Density Distribution 


The aim of the following calculations is to determine the equilibrium density! 
distribution of electrons of a given temperature 7 in an infinitely long insulating 
cylindrical tube of radius À, which is capable of withstanding any field strength. 
There may be a background of neutral gas in the cylinder. It is, however, assumed 
that no positive ions are present. 

The differential equation for our problem can be found easily. It is known that 
the electron density as a function of the (diffusion) potential is given by a Boltzman 
distribution®) 


ew 

N, 1 Exp Bi | ; (1) 1 
(y = potential, À = Boltzmann constant, T = electron temperature, e = charge of 
an electron, n* = electron density at y = 0). In addition one has Potsson’s equation! 
which, in the absence of positive ions, assumes the form 


en, 
Ay Zi (2)) 
1) This research was supported in part by the United States Air Force through the Air Force 
Office of Scientific Research of the Air Research and Development Command under Contract: 
No. AF 49(638)-401. 
*) Institute for Fluid Dynamics and Applied Mathematics, University of Maryland; now at 
the University of Rochester, Rochester, N. Y., USA. 
3) Numbers in brackets refer to References, page 85. 
4) In equilibrium the pressure force on the electrons: — grad p = — k T grad n is equal and! 
opposite to the electrical force — ne E = ne grady. Hence n grad n = (e/kT) grad yw, which, foi : 
T = const, can be integrated to give equation (1). : 
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(The dielectric constant of the background gas has been set equal to unity.) The 
Laplacian operator in cylindrical coordinates is 

0? 0? LG 

Og? 00? oe 00 
With the assumed cylindrical symmetry and independence of z equations (1) and 
(2) then result in 


elle dy 1 dy CORRE RCD 3 
= 00 0 00 = Sy + ( BTE ) s ©) 
By substituting 
DE 1 nd pout 2 4 
=u ant ate 

k 78: €o k Gb | ) 

into equation (3) we obtain 
u" + u == ahve E (5) 


Equations of this type have been investigated by LEMKE [2]. He showed that equa- 
tion (5) can be brought into the form 


5 1 Pr u G 
Hi (u’)2 — — — =0, (6) 
2 0 0? 


(C = constant of integration not directly related to À) 
which is a Riccati differential equation in wu’. With the transformation 
“u=—2Inw+Int (r= constant) (7) 


equation (6) goes over into the linear differential equation 


7 w we 
gi 4 Fao. (8) 
0 2.0? 
A solution of equation (8) is | 
w=, 0 + 720" (9) 


where ß, » are the solutions of the characteristic equation 


| @ 
P— 2ß+ ZN 
and hence 


Pa=tz (1 = au (10) 


The value of r in equation (7) can be determined by substituting equation (9) 
into equation (7) and in turn equation (7) into equation (5). This results in 


4—2C 
u 48 jem: (11) 
Hence from equations (7), (9), and (11) 
4—2C 
u= —2n (v1 0 + Ya ef) + In(— Ho ee: (12) 


The value of the integration constant C can now be determined by the following 


consideration. As the potential y = w k T/e must remain finite at 9 = 0 either f, 
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or ß, has to be zero and the other must be greater than zero (see equation (12)). A 
comparison with equation (10) shows that the only value of C for which one of the ß 
is zero is C = 0. Then BP, = 0 and B, = 2. For convenience we shall assume further 
that y = u = 0 foro = 0. From equation (12) follows then 


‘i en (13a) 
Fi À 
and with equation (4) 
y A e2 n* 
VAE eee ae at at (13b) 
Ya 4 8egkT 
Introducing these relations for f,, By, C, and y,/y, into equation (12) gives 
we / 2 
U— + es 2 In ( = sr.) (14a) 
where 
5 £) RL 
Die (14b) 


the Debye length, is defined with #* the electron density for y = 0 at g = 0. 

The electron density distribution is found by substituting equation (14a) into 
equation (1) which gives R 

n 

er > 
where n* and /p are quantities which as yet have to be determined. As n, has to 
remain finite for 0 < @ < À, the Debye length can assume only values which 
satisfy the inequality 


eT 
8 2 Fe wlll (16) 
or with equation (14b) 
_ een lee x 
Le e? R2 N ax ° (17) 


The maximum value which the electron density can assume at o = 0 is, therefore, 
determined by the temperature and the tube radius. 


Now we shall derive a relation between n* and the mean density for a cross 


section 
R 


: 
4, / 229 dg n,(Q) - (18) 


After introducing equation (15) into equation (18) and integrating, one obtains 


2 n* 
lesen; ce 


By using equation (14b) one finally arrives at 


N 


n* = 
1+ R2e2n/8hkT e,’ 


(20) 


where n* the electron density at 9 = 0 is given as a function of the mean density n, | 
the cylinder radius R and the electron temperature T. 
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In Figure 1 several density profiles have been plotted for a cylinder of radius 
1 cm and an electron temperature of T = 104° K. For these values 17, has to be 
larger than 0-125 cm?, which in turn means that the upper limit for n* is 


RE = 3.80 x )6 8 
N max 3-81 x 10° cm. 


Figure 1 shows that for n < > oe 


the electron density is nearly independent of o. 
For n > n*_, the density at the center approaches Max While the density at the 
wall increases with the square of n which can be verified by substituting equations 


(14b) and (20) into equation (15). This results in 


A RR? e2 n\ n? R2 e2 
= se = IS es ? 
n(R) = n (1 a Te) SET e (21) 
LE Tr L-1001 cm 
n-19-10°cm * 
L=10Tcm 


ñ-196-10°cm * 


L=105cm 
N=3.85+10’cm* 
L=11cm 
ñ-181-10/cm* 
L=12cm 
n-8.63-10°cm * 


FE | | L=2cm 

= 70° Sa 127»10°cm ® 
LS | | 
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= | | L=5dcm 
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o(cm) —> 
Figure 1 
Radial electron density profiles in an infinitely long cylinder (Electron temperature T,= 104° K; 
L? = 8/4). 
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Zusammenfassung 


Die radiale Elektronendichteverteilung in einem unendlich langen Zylinder wird 
fiir den Gleichgewichtsfall berechnet. Dabei ergibt sich die Existenz einer maxl- 
malen Dichte n* _; welchem Wert die Dichte in der Achse des Zylinders zustrebt, 
wenn die mittlere Dichte 7 im Querschnitt gegen unendlich geht. Figur 1 zeigt, 
dass für n < n*,, die Dichte über den Querschnitt praktisch konstant ist. Für 
n > n* „steigt die Dichte an der Wand mit 7? an. 


(Received: July 5, 1960). 
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Symposium on Electromagnetics and Fluid Dynamics 
of Gaseous Plasma in New York City 


The eleventh annual international Polytechnic Institute of Brooklyn Sympo- 
sium, scheduled for April 4-6, 1961 in New York City, will be devoted to ‘ Electro- 
magnetics and Fluid Dynamics of Gaseous Plasma’. The area of interest covers 
collective electromagnetic and fluid dynamic phenomena and their self-consistent 
analytical description in the temperature range characteristic of the transition 
between partially and fully ionized gaseous plasmas. 

The symposium is being organized by the Department of Aerospace Engineering 
and the Microwave Research Institute of the Polytechnic Institute of Brooklyn in 
cooperation with the Institute of Radio Engineers and the Institute of the Aero- 
nautical Sciences and with the co-sponsorship of the Air Force Office of Scientific 
Research, the Office of Naval Research, and the U. S. Army Signal Corps. 

Symposium Committee 
Polytechnic Institute of Brooklyn 
55 Johnson Street, 

Brooklyn 1, New York 


Mathematisches Symposium des internationalen Rechenzentrums 
der UNESCO (PICC) in Rom, 22. bis 24. September 1960 


Das Thema des Symposiums war die numerische Behandlung von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen und von Integral- und Integro-Differentialglei- 
chungen. Hauptvorträge wurden von Prof. R. Courant (New York), Herrn 
GENUYS (Paris) und Prof. WALTHER (Darmstadt) gehalten und ausserdem etwa 
50 spezielle Vorträge von Fachleuten aus den verschiedensten Ländern. 


Der Kongressbericht (Proceedings) wird demnächst im Birkhäuser Verlag 


(Basel und Stuttgart) erscheinen. 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Mathematics in Physics and Engineering. Von J. Irvine und N. Mur- 
LINEUX (Academic Press, New York und London LOSE). RS MD N $$ al FO, 

Als Band 6 der Reihe «Pure and Applied Physics» erschienen, möchte das Buch 
von IRVING und MULLINEUX dem angehenden Physiker und Ingenieur das heut- 
zutage erforderliche Rüstzeug an Kenntnissen aus der Mathematik vermitteln. Das 
Hauptgewicht der Darstellung wird von den Verfassern naturgemäss auf die An- 
wendung der verschiedenen mathematischen Methoden auf die Probleme der 
Physik gelegt, wobei diese dem Gebiet der Elastizität, der Überschallströmung, des 
Elektromagnetismus, der Wellenmechanik und der Wärmeleitung entnommen 
wurden, und weniger auf rein mathematische Fragen. Einige weitergehende mathe- 
matische Ausführungen wurden deshalb in einen Anhang verwiesen. Im wesent- 
lichen sind die folgenden Gebiete behandelt: Gewöhnliche und partielle Differential- 
gleichungen, spezielle Funktionen, Transformationstheorie, Matrizen, Variations- 
rechnung, Funktionentheorie, Differenzenrechnung, Integralgleichungen und nu- 
merische Methoden. Diese Übersicht zeigt, dass der Rahmen recht weit gespannt 
ıst, aber dem entspricht, was heute gefordert werden muss. Als Lehrbuch enthält 
das Werk zu allen Abschnitten neben vielen, mehr oder weniger weitgehend durch- 
gerechneten Beispielen auch zahlreiche Übungsaufgaben (deren Lösungen anhangs- 
weise beigefügt sind) sowie einige ausgewählte bibliographische Hinweise auf aus- 
führlichere Spezialwerke. — Als Ganzes gesehen, handelt es sich um ein recht sorg- 
faltig und auf Grund einer reichen Erfahrung zusammengestelltes einführendes 


Werk, das den angestrebten Zweck sehr wohl zu erfüllen vermag. 
E. ROTH-DESMEULES 


Thermische Turbomaschinen. Dampfturbinen, Gasturbinen, Turboverdich- 
ter. — Von WALTER TRAUPEL. Bd. 1: Thermodynamisch-strömungstechnische Be- 
rechnung (Springer-Verlag, Berlin 1958). 407 Seiten, 402 Abb., sFr. 62.85. 

Prof. Dr. WALTER TRAUPEL, Inhaber des Lehrstuhls für thermischen Maschi- 
nenbau an der ETH in Zürich, hat unter Verarbeitung letzter Erkenntnisse aus 
Thermodynamik und Strömungslehre ein neues Standardwerk über den thermi- 
schen Turbomaschinenbau herausgegeben. Im ersten Band werden in elf Kapiteln, 
welche in sich abgeschlossene Einheiten bilden, die thermodynamischen Grundlagen, 
die Berechnung der Arbeitsprozesse, die strömungstechnischen Grundlagen, die 
Arbeitsverfahren thermischer Turbomaschinen, die elementare Theorie der Stufe, 
das Schaufelgitter, die räumliche Strömung durch Turbomaschinen, die Berech- 
nungsunterlagen, die Auslegung der mehrstufigen Maschine, Wellendichtungen und 
Schubausgleich sowie das Verhalten der Turbomaschinen unter geänderten Be- 
triebsbedingungen behandelt. Jedem Abschnitt ist ein Literaturverzeichnis bei- 
gefügt, welches dem Fachmann ein vertieftes Studium der in ihrer Gesamtheit darge- 
stellten Probleme ermöglicht. Von unmittelbarer Aktualität sind, im Zusammen- 
hang mit dem Einsatz der Atomenergie, die Ausführungen über Nassdampfturbinen. 
Turbine und Verdichter werden auf einheitlicher Grundlage völlig analog behandelt, 
was gegenüber den bekannten historischen Darstellungsarten einige Umstellungen 
bringt. Das Buch von Traupel zeichnet sich durch einen streng logischen Aufbau, 
seine klare Sprache und die systematische Anwendung des MKSA-Systems aus. 
 Einleitend werden die einfachen Regeln für die Umrechnung in das technische 
Maßsystem mitgeteilt. Die erwähnten Vorzüge erleichtern dem Studierenden, wel- 
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cher sich erstmals mit dem thermischen Turbomaschinenbau zu befassen hat, das 
Eindringen in die neue Materie ausserordentlich. Aber auch dem in der Industrie 
tätigen Ingenieur bietet das Buch von Traupel durch seine exakte Erfassung der 
Einzelprobleme eine Fülle von Anregungen. Die praktische Anwendung der ent- 
wickelten verfeinerten Theorie dürfte zu weiteren Verbesserungen der thermischen 
Maschinen führen. In einer Zeit, die ein Überangebot an beschreibenden Sammel- 
werken kennt, bedeutet das Lehrbuch von Traupel, welches in gedrängter und gut 
verständlicher Form jeweils das Wesentliche der einzelnen Probleme erfasst, einen 
Lichtblick. W. R. Duss 


Praxis der konformen Abbildung. Von W. von KOPPENFELS und F. STALL- 
MANN ([Band 100 der Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften] Springer- 
Verlag, Berlin, Göttingen und Heidelberg 1959). 375 S., 250 Abb.; DM 69.-. 

Das ursprünglich von W. von KOPPENFELS begonnene und in erster Linie als 
Nachschlagewerk geplante Buch, dessen Bearbeitung schliesslich STALLMANN be- 
sorgte, vermittelt in einem ersten, sorgfältig ausgewogenen Teil das Wichtigste aus 
der allgemeinen Theorie der konformen Abbildung, nämlich über komplexe Funk- 
tionen, konforme Abbildungen durch spezielle Funktionen, Potential- und Funk- 
tionentheorie, Theorie und Praxis der Polygonabbildungen und die verschiedenen 
Näherungsverfahren. Der zweiteTeil enthält dann den Katalog der wichtigsten kon- 
formen Abbildungen. Dabei werden die Abbildungsfunktionen explizit angegeben 
und, soweit dies überhaupt möglich ist, auch die Abhängigkeit der Lösungen von 
den Parametern untersucht. Die Zusammenstellung erstreckt sich auf Zweiecke, 
Geraden- und Kreisbogendreiecke, ein- und zweiteilige Geradenvierecke, Kreis- 
bogenvierecke, Kegelschnittpolygone und -schlitze, Parallel- und Geradenschlitze, 
konzentrische Kreisbogenschlitze. Die sorgfältige und eingehende Darstellung 
macht das Buch, dessen Ausstattung hervorragend ist, zu einem wichtigen Hand- 
buch und Nachschlagewerk, das für die Praxis der konformen Abbildung ein un- 
entbehrliches Hilfsmittel sein wird. E. ROTH-DESMEULES 


Strukturtheorie der Wahrscheinlichkeitsfelder und -räume. Heft 24: 
Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Von D. A. Kappos (Springer- 
Verlag, Berlin’ 1960)213625., DM 21780: 

Der Verfasser hat schon 1948 [Zur Math. Begründung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, Sitzungsberichte der Bayrischen Akad. der Wissenschaften, 1948] 
ein Wahrscheinlichkeitsfeld erklärt als eine additive, normierte, strikt positive 
reelle Funktion auf einem Boolring mit Eins, und dabei die Vorteile dieser Metho- 
de hervorgehoben, die z.B. vermeidet, dass ein Ereignis die Wahrscheinlichkeit 
Null hat, ohne aber das leere Ereignis zu sein. Im vorliegenden Ergebnisheft 24 
werden unter Zugrundelegung dieser neuern Axiomatik Ergebnisse von Unter- 
suchungen über Strukturfragen der Wahrscheinlichkeitsfelder und -räume zu- 
sammengestellt. Nach den Definitionen und Beispielen des 1. Kapitels wird im 
2. Kapitel die Erweiterung zu einem o-additiven Wahrscheinlichkeitsfeld ge- 
bracht. Das 3. Kapitel zeigt den Übergang von der klassischen Theorie zur vor- 
liegenden durch Quotientenbildung modulo dem Ideal der Nullmengen und um- | 
gekehrt die Darstellung eines Wahrscheinlichkeitsfeldes vermöge des Stoneschen 
Satzes durch einen Mengenkörper, auf dem eine o-additive Mengenfunktion 
definiert ist. Die Kapitel 4 bis 7 behandeln kartesische Produkte und verschiedene 
Arten der Unabhängigkeit. Nach dem 7. Kapitel über topologische bzw. kompakte 


Wahrscheinlichkeitsräume wird im letzten Kapitel noch der Begriff der bedingten 


Wahrscheinlichkeitsräume vorgeführt. H.MATZINGER 
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Electromagnetic Field Theory Solution of the Infinite 
Tapered-Plane Transmission Line 


By NoACH AMITAY, ABRAHIM Lavi, and FREDERICK Young, Pittsburgh, 
Pennsylvania, U.S.A.1) 


Introduction 


Aside from a few isolated cases an exact solution to the nonuniform tapered 
transmission line problem is very difficult and consequently certain simplifying 
approximations become mandatory in arriving at a reasonable accurate solu- 
tion. The methods employed in the literature are based mainly upon the tele- 
graphy equations. The series and shunt impedances are obtained either from 
the step-line approximation where the line is broken into segments of parallel 
planes, or are assumed to vary according to an arbitrary function. The cor- 
relation between the mathematical solution and the actual physical structure is 
lacking in many cases. In this work a new approach is presented which bridges 
the missing link between the circuit theory analysis and the line geometry. The 
mathematical technique used is based upon the exact electromagnetic field 
theory solution of the oblique-planes line in conjunction with LAGRANGE’S 
method of variation of parameters. 


Wave Propagation between Two Infinite Oblique Conducting Planes 


Prior to the analysis of an arbitrary tapered-plane transmission line, the 
solution of the two infinite oblique-planes line of figure 1 is briefly stated. 
Assuming an isotropic and nondissipative medium, e and u are both constant 
scalars, and assuming the planes to have a very high conductivity, the solution 
of the TM modes of propagation is given by 


H, = (C,,, 2) (kr) + Cy, HD (k r)] (A,, cosm0 + B,, sinm 6) , (1) 


E = [C,,, H (kn) + C,,, H®(kr)] (B,cosm6 — À, sinmb), (2) 


a 1OET 


E =_1 4 [c,,H®(kr) + Cy, H®(kr)] (A, cosmO + B,sinmb), (3) 


9 iwe dr 
where HÜ(kr) and H\?)(kr) are Hankel functions of the first and second kind 


1) Carnegie Institute of Technology, Department of Electrical Engineering. This work was 
submitted by Noacu Amiray in partial fulfillment of the Degree Doctor of Philosophy. 
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of mth order and C,,,; Cam; Am; Bm and m are constants of integration and 
separation. À? = w? ue = (2n/A)?, À being the free space wave length. 


YA 


Figure 1 


Two infinite oblique planes. 


For a TEM mode m = 0 and hence 


H, = C, HO (kr) + C, Hk 7), (4) 


E,=—i|/* (C, APN +, APN). (6) 


It can easily be shown that higher order modes will be eliminated if 7 0, < 4/2. 


Wave Propagation in an Infinite Tapered-plane Transmission Line 


Consider the case of two conducting sheets extending from z= — to 
z= +00 as shown in figure 2. One plane lies along the x-axis (y = 0) while 


yh 


—— 
0 CR X+AX X 
Figure 2 
Infinite tapered plane transmission line. 


the other is given by y, = f(x) where f(x) is an arbitrary function of x. Draw | 
tangents to the tapered plane y, at the points M and N of figure 2. These 
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tangents intersect the x-axis at O and Q, while intersecting one another at the 
point F. Designate the length OM as r,, the length ON aS 7,,1 the angle 


between OM and the x-axis as 6, and the angle between ON and the x-axis as 
0,:4,. Then 
dy: dy: | 
tan 6, = de, and tan PERTE SAS a 


(6) 
Divide the tapered line into small sections VF, FG and so on, as shown in 
figure 3. Each section is a portion of an oblique plane making an angle of 0, with 
the x-axis. The electromagnetic field quantities in each section are given by 
(4) and (5). 


Figure 3 


Two small sections of an infinite tapered-plane transmission line. 


It should be emphasized here that 7, and 4, are functions of x for a certain 
y, = f(x) and thus the coefficients C, and C, of (4) and (5) vary from one 
section to another depending on x while being constants over each section. 
The field quantities everywhere between the planes are determined by requiring 
the magnitudes of the corresponding electromagnetic field components at the 
end of a section to equal those at the beginning of the following section, while 
taking the limit as Ax > 0. 

Consider the section VF of figure 3. With center O and radius OF draw the 
ALC ET: where 7 is its point of intersection with the x-axis; with center Q and 
radius OF draw the arc OL, where L is its point of intersection with the x-axis. 
Since the mode of propagation considered is the TEM, the arcs FT and FL 
represent the wave fronts for the sections bounded by VF and FG respectively. 
The corresponding electromagnetic field quantities are matched along these 
arcs as Stated above. | 

In a typical section VF, 


H = Cy(x) HUE») + C,(x) HRY), (7) 
Ey, = —i Z [C,(x) HO (R 7) + C(x) HEA )], (8) 


where OV <r < OF and Z = Vue. 
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In the adjacent section HG 
H == Oe 14%) HD (kr) + C,(x + Ax) H (kr), (9) 
Ey. = —1 Z [C(x + Ax) HM (kr) + Cie + Ax) HP(kr)], (10) 
where OF oy = QG. 


For values of kr > 1 or g, the Hankel functions can be replaced by their 
asymptotic form 


2 2 i[kr—(2 TT 
HO(Er) = En RC ACT (11) 
2 2 1/2 —i[kr—(2q+1)a 
Hk) = (— 5) goer Ale (12) 


For g = 1 and À 7 = x the error introduced is about 3%. 


Matching the corresponding field quantities along the arcs FT and FL 
while Ax — 0 implies 


Jim H,.|,-o# = jim A,.\,-or i 13) 


lim Eyıl,-or = lim Eoel,-or - (14) 


Ax—0 A 


From figures 2 and 3 


Are: a Ax 

en cos,’ (15) 
Fos 34: 
Q pa Verde cos RS ; (16) 


where 0 Sa < 1. 


Upon the substitution of the asymptotic form of the Hankel functions (13) 
and (14) become | d 


Ax—0 


lim | = ‚(as fi | + C,(x) ee] 


1 — a) Ax 
k (enr 
QU (az Cos0e,. | 


Vol. XII, 1961 Electromagnetic Field Theory Solution 93 


: 2 1/2 i Kara] 
lim C(&) e cos6, | 4 
Ax—0 a Ax 
RATE SE Se 
( “i cos | 


A (1-a) Ax 37 
2 1/2 Walken EE 
\ Br + Ax) e | | = a F | 


—ilk(r,,, ou ar nor 
+ C(x + Ax) e | | di c0, + as) : | ; 
The mathematical solution is carried out by expanding C,(x + Ax); 
C,(x + Ax); 7,.4, and 6,. 4, into Taylor series around the point x. Taking the 
limit as Ax + 0, (17) and (18) produce two differential equations for the coeffi- 
cients C,(x) and C,(x) given by 


TON Pape Er 1 \( 1 2 
Fr ee | dx aie Zr, AE um 
dc) _ dr, 1 ne in| 
cro zen) | dx cos0,/\2r, ° An (20) 


Integration of (19) and (20) yields 


: é d 
log C,(x) = log A + = logy, -ikr, 3 i - REN, a dx (21) 


PET À ? 
cos, cos6, 


é £ d 
log C,(x) = log B + = logr, +ikr, — - ge in| 2 (22) 


= Ry D ’ 
7, 6050, cosd, 


where logA and logB are constants of integration. 
Referring to figures 2 and 3, the following relations can be derived. 


lee 


ds 


| EP tan C= 1 +. (24) 


The use of (23) and (24) in the evaluation of the last two integrals in (21) 
and (22) gives 


N Te 
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x 


ee 6 


ite) 


where s, , is the length of the tapered line arc between an arbitrary fixed 
point X; y1(&,)] and the point [x; ,(x)]. 

In this case, the choice is x, — 0. Thus, (21) and (22) assume the form which 
is given by 


> LT Sets 2 
ale) rte (27) 
C,(x) = B(”*) kr) (28) 

ya 


The final equations of the electromagnetic field quantities are 
\1/9 v 1/2 tkir,— = SE nt aay 1/2 —tk fus Sy lx 
2. (| tel (a tte] | 
d mw RY, V1 Dar 
wes a [A, eiksy ae A, Ca | 


Tone 5 _37 & une 
ne 


Vy 
_ FA le m A, eth Sy it A, era) à | 


(30) 


where A, =A (Zink) eat and A, BP (Zim py" er 

To distinguish this solution from the exact field solution derived directly 
from MAXWELL’s equations, and from the solution obtained from the telegraphy 
equations, this solution will be henceforth designated as the ‘Approximate field 
solution’ of the tapered line. 

Since energy is conserved and the transmission line is assumed to be lossless, 
the instantaneous power flow per unit of z width through any transverse cross- 
section extending between the two planes should be constant. The RMS power 


flow is 
0% 


= > v Re[E, H*] 1, d0 = const. (31) 
0 
Upon the substitution of (29) and (30) into (31) 


pe Zr [Rel(4y e'ksz a3 A, a) (A giksı ai At oo Li do 

(32) 
9) Vx On _ 
) V1 


| 
EN 24, | 
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It appears that the power P flowing through any transverse cross-sectional 
surface is a function of x. The dependence of P on x expressed by y, = 6,/sin 6, 
violates the law of conservation of energy. 

However, y, is very close to unity for 0 < 0, < 2/6 (at 0, = 2/6; y, = 1-04). 
Therefore, if 6, is kept below 2/6 for any point along the line, no serious error 
is introduced. 

This limitation on the tapering angle is not surprising if it is realized that 
in the procedure of matching the corresponding field quantities between two 
adjacent segments (see (17) and (18), the wave fronts were assumed to be 
cylindrical surfaces. Obviously this assumption breaks down at large angles 
which are not common in the art. Hence, for all practical purposes the law of 
conservation of energy is not violated. 


Transformations by the Nonuniform Line 


Any transmission line that may be considered as a four terminal network 
has the property of impedance transformation. Thus, designating the ratio 
of input voltage to input current as the input impedance, Z,, and the ratio of 
output voltage to output current as the output impedance (terminating imped- 
ance), Z,, the impedance transformation ratio is given by Z,/Z,. 

In the general transmission line of figure 4, the voltage between points P, 
and P, is 0, ns, 
V, = NAT AE Fra As te) (33) 

+ VV 


0 LOE Xs x 


Figure 4 


General transmission line. 


The current flowing in a strip of width d is 


L=H d= (A, ent + Act). (34) 


d 
V1 


For a finite length line having the total arc length 


sell" 
0 
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as in figure 4, A, and A, are expressed in terms of the voltage and the current 
at the end of the line (V, and Js respectively). 
Thus, the voltage and current at any point x along the line are 


_ Z (ys\U2 (/ Is _ Vs ik(S—sy) _ marae —ik (S—sy)\ 0 
he 2 ==) a sake vs as) : | d Zvs 65) ¢ leis 
(35) 
ERDE RN es: Be oe „ir (S—s,)\ 6 
lem Le ne | ee Tank IR ee) 

In order to suppress reflection in the line, the following relation must hold 
_ Vs eB FS 

Lie Ts f/ = (37) 


In other words, if the line is terminated with a load impedance Z,, no 
reflections occur. In this case the input voltage and current (x = 0) are 


À EE EUR F ED Re 

ven a ee Ve I gins (38) 
ya Fame ans ys \!? RS 

ar Nee > 4 


and the input impedance is 


= iN =. Vera Vi 
MAT aos ie 0) 


While the voltage and current transformation ratios are 


Rp «2 
Rate 5 


It is interesting to note that the transformation ratios are explicitly ex- 
pressed in terms of the function y,, and the impedance transformation ratio 
depends solely on the ratio of the output to input vertical separation between 
the lines. The actual shape of the line has no bearing whatsoever on the imped- 
ance transformation ratio; that is, given two lines described by y, = f.(x) and 
yı = f(x) such that f,(0) = f,(0) and f,(L) = f,(L) as in figure 5, the impedance 
transformation ratio for both lines is identical as long as both lines satisfy the 
conditions imposed previously. 
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The previous conclusion has to be modified, however, when the voltage (or 
current) transformation ratio is evaluated. The absolute value of the ratio is 
again independent of the function, y,, but there is definitely a phase dependence 
upon the length of the arc S. Therefore, for the two lines f(x) and f,(x) of 
figure 5, if 

ee eee oo es 
Ô 0 


then the two lines do not behave identically phase-wise although /,(L) = f,(L). 


Y=LX) 


—— 
L x 
Figure 5 


Two transmission lines having the same impedance transformation ratio. 


Design Considerations 


The limitation 0,,., = x/6 in conjunction with r/À > 1/2 and 0,,4,7/A < 1/2 
define the region within which the solution is valid. These three conditions are 
represented in figure 6. The shaded area gives the permissible combinations for 
r/A and 0, It is interesting to note that in order to increase the bandwidth 


while retaining the same impedance transformation 6,,,, must be decreased. 


max 


0,4, (degrees) 


Figure 6 
Impedance transformation region. 
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Comparison with other Existing Solutions 


The solutions of other tapered lines obtained from the telegraphy equations 
check in certain respects with those obtained from the approximate field 
solution. It has been found that the impedance transformation in Bessel and 
exponential lines depends upon the ratio of the vertical separations between 
the electrodes at the two ends of the line. However, a discrepancy in phase is 
observed. The phase variation in the approximate field solution depends upon 
the length of the arc while in the telegraphy equations solution the phase 
variation depends upon the linear distance x. This error. in phase is not sur- 
prising in view of the fact that for the simple case of the two oblique-planes 
line the phase variation obtained from the telegraphy equations solution is in 
disagreement with the solution obtained directly from MAXWELL’s equations. 
On the other hand in the approximate field solution, the phase variation is 
expected to be more accurate because the shape of the wave fronts is accounted 
for. Moreover, the boundary conditions (i. e. the electric field is perpendicular 
to the conducting surfaces) are satisfied in contrast with the situation in the 
step-line approximation. 

The agreements between the telegraphy equations solution and the approxi- 
mate field solution are encouraging but certainly not profound. While the 
approximate field solution yields quick and accurate results for any arbitrary 
tapering function y,, the telegraphy equations in conjunction with the step 
line approximation lack this generality. 


Conclusion 


A new method for the study of the steady state performance of infinite 
tapered-plane transmission lines has been presented. This method is advanta- 
geous because it offers a quick and accurate evaluation of the transformation 
properties of the line. The impedance transformation ratio as well as the 
absolute values of the voltage and current transformation ratios of a matched 
line depends upon the ratio of the initial and final separations regardless of the 
tapering function of the line. In contrast to previous works, this paper accounts 
for the phase variation which is proportional to the tapered-line arc. 

In addition, design criteria are presented, which limit the tapering of the 
line and determine the bandwidth. 

The results derived in this work hold true for tapered strip lines as well as 
coaxial cables where the radial separation between the electrodes is small 
compared to the radius of the electrodes. 
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Zusammenfassung 


Für den eingeschwungenen Zustand der fapered-plane transmission line wird eine 
neue Lösungsmethode beschrieben und gezeigt, dass die Impedanztransformation 
direkt vom Verhältnis der Abstände zwischen Anfang und Ende der leitenden 
Ebenen bestimmt wird. Die Phasendifferenz der Spannungen zwischen den Lei- 
tungsenden ist dem Öffnungswinkel der beiden Ebenen proportional. Kriterien für 
den Entwurf solcher Leitungen lassen sich angeben. 
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Duct Flow in Magnetohydrodynamics 


By CuiEH C. CHANG and Tuomas S. LUNDGREN, Minneapolis, Minnesota, SA) 


Introduction 


This paper is an extension of the work of HARTMANN [2]?) and SHERCLIFF 
[3,4] on the steady flow of conducting fluids through ducts under transverse 
magnetic fields — the simplest class of magnetohydrodynamic problems. We 
are concerned here mainly with the boundary value problems associated with 
flow in ducts with conducting walls. 


Equations and Boundary Conditions 


The following set of vector equations appears to give an adequate description 
of the steady state interaction between electromagnetic and hydrodynamic 
forces: 


curl B= yf, (1) 
div B=0, (2) 
curl E=0, (3) 
div E=o,s, (4) 

Je cu BZ VB 0022 (5) 

oV-VV=-Vp+eorVV+jix Bio, E (6) 

div V=0. (7) 


It is assumed that the magnetic and dielectric properties of the medium are the 
same as in a vacuum; (lg and €, are the magnetic permeability and dielectric 
constant in vacuum. In (5), OHM’s law, the electrical conductivity o is assumed 
constant for a homogeneous medium. Equations (6) and (7) are the momentum 
and continuity equations which describe the steady motion of an incompressible 
fluid. If the system to be analyzed is composed partly of fluid and partly of 
solid or vacuum, the last two equations, (6) and (7), only have to be satisfied 
in the fluid, while the first five equations must be satisfied throughout all space. 
The description of the system is completed by specifying zero velocity at rigid 
boundaries and imposing continuity of tangential components of E and of 


1) Department of Aeronautical Engineering, University of Minnesota. 
*) Numbers in brackets refer to References, page 114. 
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normal and tangential components of B at interfaces, plus boundary conditions 
on B and E at infinity. It should be mentioned that continuity of tangential 
components of B implies no surface currents. This is the case, since in non- 
magnetic materials surface currents occur only in the presence of unsteady 
magnetic fields. 

In equations (5) and (6) the free charge o, will be neglected. It will be 
retained in (4), which serves only to determine the free charge once E is known. 
This can be considered as the first step in an iterative process, the second step 
being to substitute the value of o, calculated in the first step into (5) and (6). 


Region 3,0-0 


N TE CT 


| | | 0 | | 
Figure 1 


Cross-section of duct. 


Figure 1 is a sketch of the system under study. An electrically conducting 
incompressible fluid (region 1) flows in the z-direction through a straight duct 
whose walls are of constant thickness (region 2). The electrical conductivity 
of the wall is o,. Outside of the duct (region 3) the conductivity is zero, and at 
infinity a uniform magnetic field B, acts in the y-direction. 

If it is assumed that the velocity has only a z-component, that all physical 
quantities (except pressure) are independent of z, and that there is no net flow 
of current in the z-direction, then it can be shown that B, = 0, B, = By, and 
iP — 0. 

Using the results of the previous paragraph, the vector equations from (1) 
to (7) can be reduced to two second order linear partial differential equations, 
namely, the z-component of the momentum equation 
a 8) 
Ho ay 


Op _ 2 
non LU az 


and the z-component of the curl of OHM’s law, 


0 
V2B, + op Bot = 0. (9) 
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In the first of these 0p/0z is a constant, since from (6) V is independent of z. 
In the fluid, region 1, both (8) and (9) are valid, while outside of the fluid, 
regions 2 and 3, only (9) is true with V, = 0. In addition, since region 3 is non- 
conducting, the current must be zero there. This fact and (1) imply that B, is 
constant. Therefore, since B, goes to zero at infinity, B, must be identically 
zero in region 3. 

Across the boundaries of the several regions, B, and the tangential compo- 
nent of electric field must be continuous. Using OHM’s law, the condition on 
the electric field can be written 


where 7, is the current in the direction of the tangent to the interface. (A 
square bracket around a quantity means the discontinuity in this quantity.) 
This is true since the velocity vanishes at the boundary, causing the V x B 
term in OHM’s law to vanish. Observe now that the x- and y-components of 
(1) are 


z 


AUDE, , 
Mo Ix = Oy? er 


so B, can be considered as a ‘stream function’ for #,j — the current flows 
along the lines B, = constant. This shows that 


OB, 
Np = = on’ 


where n is the outward normal. Using this result, continuity of E, becomes 


Before summing up the results of the last few paragraphs, let new dimen- 
sionless variables be introduced by 


x 
& — a ’ 
ey: 
N 
2 
Pen open. (10) 
Be Bi 


(av 0) (0p/0z) mo (von)!R ? 


M = Bya pale 
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where a is a characteristic dimension of the duct and M is the Hartmann 
number. With this new notation and using subscripts 1 and 2 to denote the 
region, the problem is to solve 


eae 
V2) ae M a = —] ; (11) 
V2B, + M pre 0 12 
LU On ; (12) 
in region 1, and 
V25 = 0 (13) 


in region 2. The boundary conditions are: B, = 0 on Cy, the boundary between 
2 and 3; and V,=0, B, = By, o, 0B,/0n = o, OB,/On on C,, the boundary 
between 1 and 2. 

This problem is difficult since it involves two domains and two sets of 
boundary conditions. In special cases it can be simplified. If the duct wall is 
a perfect insulator (o, = 0), then B, = 0 so that it is only necessary to solve 
(11) and (12) with V,=0 and B, = 0 on C,. If the duct wall is a perfect 
conductor (0, = oo) the boundary conditions become: V, = 0 and 0B,/0n = 0 
on C,. There is another limiting case discovered by SHERCLIFF [4], for which 
the problem reduces to solving (11) and (12) in region 1 with boundary condi- 
tions given on C,. Suppose the thickness of the duct wall (h/a in the new nota- 
tion) is much smaller than unity. To a good approximation the harmonic 
function B, is locally linear, that is, it varies linearly across the duct wall.This 
can be seen clearly by considering the membrane analogy for solutions of 
LAPLACE’s equation. Then 0B,/0n = — a B,/h on C,. The boundary conditions 
become V, = 0, 0B,/0n + B,/g = 0, where y = o, h/o, a. It should be noted 
that the cases o, = 0 and 6, = ov are included in the last boundary condition 
with œ = 0 and 9 = o respectively. 


Parallel Sided Duct 


There is one situation in which the approximate boundary condition be- 
comes exact. This is the case of flow in a rectangular duct when the walls 
parallel to the applied magnetic field are at infinity. In this problem the har- 
monic function B, is independent of §, and hence must be a linear function of 7. 

With the dimensionless variables defined in the previous section, the pro- 


_ blem is to solve 


d?V dB dB dV 
dn? = dn 2 dn? E d ; 


with boundary conditions V = 0, dB/dn + B/p = 0 when y = + 1 respectively. 


Here, half the duct height has been taken as the characteristic length, a. The 
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solution of the above equations is easily found to be 


V 1 o+1 cosh M n (14) 
~ M My+tanhM ( ~ cosh M je 

1 inh M 
D TEE y+ sinh M n (15) 


M Ÿ M Mo+tanhM coshM 


HARTMANN [2] gave this solution for the case g = 0. For given y, the velocity, 
which is parabolic for M = 0, becomes flatter in the center as M increases. 
When M is very large it tends to be uniform except in a boundary layer of 
thickness the order of 1/M. Asymptotically, 


1 p+l 


siesta rare 


(16) 
This shows that V ~ 1/M for non-conducting walls while V ~ 1/M? for per- 
fectly conducting walls: increasing the wall conductivity decreases the velocity. 

Another quantity of interest is M dB/dn, the ratio of Lorentz force to the 
magnitude of the pressure gradient. This is also proportional to the current 
density. By an easy calculation, 


GB ES o+1 coshM 7 . 
a Mg-+tanhM coshM 


This is plotted in Figure 2 for M=3, p=1, h=0-5a, to give a typical 
example. The value of this quantity in the wall, 


a ( M — tanh M 
Mo+ nme) 


15 
7] 


Figure 2 
The current distribution across half of a parallel sided duct for M = 3, p=1lh=0-5a. 
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is also plotted. From this figure it is seen that near the center of the duct the 
current flows to the left. This gives a Lorentz force which tends to help the 
viscous forces balance the pressure gradient. Near the wall the current flows to 
the right giving a Lorentz force which opposes the viscous forces, so that the 
viscous forces have to be larger in order that the pressure gradient be balanced. 
For large M 


except in a boundary layer of thickness the order of 1/M, and in the wall. This 
shows that for large M, the Lorentz force completely balances the pressure 
gradient except in a thin boundary layer along the wall. 

Stated differently, the current distribution tends to be uniform to the left 
and of a magnitude such as to make the Lorentz force balance the pressure 
gradient. Since the total current flow must be zero, part of the return current 
flows in the boundary layer and part in the wall. When the wall conductivity 
is larger a greater proportion of the return current flows in the wall, taking the 
path of least resistance. This shows that for fixed M (large), less current flows 
in the boundary layer when the wall conductivity is high, indicating that the 
Lorentz force opposing the viscous forces is less. Therefore the viscous forces 
must be smaller in order that the pressure gradient be balanced. Now if the 
viscous forces near the wall are smaller, the second derivatives of the velocity 
will be smaller; hence the velocity of the core will be smaller. This shows why 
the velocity becomes smaller when the wall conductivity increases. 

Consider the dimensionless mass flow 


Mass flow per unit width 


Q= [Van = up (= opte 


+1 M-tauhM 
M? Mo+tanhM ~ 


The reciprocal of Q is essentially the pressure gradient required to maintain a 
given mass flow. In Figure 3 


O(M = 0) 1 M? MoH+tanhM (17) 
ee) ~ 3 »+1 M-tanhM 


is plotted versus M for various values of p. This can be interpreted as the ratio 
of the pressure gradient to the pressure gradient required to maintain a non- 
magnetic flow with the same mass flow. Notice that for a given mass flow a 
much larger pressure gradient is required to maintain flow through a perfectly 
conducting duct than through a non-conducting duct. 
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The pressure gradient versus M for various values of in a parallel sided duct. 


Perfectly Conducting Rectangular Duct 


In this section, the flow through a finite rectangular duct with perfectly 
conducting walls is considered. Regrettably, we have been unable to solve the 
problem for arbitrary wall conductivity. 

The problem to be solved is 


py+M = 1, 7B+M TT 0 
n on 


in a rectangle of width 2/ and height 2, with V = 0 on all the walls, 0B/d& = 0 
on the vertical walls, and 0B/0n = 0 on the horizontal walls. The expansions 


V = 5% cos. Be Hb sinß,n, Late cos; 7 , 
j—0 j=0 j=l 


where B; = (j + 1/2) a, satisfies the boundary conditions on the horizontal 
walls and allows the differential equations to be written as ordinary differential 
equations for v, and b, — 


dv; 99 u 
age my + MB b;= na Bibl; — MB, 0, = 0. 
Solutions of these which satisfy the boundary conditions on the vertical walls are 
A a; (1 _ %5 Sinhr,; 1 coshy,; sinhé + 7,; sinhr,,; 1 coshr,, & 1 
J B? + M? Ye; Coshr,; 7 Sinh7,; 7 + 7,;coshy,; 1 sinhyr,, 1 ) ee 
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and 


(19) 


5 a; ( M . %); Sinhr,,lcosh FRET; sinh7,;/ cosh V9; ;) 


a — = 
Jj 2 M2 : 7 , = ne 
ß} + M B; Va; COShr,; 7 sinhyy;1 4-7,; cosh7,; 7 sinh7, ; / 


A (B; OMDB = (B; — 1M pre 


are complex. 7,; and 7,; may be separated into their real and imaginary parts, 
namely, 

Pret y; 
and 


Em 


nn Pale [B; + (82 + Mauer, y, = C2)” is | — B, + (By + M212}, 


After some algebra to express v, and b, in terms of the real quantities a; and 
y; the final result becomes 


ya yet 2 (-1)3 poe n fy a; FRS V5 FE) | (20) 


u Bi PM | a; Sinh2 &; / — y;sin2 y;,1f’ 


Ri co a1) sinp; 7 [M a F;(#) + y; E;(é) | 
& = ß; BF Zr ME 15, x, sinh 2 Gf = y; sin 2 Y AP (21) 


where 


E,(é) = = [cosy, (1 — &) sinha, (1 + &) + cosy, (+ &) sinha, (1 - 9], 
F,(é) = = [siny, (0 — &) cosha, (+ &) + siny, (1 + &) cosha,  — 8)]. 


The calculation of mass flow per unit pressure gradient is ae easily 
accomplished by integrating the complex form of the velocity. The result is 


Joos B; coshZa;l—cos2a;l | 
m GET is T+ MIR a, sinh2a,0—y,sin2y,1° (2) 


)(M = 0)/Q(M) is plotted versus M in Figure 4 for a square duct. The corre- 
sponding result for non-conducting walls, SHERCLIFF [3], is included for com- 


Jarison. 
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Figure 4 


Pressure gradient versus M form = 0 andp = ©, square duct. 


Flow in Arbitrary Symmetrical Duct for Large M 


It has been seen for rectangular ducts that the velocity distribution for 
large M consists of a uniform core with a boundary layer near the walls in 
which the velocity changes rapidly. The purpose of the present section is to 
investigate how the cross-section form and wall conductivity affect the velocity : 
distribution in the core. This question has been answered for non-conducting ; 
walls by SHERCLIFF [3] and for circular ducts with walls of small conductivity 
by SHERCLIFF [4]. 

Let the duct be as indicated in Figure 1, except symmetrical about the: 
x-axis. Let the upper surface be described by n = Y(£) the lower surface by’ 
n = —Y(£). The problem is to solve 


ZEV = oo =—1, (23) | 
N 

rB+MY=0 (24) 
on 


with V=0 and 0B/0n + B/p=0 at the wall. LetZ,= M (V+ B),Z,=M(V—B).. 
Adding and subtracting (23) and (24) gives 


OZ 
re nt (25) 


OZ 

el eid (26) 

Singular perturbation theory, LEVINSON [1], says that at interior points and. 
at points on the upper surface 


Z; A Zi A On): 
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_ where Z,, is the solution of 
Zu 


On on 


which takes the given boundary values on the upper surface. There is a bound- 
ary layer near the lower surface and ends. Specifically, this is true when Z, 
is given on the boundary. In the present problem the value of Z, on the bound- 
ary is unknown but the above result should still be true, since if the exact 
solution of (23) and (24) were known the values which Z, takes on the boundary 
could be calculated and the problem formulated as a first boundary value 
problem. The analysis of Z, is similar, with Z, tending to the solution 0Z, ;/0j7=1 
which assumes the boundary values on the lower surface. This reasoning gives 
asymptotic solutions 

Z1,=Y(é)— + Zıl& YO). (27) 


Zu = nr Ye) 246, - N), (28) 
where Z,(€, Y(é)) and Z,(£, —Y(&)) are the values which the exact solutions 


of (25) and (26) assume on the boundaries. Since Z, = M (V + B), Z,=M (V—B) 
and V is zero on the boundaries, it must be the case that 


Z,(E, Y(é)) = M BE, YO), (29) 

ZE, -Y(6) = — M B(E, -Y(8). 
But by the symmetry of the boundaries, B is an odd function of n, therefore 
Z{E, —Y(E)) = M Be, Y(8). (30) 


Also, the velocity and induced field in the interior tend to 


Zur Zu Y(é) 
Zu — 2% es N 
ee M : (52 


In order to find B(&, Y(&)) it is necessary to have a relation between 
quantities across the boundary layer. By integrating V2B + M 0V jon = 0 over 
a small cylinder which extends through the boundary layer, and using GREEN’S 
third identity, one finds 


M lc ts) 0, = 


On on 
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where » is the outward normal. This result is equivalent to imposing continuity | 
of tangential components of the electric field across the boundary layer. Now | 
using V = 0 and 0B/0n + BJ = 0 on the boundaries, it is found that 


B OB; 


sigh ee M, cos (n, 7) (34) | 


on the boundary. Observe that 


ee = see cos(”, €) + ae cos (”, 7) = — M-1cos(n, 7) (35) | 
whence | 
= = [M-1—(M B(é, Y(&)) + Y(é))] cos(n, n) (36) | 


on the boundary. 
In particular this is true on the upper surface where B = B(£, Y(&)) and | 
cos (n, 7) = (1+ Y”)-1”2. Substituting these into (36) and solving for B (£, Y(é)) 
gives | 
M —Y 


B(£, vie) De M ae go (1 Tr Y’2)1/2 & 


(37) | 


With (37) and (31), V; is solved — 


RE A ae 
£ M \d= CES LEUR (33) 


This checks with (16) for the case Y = 1. Note, when the walls are non-con- 
ducting (p = 0) that V; = Y(£)/M as shown by SHERCLIFF [3]. In this case the 
velocity distribution has the same shape as the cross-section of the duct. In 
fact this result is also true for non-symmetrical ducts with non-conducting 
walls, that is, if the upper surface is 7 = Y,(€) and the lower surface is 
n = —Y,(¢) then V; = (Y,(€) + Y.(€))/2 M. On the other hand for perfectly 
conducting walls (p = oo), V; = 1/M? which shows the velocity to be uniform 
in the core. Also, in this case, the dimensional velocity V, is independent of 
viscosity — V, = — (0p/0z)/(o B3). 
For a circular cross-section, Y = (1 — &)1/?, a small calculation shows 


a 
: M 14+M (1 — &)1/2° 


This differs from SHERCLIFF [4] in the occurence of the factor 1 + @; SHERCLIFF | 
restricted y to be small. The volume flow through the circular duct is given by 
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Q= /2Y@ V,(6 dé | 
ze 
1 
LS. Lae 
4 / M 1+ Mo (1— &)12 dé 
0 
== Zh i= @ m cos? 4 (39) 
— M /1+M9c0s9 
0 
2 1+9 f a/4 1 m0] 2 il 2 
M = a ae: Mo: Mo: 14 Mo 


1— Mp\t? 1— M 9\71/2 
x =i! (ser 
en rl Copel ; J 


Note that the expression for Q, (39), does not have a singularity at Mo = 0, 
the inverse powers are absorbed by the last term on the right. In fact when 
M ¢ is small 

8 


ESPN ST 
Ce G ig APN; (Mg)? + +). 


In Figure 5 (Q/x) [4 M/(1 + ¢)] is plotted versus M @. Q/z is the average (dimen- 
sionless) velocity. In Figure 6 V,/V,, is plotted versus £ with M @ as parameter. 
The latter figure shows the effect of wall conductivity on the shape of the 


07 ] 
06 
05 


04 


Figure 5 
4 M Vq,|(1+@) versus M for circular duct, large M. 
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velocity profile for the case of a circular duct. It should be noted in this case 
that the shape depends only on the product M @. 


127 


10 
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> 


Figure 6 


Velocity distribution in a circular duct with M @ as parameter. 


The Effect of the Free Charge on the Electric Field 


In the introduction we stated that the free charge would be neglected in 
OHMm’s law and in the momentum equation, but would be retained in (4). We 
have seen that 6, and V, can be determined without using (4), therefore E can 
be determined from OHM’s law leaving (4) for the determination of o,. This is 
done simply by taking the divergence of (5), with the result 


0, = — 6, div (V x B). (40) 

We shall now check to see that o, was negligible in (5) and (6) for the class 

of problems which we have considered. We note that in this case (40) becomes 
OV, 

Oe = E& Bo ek (41) 


For large M it is apparent that o, will be largest in the boundary layer. To be 
more specific it will be largest near that part of the boundary which is parallel 
to the applied magnetic field. SHERCLIFF [3] has shown that the boundary layer 


has thickness of the order of alVM on walls parallel to the applied magnetic 
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Z av 1S 


field. This allows us to estimate 0V,/0x by V. „, VMla at this point (TI 
the average or core velocity) which makes 


ee I. (42) 


a 


i= Ol & EU 


We note that in equations (5) and (6) the terms with 0, will be small compared 
to o V x B and 7 x B respectively provided the inequality o,/o By < 1 is 
satisfied. With (42) this inequality can be put in the form 
Vee AR 
zav < A ile 


c VM = 


where c is the speed of light, À = u, ov and R, = ac/y is a ‘Reynolds’ number 
based on the speed of light. As an example consider the case of mercury where 
A= 107, M = 100 (the experimental upper limit) and R, = 0(10%) (with 
a=1cm). In this case (43) becomes V, ,,/c < 10° which is obviously always 
satisfied. 

It should not be concluded from the previous paragraph that the effect of 
0, 1s completely negligible, for it has a dominant effect on the electric field. The 
free charge in the boundary causes the electric field to make a large increase 
on passing through this layer. This is best illustrated by a concrete example. 
Consider a long rectangular duct with non-conducting walls. Except in the 
boundary layer near the ends the solution is essentially that given by equations 
(14) and (15), with @ = 0. Using this solution we can calculate E from equation 


(5), that is 
aoe ee OB, en Br (44) 
zZ CPS) 
il ER 
SR AU, On” 2 


From (14) and (15) we get 


7 a op [1 ra] 
= ss M en, ‘ai 
E, = 


It is seen that E, is constant. One might suppose that E£, is constant all the 


way to the end of the duct, taking a jump through the surface of the wall. This 


is not the case, since for nonconducting walls B, is zero at the wall, therefore 
0B.jdy is zero on the vertical wall, and equation (44) then shows that F, = 0 
on the vertical wall. We conclude that E, varies from zero at the wall to the 
value given by (45) as we go through a boundary layer of thickness aVM 4 
This is due to the free charge in this boundary layer. (There is some question 
as to whether the free charge causes the variation in electric field or whether 
the variation in electric field causes the free charge.) 


ZAMP XI1/8 
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Conclusion 


In the flow of conducting fluids through ducts, in general, the domain of 
the equations describing the flow is not the same as the domain of the fluid. It 
was found that the problem reduced to two sets of equations, one set, (11) and 
(12), in the fluid, and one set, (13), in the wall, with boundary conditions 
specified on the outer boundary of the wall and across the inner boundary 
of the wall. The known special cases (SHERCLIFF [3, 4]) where this problem 
reduces to an ordinary boundary value problem with boundary conditions given 
at the boundary of the fluid, follow as limiting cases of the above formu- 
lations. These are y >0, py > oo and h + 0. 

In the bulk of the paper the flow through rectangular ducts was considered. 
The essential conclusion is that increasing the wall conductivity tends to 
decrease the average velocity if the pressure gradient is the same in the two 
cases. Stated differently, when the wall conductivity is increased, the pressure 
gradient must be increased in order to maintain the same mass flow. 

The flow through arbitrarily shaped symmetrical ducts was considered for 
large M and arbitrary wall conductivity. It was found that when > oo the 
velocity tends to be uniform except in a thin boundary layer along the wall. 

In the final section the effect of the neglected free charge was considered. 
We found that free charge tends to accumulate near walls which are parallel to 
the applied field, but not enough to effect the velocity distribution. 
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Zusammenfassung 


In dieser Arbeit wird die Strömung einer elektrisch-leitenden Flüssigkeit durch 
ein gerades Rohr mit einem gleichförmigen, querlaufenden magnetischen Feld 
betrachtet. Das Problem wird unter Berücksichtigung des elektromagnetischen 
Feldes sowohl innerhalb als ausserhalb der Flüssigkeit formuliert. Besondere Auf- 
merksamkeit wird auf die Ableitung der Randbedingungen gerichtet. Es wird 
klargemacht, dass, wenn die Wände des Rohres endliche Leitfähigkeit haben, das 
Problem, abgesehen von Einzelfällen, kein gewöhnliches Randwertproblem dar- 
stellt. Eine Lösung wird für die Strömung durch ein rechteckiges Rohr mit unend- | 
lich fernen, dem äusseren Feld parallelen Wänden bei beliebiger Wandleitfähigkeit 
gefunden, ebenso für die Strömung durch ein endliches rechteckiges Rohr mit ideal- 
leitenden Wänden. Es gelingt, die asymptotische Geschwindigkeitsverteilung bei 
grosser Hartmannscher Zahl für ein dünnwandiges symmetrisches Rohr bei belie- 
biger Wandleitfähigkeit anzugeben. 
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The Influence of Turbulence on the Transfer of Heat to 
Cylinders near the Stagnation Point 
By J. Kestin1), P. F. MAEDER!), and H.H. SOGIN?), Providence, R. I., USA 


1. Introduction 


In a previous paper [1]?) two of the authors have shown that the intensity 
of turbulence of a free stream exerts an important influence on the rate of heat 
transfer from a cylinder in cross-flow. The most noteworthy conclusion from 
that investigation was the realization that the effect was a local one and 
additional to the expected influence from the effect of free-stream turbulence 
on transition and separation. In another paper [2] it was shown that this local 
effect was absent in the case of a flat plate at zero incidence, but that it re-ap- 
peared when a favorable pressure gradient was imposed on it. In both cases, 
the local Nusselt number increased by amounts of the order of 25-50% when 
the turbulence intensity increased relatively little, say from 0-5 to 2%. A 
plausible explanation for these effects was given elsewhere [3], it being conjec- 
tured that the local Nusselt number increased as a result of the oscillations 
carried by the free stream; it was, namely, shown that any oscillations accom- 
panied by a pressure gradient must be expected to modify the mean velocity 
profile of an associated boundary layer. Changes in the velocity profile will, in 
turn, modify the temperature profile and hence the local Nusselt number. 

Although the preceding explanation appears plausible, the details of the 
mechanism operating under such conditions are far from being clarified and 
understood. Nevertheless, if the explanation is plausible, one must expect 
large local increases in the rate of heat transfer in the neighborhood of the 
forward stagnation point of a cylinder (or any bluff body) in cross-flow when 
the boundary layer is laminar and where the free-stream velocity gradient is 
large, and where, therefore, there exists a large downstream gradient in the 
amplitude of oscillation, as required by the theory advanced in reference [3]. 
The present paper addresses itself to the experimental verification of this point. 

The increase in the local rate of heat transfer from a bluff body which is 
produced by an increase in the free-stream turbulence intensity has been 
observed before. Even more, it appears that evidence of this effect can be 
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discerned in experimental investigations which were carried out at a time 
when the importance of the turbulence in the free stream in general had not 
yet been discovered. 

| Figure 1 shows a comparison between the classical experiments performed 
by Schmiprt and WENNER [4] and the theoretical calculations due to FROss- 
LING [5]. Since the resulting variation of the Nusselt number with the angular 
co-ordinate @ is fairly sensitive to the assumed variation of free-stream velocity 
U with the co-ordinate x = Rp (y= radians), the equation given by FRÖSS- 
LING was re-evaluated with the aid of the following series expansion for U, 
where U, is the velocity of approach, D being the diameter of the cylinder: 


t= Us {3-631 (5) — 3.275 (5) - 0168 (+) |. (1) 
The coefficients in equation (1) were given by Eckert [6] who deduced them 
from SCHMIDT and WENNER’S measurementsat a Reynolds number Re = 170000. 
Thus we were led to the expression 

Ran = 0.9449 — 07693 (4) — 0.3009 (7), (Pr=07) (2) 
in which the Reynolds and Nusselt numbers are referred to the diameter D. The 
group Nu/Rell? is very convenient for presenting experimental results, because 
it is independent of Reynolds number and is a unique function of the angular 
coordinate for a given Prandtl number, Pr, as long as the coefficients in the 
expansion in equation (1) have been chosen properly. 

The diagram presents three series of results, each for a different diameter D 
but for similar ranges of velocities U,,. Hence the ranges of Reynolds numbers 
are also different. For the sake of simplicity, the same theoretical curve, equa- 
tion (2) is shown in all three graphs, but strictly speaking, the power-expansion 
in equation (1) most closely corresponds to the diagram in Figure Ic. In any 
case its accuracy becomes questionable at @ = 60°. 

From the nature of the theoretical calculation which neglects free-stream 
oscillations, it is clear that it refers to a stream with zero intensity of turbulence, 
i.e. to a laminar stream. The diagrams show that all measured points indicate 
a higher rate of heat transfer for the range of the angular coordinate 
(0 < y < 60°) where the boundary layer is expected to be laminar, as compared 
with the theoretical curve. The fact that all points lie above the theoretical 
curve suggests that the deviations are not due to random experimental errors. 
Furthermore, at the highest Reynolds numbers (Re = 52800, 170000, 426000 
respectively) the Nusselt numbers at the stagnation point exceed the calculated 
value by 7%, 13% and 16% approximately which is considerably larger than 
the 5% margin of error of the determination. This suggests that the deviations 
are systematic and increase as the Reynolds number is increased. In actual 
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Figure 1 
Local rate of heat transfer from forward portion of a cylinder. Comparison between experiments 
due to Scumipt and WENNER [4] and calculations due to FROESSLING [5], Pr = 0-7, tree-stream 


velocity from equation (1). 
a 8290 < Re< 52800, 1D =, Son, 
b 15550 < Re < 170000, DENOICME 
D = 25 cm, 


c 39200 < Re < 426000, 
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fact, as was shown in reference [1], it is highly probable that the free stream 
available to SCHMIDT and WENNER was one of relatively low turbulence 
intensity (of order 0-9%), but also one in which the intensity of turbulence 
increased with the velocity, and hence with the Reynolds number. Thus the 
apparent increase in Nusselt number with the Reynolds number can possibly 
by interpreted as an increase with increasing intensity of turbulence. 

If this hypothesis is correct, then the curves for a given velocity, and hence 
for a given intensity of turbulence, should most nearly coincide, the only 
difference being now due to the different pressure distributions, as expressed 
by U(x) and associated with different cylinder diameters. 

The results for the two groups of Reynolds numbers, 52800 in Figure la, 
101300 in Figure 1b, and 257600 in Figure 1c satisfy this condition reasonably 
closely. The two-sets of results have been replotted in Figure 2 whose appear- 
ance confirms our guess, in so far as the general spread in the values has now 
decreased. 

Figure 3 shows a comparison between the measurements performed by 
five groups of investigators [4] and [7-10] all at about the same Reynolds 
number of Re = 39600. For illustrative purposes, FRÖSSLING’S curve from 
equation (2) has also been drawn. Once again all measured values exceed the 
calculated ones and the excess at the stagnation point reaches an order of 
magnitude of 60-70%,. It is unlikely that so many experimental investigations 
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Verification for two sets of three Reynolds numbers which correspond to approximately equal 


velocities (and turbulence intensities). Replot from Figure 1. 
D=5 cm: 
DEC; 


a Re = 52800, 
by Re = 1200; 


Re = 101300, 
Re= 39800, 


D = 10, em 
D0 cm 


Re = 257600, 
Re = 102000, 


D = 25 cm; 
D = 25 cm. 


Vol. XII, 1961 The Influence of Turbulence on the Transfer of Heat to Cylinders 119 


could show such large errors, all of them positive, and it is probable that they 


are due to systematic differences in the recorded intensities of turbulence in 
the various streams. 


Figure 3 


Variation of local Nusselt number with angular co-ordinate for cylinder in cross-flow at Re = 39 600 
(or a value close to it). Measurements by five groups of investigators, theory by FROsSLING [5]. 


a KRUJILIN [7], Re = 39500, d KLEIN [10], Re = 39 600, 
b SMALL [8], Re = 39600, e SCHMIDT and WENNER [4], Re = 39800. 
c Drew and Ryan [9], Re = 39600, 


2. Scope of the Investigation 


During the present experimental investigation, measurements were made 
of the local coefficient of heat transfer from a vertical cylinder placed in a wind 
tunnel. The measurements were made at varying velocities and with intensities 
of turbulence which were increased by placing suitable screens upstream of the 
model. Hence the two parameters, the Reynolds number Re, and the intensity 
of turbulence, Tu, were varied nearly independently. A completely independent 
adjustment proved to be impossible because the intensity of turbulence pro- 
duced by a given screen turned out to be a function of air speed [1]. Finally, 
measurements were made over the full range of angular positions y, from 0° 
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to 180°, but owing to the complexity of the results, and the difficulties in their 
interpretation, the present paper will discuss exclusively the case of the 
laminar boundary layer, say up to g = 60°. 

The measurements covered a range of Reynolds numbers 


BND) 


120 x 10° = Ra = 2006040? 


> 
and a range of turbulence intensities (based on the longitudinal fluctuation w’) 


(w’2)12 a 
alu en. ZU Ban 
oo 


3. Description of Experimental Arrangement 


The model used in the present investigation consisted of a 4:21” OD brass 
tube provided with a 1/2” x 10” strip heater, similar to that used by SCHMIDT 
and WENNER [4]. The tube was placed vertically in the 20” x 32” Brown 
University low-speed tunnel, [1], and could be rotated about its vertical axis, 
The angle of turn was set with the aid of two indexing plates accommodated 
outside the tunnel test-section. 

The design of the tube is depicted in Figure 4 which contains two cross- 
sections and a view of the model. The heat transfer tube B was placed in a slot 
in the brass tube A, and consisted of a specially wound, sheathed nichrome 
spiral C cast into a copper slab. The copper slab was enclosed in a housing D 
milled out of a solid brass bar. The housing insulated the element from the 
interior of tube A, and a brass pipe E provided an outlet for the heater leads, 
as well as for several thermocouples. A micarta slab F connected the heat 
transfer element to the housing, insulating it thermally. The thin gap C be- 
tween the tube wall and heater slab was filled with a plastic, heat resistant paint. 
The housing D together with the element B were joined to tube A with screws, 
and the whole assembly was turned to size and polished in a lathe. Upon 
heating, the heater element had a tendency to protrude somewhat, but the 
resulting unevenness was less than 0-001". 

The interior of tube A was supplied with saturated steam from a small 
electrical boiler, and the heater C was supplied with DC current of a highly 
stabilized voltage. During an experiment, the current supplied to the heat 
transfer element was so adjusted as to keep its surface temperature substan- 
tially equal to the surface temperature of the tube. At low speeds the maximum 
difference in temperature did not exceed 0-5°C rising to 2°C at the highest 
wind speeds. In this manner, nearly all the Joule heat evolved in the electric 
heater was forced to leave through the exposed surface of the heat transfer 
element, and was inhibited from leaking out sideways by the small temperature 
difference coupled to a high thermal resistance. Sample calculations showed 
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| 

that possible leaks did not exceed 5% of the quantity measured. Since no 
greater accuracy was intended, no correction for heat leaks was applied to the 
final result. Thus, in contrast with most other investigations [7, 11, 12, 131 
| the measurement of the rate of heat transfer was direct. Strictly speaking, the 
measurement extended over a width of 1/2” (14-5° of angle), and thus contri- 


il 


a + 


Section S-S 


Figure 4 


The experimental tube. 


buted a mean measurement over a fraction of the circumference. It can be 
easily shown that for the measured variation of Nusselt number with angular 
coordinate (convex upwards), this averaging tended to underestimate the rate 
of heat transfer. . 

The electrical input was measured with the aid of a sensitive potentiometer, 
as described in reference [1]. The temperatures were measured with the aid of 
copper-constantan surface thermocouples whose location is shown in Figure 4. 
[The wires were led out of the assembly through a tube shown in the drawing. 
[n addition, provision was made by two radiation-shielded thermocouples, one 
nside cylinder A to measure the steam temperature, and one in the settling 
"hamber of the wind tunnel to measure the air temperature. All a un 
vere measured differentially with respect to the steam junction, and the EMF’s 
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were recorded on a Brown potentiometer-recorder using a scale of 1mV to 
25 cm. In all, temperatures were measured with an accuracy of 0-15°C. 

The tube was provided with two static-pressure probes H, Figure 4, placed 
symmetrically with respect to the center plane of the heater; they were used to 
position the tube with respect to the wind. 

All remaining details and procedures, including those for the evaluation of 
the results were identical with the ones described in reference [1] and need 
not be repeated here, except for re-stating that the Nusselt and Reynolds 
numbers were evaluated with thermal properties averaged integrally over the 
boundary layer thickness, as in reference [4]. 


4. Experimental Results 


The experimental results cover measurements in three distinct, non-over- | 
lapping ranges of turbulence intensity. The ranges were obtained in the free: 
tunnel and by putting two, different, turbulence-producing screens, 12 inches; 
upstream of the model. As already mentioned, neither in the free tunnel, nor: 
in the presence of the screens, did the turbulence intensity remain constant: 
over the range of wind velocities available in the tunnel and it was necessary to) 
calibrate the turbulence intensity in terms of air velocity. The calibration 
curves, reproduced from reference [1], are shown in Figure 5 for easy access. . 
The resulting ranges of parameters covered in the three runs are shown summa- 
rized in Table 1. It will be noticed that the runs were arranged to avoid over- 
lapping in turbulence intensity so that at any Reynolds number a point in| 
run 1 had the lowest, a point in run 2 had an intermediate, and a point in run 3 
had the highest intensity of turbulence. 


Table 1 
Ranges of parameters covered 


Screen 


eee ee ee Range of 
ae a Wire en Range of a numbers, 
nation | Mesh | dia- | intensity, Tu i 
meter 

Run 1 | 
Low Intensity . . . . | None | None | None | 1:0 to 0:5 | 132 x 103 to 290 x 103 
Run 2 
Intermediate Intensity | No. 2 | 1/,” | 0-062” 1-9 to 1-5 | 130 x 108 to 260 x 108 
Run 3 | 
High Intensity. =. = || Novi | 2/,7 0.1482] 2:11 to 2:7 | 120% 103) to. 220 CRI 


In carrying out the experimental program, it was found impracticable t 
adjust the tunnel to a given speed and to make measurements over the whole 
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range of angular positions. Instead, the heater was turned to a given position, 
and measurements were performed over a range of Reynolds numbers. In all 
Cases, measurements were made at two symmetrical positions, denoted by+o 
and — respectively, and averaged graphically. Owing to the tunnel charac- 


teristic, a certain lack of symmetry was unavoidable. 
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Figure 5 


Turbulence intensity in terms of air velocity from reference [1]. 
a) Low intensity, no screen. 
b) Intermediate intensity, screen No. 2 at 12”. 
c) High intensity, screen No. 1 at 12”. 


The direct experimental results are seen plotted in Figure 6. They are 
plotted in the form of a diagram of the group Nu/Ret!? because for a given 
Prandtl number, this ratio is a unique function of the angular coordinate at 
Tu = 0, as already stated earlier. It is, however, necessary to remember that 
equation (2) remains valid only for a given pressure distribution near the 
stagnation line. Hence the variation of Nu/Re!!? with Reynolds number may 
be due to two causes. First, as the Reynolds number varies, the pressure 
distribution may vary somewhat, causing a variation in Nu/Re!!2; it is supposed 
that this is a small variation. Secondly, as the Reynolds number varies, the 
turbulence intensity varies, and affects the value of Nu/Re!!?; it is supposed 


that this constitutes the major effect. 


124 J. Kestry, P. F. MAEDER and H. H. Socın ZAMP 
1:8 1:8 T T 
Nu o+p Nu | 
Ye 0 - 2 | 
Re p Re | 
r6|- : - 16 
74 |- 74. 
eer 
p:0° een 
030 | 7.2 
‘ imac 
PUS 8% tee 
7-0 : © 9 1-0} — 
p=60° o © + ® | 
ID = p | | 
QT) 120 160 20 240 28040 "850 20 160 200 240 
Reynolds number, Re Reynolds number, Re 
b 
a 


1-0 J — + — = se 
©o+ (2 
ne: 
08 3 
80 120 160 200 240 28 0°10 
Reynolds number, Re 
c 
Figure 6 


Experimental results plotted as the ratio Nu/Rel!2 versus the Reynolds number Re, at different . 
angular positions + @. 
a Run 1, lowest turbulence intensity, 
5 Run 2, intermediate turbulence intensity, | 
c Run 3, highest turbulence intensity. 
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An idea about the effect of different pressure distributions can be formed 
with reference to Figure 7 which contains plots of the variation of the heat 


transfer parameter Nu/Rel® with the angular coordinate g for two pressure 


1-7 ] = 
Nu 


pele 
zZ sel re 


0° 70° 20° 30° 40° 30° 60° 
Angle p 
Figure 7 
Effect of pressure distribution on heat transfer parameter Nu/Re!/? 
a Re = 170000, equation (2), b Re = 19000, equation (3). 


distributions. The lower curve is a plot of equation (2) which corresponds to 
the pressure distribution implied in equation (1) and obtained experimentally 
at a Reynolds number of Re = 170000. The upper curve corresponds to 
FrössLIng’s [5] explicit equation 
LUE Ata 0 Fig: x \4| = 

pour = 109449 — 0:5100 (>) 0:5956 (+) jo (Pr=07 @ 
obtained from the pressure distribution measured by HIEMENz [4] at a Rey- 
nolds number Re = 19000 and corresponding to the velocity distribution 


DU 13.6314 (5) - 2,1709 (5) _ 1.5144 (5)}- (4) 


It is seen that the two results agree very closely near the stagnation point, 
diverging as the angular coordinate increases. The discrepancy reaches a 
value of 6:5°% at y = 60° which means that the preceding argument ceases to 
be valid there. 

The two Reynolds numbers of 19000 and 170000 extend over a sufficiently 
large range to make it certain that in the range of Reynolds numbers covered 

in the present investigation, the possible discrepancies from this source would 
be smaller than those suggested by the diagram in Figure 7. 
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In order to exhibit the local effect of turbulence intensity, it is best to 
proceed by cross-plotting the results from Figure 6 for several Reynolds num- 
bers. At a constant Reynolds number, and for a given screen configuration, the 
intensity of turbulence is constant. Since the difference between the three runs 
consists only in the insertion of ascreen ahead of the model for runs 2 and 3, the 
pressure distribution will remain virtually unaffected near the stagnation region, 
as confirmed by a subsequent investigation [14]. If there were no local influence 
from turbulence intensity, all such cross-plots should arrange themselves around 
the theoretical curve, equation (2), in a band corresponding to the accuracy of 
the measurement. In the contrary case, they should form a distinct family of 
curves, with the intensity of turbulence as a parameter. Three such crossplots 
are shown in Figure 8. The intensity of turbulence corresponding to each point 
plotted was obtained with reference to the calibration curves given in Figure 5. 
The theoretical curve from equation (2) has been drawn in for comparison; it 
corresponds to Tu = 0. 

The diagrams unmistakably demonstrate the local effect of turbulence 
intensity on the rate of heat transfer and hence on the characteristics of the 
associated laminar boundary layer. The effect is unexpectedly large, reaching 
a value of 80% at the stagnation point for a change of turbulence intensity 
from 0% (calculated) to less than 3%, (measured). 

The same results are seen plotted in an alternative way in Figure 9 in which 
the group Nu/Rel® has been plotted against Reynolds number for different 
values of the angular co-ordinate y. The important feature to be noticed in this 
diagram is the fact that, once more, the experimental points do not group 
themselves around the theoretical constant values shown in broken lines. It 
will be remembered that along each curve the turbulence intensity, and pos- 
sibly the pressure distribution, vary somewhat with Reynolds number. How- 
ever, owing to the fact that the three ranges of turbulence intensity do not 
overlap, the local effect on the rate of heat transfer exerted by turbulence 
intensity all along the laminar boundary layer is apparent. At one given 
Reynolds number, particularly near the stagnation point, the pressure distri- 
bution is insensitive to turbulence intensity, and the diagram clearly demon- 
strates that the heat transfer parameter Nw/Re!!? increases from run to run, 
as the turbulence intensity is increased. 

In order to gain an insight into the effect of turbulence intensity, it is 
convenient to cross-plot the experimental results from Figure 6 in yet another 
form. The diagram in Figure 10 shows the variation of the ratio N u|Rell2 at am 
given intensity of turbulence to that at zero intensity, denoted (N u|Re!!2),, at 
different angular co-ordinates @ and for different Reynolds numbers. It is seen 
that the effect is larger at lower intensities of turbulence and nearer the 
stagnation point and that it depends to some extent on the Reynolds number. | 
Hence it may be concluded that a given increase in the turbulence intensity 
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Figure 8 


Variation of local Nusselt number on a circular cylinder with turbulence intensity Tw and angular 


co-ordinate p. Crossplot from Figure 6. 
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Variation of local Nusselt number on a circular cylinder with turbulence intensity Tu and angular ! 
co-ordinate @. Crossplot from Figure 8. Runs 1,2,3 correspond to non-overlapping bands of 
increasing turbulence intensity, | 
a p=0°, b om =20°, ce = 40°, ad = 60°, 
----- theoretical value after Frozssuing [5], equation (2) 
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produces a larger increase in the Nusselt number in regions where the gradient 
of free-stream velocity is larger. 


5. Concluding Remarks 


The preceding, preliminary investigation demonstrates clearly the existence 
of a local effect from turbulence intensity on the Nusselt number across a 
laminar boundary layer with a favorable pressure gradient imposed on it. The 
effect appears to be largest at low intensity of turbulence and at points asso- 
ciated with the largest gradients of free-stream velocity. 

The present measurements are not considered to have been of a sufficiently 
high precision in order to permit us to supply definite, quantitative measures 
for this effect, but the magnitude of the effect was sufficiently large to justify 
the preceding qualitative conclusions. 

The preceding discussion, admittedly, constitutes a somewhat simplified 
interpretation of the experimental results. This is due to the fact that the 
changes in the structure of the free stream were not investigated in detail in the 
distance between the entrance section and the model. It is well-known that the 
oscillations carried by a free stream are amplified along streamlines, the largest 
amplification occurring along the stagnation streamline. It is, therefore, clear 
that the modification in the velocity profiles in the laminar boundary layer 
caused by oscillations will be governed by their amplitude outside the boundary 
layer, and not by those in the free tunnel. However, the detailed mechanism 
of amplification is not known, and one can only surmise that the increase in 
the heat transfer parameter Nu/Rel® with Reynolds number evident in 
Figures 6 and 8, even for the clear tunnel and for screen No. 2 for which the 
intensity of turbulence decreases with Reynolds number, is a consequence of 
this phenomenon. It is clear that a complete explanation cannot be obtained 
other than by further detailed measurements. 

It is pertinent to remark here that in a subsequent investigation on the 
effect of turbulence intensity on mass transfer from a cylinder in cross-flow, by 
H. H. Socin, V. SUBRAMANIAN and R. J. SoGIn [14] confirmed the preceding 
qualitative results. Quantitatively they found that the rate of mass transfer 
at a turbulence intensity of the order of Tu = 1-0% agreed quite well with the 
theoretical values showing a much smaller effect in the range 0-1%. By a suit- 
able choice of average values of the transport properties, namely by forming 
the Reynolds and Nusselt numbers with values of viscosity and conductivity | 
corrrsponding to the mean boundary layer temperature, and by inserting the 
free-stream density into the Reynolds number, it is possible to bring the 
values of the heat transfer parameter Nu/Rel? for the clear tunnel to good 
agreement with equation (2). The essential point, however, is that a further. 
increase in turbulence intensity causes large further increases in the Nusselt 


| 
| 
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number. Hence it may be concluded that the particular manner in which the 
properties u, k and 9 are averaged, has no bearing on the qualitative conclusions 


_ advanced in this paper. 
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Zusammenfassung 


Es wird das Problem des Einflusses der Turbulenz auf den Wärmeübergang an 
einem quer angeströmten Zylinder untersucht. Die Untersuchung beschränkt sich 
auf den Teil des Umfangs, über den sich die laminare Grenzschicht erstreckt. Einige 
ältere Messungen an der Vorderseite eines Zylinders werden miteinander verglichen, 
und es zeigt sich, dass ein wichtiger Parameter, nämlich die Intensität der Vortur- 
bulenz bei den Untersuchungen nicht berücksichtigt worden ist. Die bekannten 
Messungen von Schmidt und Wenner werden kritisch untersucht und der genannte 
Effekt wird an ihnen aufgezeigt. 

Weiter werden eigene Messungen der lokalen Nusseltschen Zahl beschrieben. Die 
Messungen waren durchgeführt worden an der Vorderseite eines einzelnen Zylinders 
im Querstrom, und zwar in drei sich nicht überdeckenden Gebieten der Intensität 
der Vorturbulenz. Die Versuchsanordnung wird beschrieben und mögliche Einflüsse 
der Veränderung der Druckverteilung am Zylinder werden diskutiert. Obwohl dieser 
letztere Effekt nicht völlig eliminiert worden war, zeigen die Versuche doch klar, 
dass steigende Turbulenz ein starkes Anwachsen der lokalen Nusselt-Zahl bedingt. 
Dieses Anwachsen ist bei kleiner Turbulenz besonders stark. Ein Vergleich mit der 
theoretischen Lösung Froesslings, die für Turbulenz 0 gilt, zeigt, dass die Turbulenz 
den Wärmeübergang in der Staulinie bis zu 80% erhöhen kann, bei einer Turbulenz- 
variation von 0-3%. 

Diese Ergebnisse, die qualitativ interpretiert werden, stützen die Hypothese 
einer früheren Veröffentlichung, die annimmt, dass der Effekt durch Änderungen 
der laminaren Grenzschicht, die hervorgerufen werden durch Schwankungen von 
zunehmender Amplitude, wie sie bei zunehmenden Vorturbulenzen auftreten, 
bedingt ist. 


(Received: September 22, 1960.) 


Biharmonic Solutions to the Steady-State Thermoelastic 
Problems in Three Dimensions 
By JErzy Nowinskı, Madison, Wis., USA!) 


(An abstract of this paper has been presented on the International Con-- 
ference on Partial Differential Equations and Continuum Mechanics in Madi-- 
son, June 1960). 


1. Introduction 


Because of a rising interest in thermal problems, much recent literature has! 
dealt with the complex question of thermoelastic fields in three dimensions. . 
Thus, confining ourselves to the case of a steady state of temperature in an! 


1) Army Mathematics Research Center, University of Wisconsin, 


| 
| 


Vol. XII, 1961 Biharmonic Solutions to the Steady-State Thermoelastic Problems 183 


isotropic body, we may cite the representativework by MINDLIN andCHENG[1]?), 
STERNBERG and MCDOWELL [2], SNEDDON and LockET [3], and McDowELL 
and STERNBERG [4]. The first three papers treat the semi-infinite body), while 
the last concerns a thick spherical shell in an axisymmetric temperature field‘). 

The diversity of methods used in these papers, even for related problems), 
suggests that it would be expedient to look for still another method having a 
somewhat broader applicability. One such method already has been introduced 
in ordinary (isothermal) three-dimensional elasticity and is due apparently to 
KELVIN [8]®), and Armansı [10]. It has been used extensively by TREFFTz [11]. 
The method corresponds, to some extent, to the method of KoLosov-MUSKHE- 
LISHVILI, based on the Goursat representation of plane biharmonic functions, 
which has proved to be so effective in deducing explicit solutions to many 
important problems in two dimensions. 

In what follows we deal with the application of the Kelvin-Almansi method 
to thermoelastic problems in three dimensions concerning infinite, semi-infinite 
and spherical regions. To make the paper self-contained we first briefly explain 
the basic equations, for future reference. 


2. Basic Equations 


Consider an isotropic homogeneous elastic medium occupying a region of 
space D with the boundary B. Let the body be in static equilibrium subject to 
a steady-state temperature field 7(P), P being a point in D + Band T being 
measured above a uniform temperature in which the body remains unstrained. 
With no loss in generality, we may assume that surface tractions and body 
forces are absent, since by virtue of the linearity of the problem, postulated in 
the following, the influence of an external load can be determined by solving 


an ordinary elastic problem’). 
Within the classical theory of elasticity, the pure thermoelastic problem 
(in the aforementioned sense) is governed by the linear strain-displacement 


2) Numbers in brackets refer to References, page 148. 

3) In the paper [3] the case of an infinite thick plate is also solved. Apparently, this case was 
previously solved by Lurte [6], page 193, using thermoelastic potential, and SHARMA [7] using 
Fourier integral representation. 

4) The limiting cases being a solid sphere and an infinite medium with a spherical cavity. 

5) In [1], an arbitrary distribution of temperature is treated by an extended scheme of Goo- 
DIER [5]; in [2] a steady-state heat flow is approached by the method of GREEN; and in [3] double 
Fourier transforms are used. In the paper [4] the method of thermoelastic displacement potential 
is employed. 

6) See in this connection the book by SOKOLNIKOFF [9], p. 335 and 351. 

7) It is implied that the temperature increase T(P) does not effect the value of the elastic 
moduli and the coefficient of thermal expansion. In the last case the third term in the Duhamel- 


Ye 
Un Hf (0) ad. 


Neumann equations of state (2) takes the form “a ER 
0 
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and stress-strain relations together with the homogeneous equations of equi- 
librium. With reference to a rectangular cartesian coordinate system x; 
(i = 1, 2, 3) and in index notation, these conditions provide the following field 
equations: 


2e,; = Ui; + Wi (1) 

v 1 + 12 
Tij = Zu Les, qi à ( 2y kk Mer T) di; ’ (2) 
hi = DR (3) 


where the usual conventions of summation (by repeating indices) and differen- 
tiation (by means of a comma) have been used. «,, e;; and t;; denote, as usual, 
the components of displacement, strain and stress, respectively; 6;; is the 
Kronecker delta, u the shear modulus, » Poısson’s ratio and «the coefficient 
of thermal expansion. 

To the general field equations (1), (2), (3), which are valid throughout the 
region D occupied by the body, we must add the boundary conditions which, 
for the pure thermoelastic problem (i. e., for the boundary B free of tractions) 
take the form ENT. (4) 


Teh ee) 


y; being the components of a unit vector normal to the surface B. 

Substitution of (1) and (2) into (3) provides the Duhamel-Neumann field 
equations in terms of displacement. 

After changing from indicial notation to vector notation, which is more 
expedient at this stage, we obtain 


Au + x grad divu — B grad T=0, (5) 


where # denotes the displacement vector, E YOuNG’s modulus, A the Laplace 
space operator and x= 1/(1— 27), B= E « x]u = 2 (1 + ») «](1 — 2»). 
Let us now turn to the temperature field. Assume that the heat is generated 
at no more than a finite number of points situated in D + B. Then for a 
steady flow of heat, the governing temperature field equation is the Laplace 
equation 
AT=U, (6) 


provided that the body is thermally isotropic and homogeneous. Thus T(P) is 
a harmonic function, i. e. regular throughout the region D + B, except at the 
points of generation of heat where it may become singular®). 
Denote the dilatation by 
G=divu (7) : 


8) By the boundary value or the value of a function at a singular point we understand in the | 
sequel the value of the function obtained by a suitable limit process. 
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and take the divergence of both members of (5). Because of the temperature 
equation (6), this gives 

AG=0., (8) 
a relation which is well known for the isothermal problem. Now, taking the 
Laplacian of both members of (5), we derive, in view of (8) 


AAu=0. (9) 


Thus every component of the displacement field, in the steady-state thermo- 
elastic problem under investigation, represents a biharmonic function, as in 
the isothermal case. This permits us to utilize in the solution of the thermo- 
elastic problem a method which was worked out for the isothermal case. 

In preparation for an application of the method?) let us observe that if 
¢@(P) and y(P) are two arbitrary functions harmonic inside the region D and 
if y is the modulus of a position vector 7 = xj, %,, X, then 


ea ta Bak) Ci) (10) 


is a solution of the biharmonic equation in the region. This assertion may be 
proved by direct substitution of (10) into (9). Moreover, the converse is true!®). 
Every biharmonic function Y(P) in D can be expressed in the form (10), where 
¢(P) and y(P) are harmonic in D. Thus we have a general representation of 
biharmonic functions in terms of pairs of harmonic functions. Since Equation (9) 
was derived from Equation (5) by differentiation we can assert that every 
solution of (5) is a biharmonic function, but the converse may not be true, 1. e., 
not every biharmonic function is a solution of (5). In order to obtain a represen- 
tation formula for the solution of the differential equation (5) we must fulfill 
the additional requirement (8), viz. that the divergence of the biharmonic 
vector function # must be harmonic function. 
Represent the displacement vector in the form 


=> 


n(P) = d(P) + r grad p(B) , (11) 


where 4(P) is a harmonic vector (a vector whose components are harmonic 
functions) and y(P) is a harmonic scalar function. Since the components of the 
gradient of a harmonic function are themselves harmonic, the representation 
(11) provides, by virtue of what was said in connection with (10), s solution of the 
field equations (9). It may be shown by simple calculation that (11) also becomes 
a solution of (5) if the following relation between the harmonic functions p(P) 
and d(P) exists: ir ee 

2 ie D(P) dr. (12) 


eier 
0 


9) See ALmansı [10], TREFFTZ [11], BERGMAN and SCHIFFER [12]. 
10) See [12], page 230. 
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Here the integration is to be performed along a fixed position vector and 


D(P) =2[y+ @+mr | =-rdvd+BT+c. (13) 
The constant of integration C which depends on the direction of integration 
has to be determined in such a way that D(P) really is a harmonic function 1). 
Then, by a known lemma??), y will also be harmonic, which implies the har- 
monicity of the divergence of # in (11), as was demanded. It is now possible 
to construct an infinite set of particular solutions of (5) by starting with an 


arbitrary harmonic vector function & (i.e. with three arbitrary harmonic 
scalar functions ¢,, 7 = 1, 2, 3) and deriving the fourth harmonic function w 
by means of the relation (12). 

We now observe that since the stresses arise from the displacements by 
simple differentiation and the operator of partial differentiation commutes 
with the biharmonic operator, the stresses induced by the steady heat flow 
are biharmonic functions, a result known in ordinary elasticity. 


3. Some Theorems on Harmonic Functions 


As a further preliminary we shall quote, for future reference, two theorems 
concerning harmonic functions. The regions that we shall consider here are the 
half-space, the plate and completely regular regions. The latter are defined as 
closed finite or infinite regions that are bounded by closed smooth surface??). 
In the case of infinite regions, we shall assume that the harmonic functions 
considered are regular at the point at infinity. This means that the functions 
tend to zero at infinity no slower than 1/o and their partial derivatives no 
slower that 1/0”, where o designates the distance from any fixed point. 

Bearing this in mind we formulate the following theorems. 


Theorem 1. A function which is harmonic in a completely regular region and 
vanishes at all points of the boundary must vanish identically in the region. 


Theorem 2. A function which 1s harmonic in a half-space and vanishes at all 
points of the bounding plane must vanish identically in the half-space. The proof of 
the first theorem may be found in any book on potential theory!#). A proof of 
the second theorem is given in the Appendix. 


11) Of course the middle expression in (13) is harmonic, since y is harmonic by hypothesis 
and from this results the harmonicity of r (Ow/0r) as may be trivially proved. Clearly, the right-hand 
side of (13) is harmonic if C is harmonic, since the divergence of a harmonic function is harmonic 
and T is harmonic by (6). 

12) [12], page 230. 

12) A smooth surface is a surface with continuously turning tangent plane. An example of an 
infinite completely regular region provides the entire space exterior to a spherical surface. Our 
requirement of complete regularity of the region may be considerably weakened. See in this con- 
nection the regularity conditions introduced, e. g., in [13], page 113 and 217. 

2ESeszer er lain 21e: 
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We now proceed to apply our general considerations to the steady-state 
thermoelastic problem for some fundamental regions. 


4. The Half-Space 


Denote now the cartesian coordinates by x, y, z. Let the half-space occupy 
the region z > 0 with the boundary z = 0. 

We shall show that for a steady flow of heat, s simple particular solution 
of the type (11) permits us to obtain a general solution for the case considered. 

To this end drop the nonessential constant in (13) and assume in addition 
that 


divg=ÊT. (14) 


Then from (13) we find that D(P) = 0 and from (12) that y(P) = 0. This 
shows that we seek the solution to rise problem in the form 


u,v, © = $1 bn bs, (15) 


where u, v, w denote the components of the displacement vector # and 6; 
(¢ = 1, 2, 3) are harmonic components of d. Since from (7) in the case con- 
sidered 

§ = divé, (16) 


e confirm the fulfillment of the condition (8) that the dilatation be harmonic 
and find 


a (17) 
x 
e shall show that the solution (15) constitutes the complete solution to our 
roblem. To this end we change x; (i = 1, 2, 3) to x, y, z in (2) and using (17) 
rite explicitly the components of stress acting on an element parallel to the 
lane'z = 0: 


T u (u,. at w,,) , 


Tey — (d,; ai w:.) , (18) 
. Pr 
er x T). 


Since the partial derivatives of harmonic functions are themselves harmonic, 
nd u, v, w and T are harmonic, this result shows that the stresses (18) are also 
armonic. . 

In order that the displacement (15) respresents the complete solution to 
ur problem it has, first of all, to meet the boundary conditions on the plane 
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z — 0. These are in terms of stresses: 


Fae Ty ee N on Ze (19) 


ZX zy Zz 


Furthermore, we shall require the fulfillment of the following conditions: 
a) the displacements and the stresses are regular except perhaps at the points 
of singularity, and except b) the components T,,, T,,, T-. Which are bounded 
everywhere in the region D + B; c) the resultant of the stresses acting on any 
surface enclosing a point of singularity, if any, and lying in D must vanish; 
d) the stresses must vanish in infinity #). 

Denote the stress vector acting on an element of area parallel to the plane 
z= const. and having the components T.,, 1,,, T,, by {.. It is bounded and 
vanishes on z = 0, by (19). Hence we may utilize Theorem 2 to conclude that it 
must vanish identically throughout the whole half-space. In other words, the 
stress field induced in the half-space by any steady-state temperature field is 
plane and parallel to the bounding plane. 

This theorem which follows as a natural consequence of the theory of har- 
monic functions extends the remarkable result of STERNBERG and MCDowWELL [2] 
inferred in the special case of an arbitrarily prescribed surface temperature 
(bounded ‘region of exposure’). It is important to note in connection with the: 
Equations (18) that although their right hand sides represent bounded functions, . 
the boundedness does not concern the individual terms in (18) taken separately. 
Thus the derivatives of the components of displacement as well as the tem-- 
perature may not be bounded. 

In the case of rotational symmetry around the z-axis we obtain instead of: 
(18) by transformation to the cylindrical coordinates 7, z 


lop = (Uy, +), | 
NT (2 w.— 5 als | (18.1) 


where w, is the radial component of the displacement. In this case we put ”,, 


w = 1, Ps, the tangential component of the displacement vanishing identically. 
Again instead of (19) we obtain 


zr zz 


oo — on =), (20) 


Since the right-hand members of Equation (18) or (19) vanish identically; 
throughout the region D + B, they establish important general relations be- 


tween the harmonic functions ¢, (i = 1, 2, 3). A trivial integration, neglectin 

15) The property d) is evident if one considers any hermispherical surface drawn in the body. 
around a point on the boundary. For no resultant vector and moment of stresses acting on this 
surface, the stresses must go to zero with growing radius of the hemisphere. Apparently, we do not! 
require that the displacements vanish at infinity and we shall see later that they may not vanish 
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nonessential harmonic functions of integration, yields the following result in 
the non-symmetric case: 


u=d,=— | $5,dz, | 
v=¢,=— | $3, dz (21) 

w—h= [ Taz; | 

and in the case of rotational symmetry 

ee by de; | 
5 | (22) 

BNP = i / IN el | 

Denote | 

DT (23) 


where ®, of course, is harmonic. A comparison of (21) and (22) with the cor- 
responding representation in [2]16) shows that 


1 
De TE (24) 


ZU 


where y is the Boussinesq three-dimensional logarithmic potential applied in [2]. 
The strikingly simple result obtained in the preceding discussion permits us 
to solve a whole class of thermoelastic problems by a mere substitution of the 
expression for the temperature in (21) or (22), provided the temperature field 
for the prescribed steady-state heat flow is known. 
A detailed study of particular problems being beyond the scope of this 
{paper, we now turn to a brief outline of some characteristic solutions connected 
with the half-space. 
| 1. At first consider a point source of heat located at the bounding plane 
= 0. The solution of this problem was given by MELAN and PARKUS [14], p. 74, 
sing thermoelastic displacement potential and LOVE’s displacement function 
(the latter in order to remove the stress on the plane z= 0 created by the 
ormer function). The final result of [14] can be at once predicted from our 
revious argument, and the solution reduces to the following trivial reasoning. 
For a thermally insulated bounding plane 


en R= (2+ z)ın (25) 
here Q is the constant rate of heat introduced per unit time and A the heat 


16) Equations (31) and (32). 
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conductivity. By introduction of (25) into (22) we obtain the associated field 
of displacement 


Oe | 

Ü 4wk R+2 (26) 
Dee (il =e 2) 

y = LICE tog (R + 2) | 


A simple inspection shows a singular behavior of displacements at the 
(singular) point of generation of heat, while at the point at infinity only w 
increases infinitely. The stress field generated by (26) renders the components 
t., and t,, identically equal to zero, while the remaining nonvanishing compo- 
nents of stress become 


_ ONE. 1 
wer. mes | N 
(27) 
__ QEx Zz | 
"$6 ~ 4g K R(R+2)~ 


These components tend to zero at infinity in accordance with the property 
d) required previously. 

2. The case of a given surface temperature in the region of exposure on 
z = 0 has been explored, as already mentioned, in [2] and [3], for two types of. 
regions and distributions. Referiing the reader to these papers for a detailed. 
discussion, we borrow the formulae for the temperature field in the particular 
case in which a unitorm temperature distribution exists over a circular region | 
of exposure. 

In Sternberg- M+ Dowell representation, we thus obtain 


T(r, 2) = IR TER, 9) — F9 — 2) + BFE, 0), (28)) 
se 22 J 

E(k, 0) and F(r, 0) being the incomplete elliptic integrals of the first and second. 
kind in the LEGENDRE’s normalform referred to the modulus k and the argument 
0, while K’ and E’ are the corresponding complete ecliptic integrals referred! 
to the complementary modulus k’. There designate 


Vo Ve : (29% 
To = [(a + rn)? +222, 
and 
sin 0 = 71 cos 8 = — Verden, (30) 
2 ale : 


a being the radius of the (circular) region of exposure. 
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The representation by SNEDDON-LOCKETT leads to the following alternate 
formula in terms of the Bessel functions of the first kind: 


5 i Y re 
T2 = To | Jile) Sol e)e * "do, (31) 
0 
in which, in accordance with the notation of Eason, NOBLE and SNEDDON us, 
the improper integral can be also written down as /(1, 0; 0) with 
ws; À) =) J lat) Jot ee at. (32) 
0 
Since the elliptic integrals in (28) and the last integral have been extensively 
tabulated their numerical evaluation presents no difficulty. Of course, the two 
representations quoted above are equivalent to each other. This is shown in 
115]. 
By utilizing either representation, e. g. (31), we obtain the associated field 
of displacement by a simple substitution into (22). In this way it may be 
trivially established that, in the case considered, 


w.=allrv)al,/!(1,1;—-1), w=—a(l+yraT,7(1,0;—1}, (33) 


in agreement with the result in [3], page 5. 

Since the determination of the displacement and stress fields in the half- 
space demands a mere knowledge of the associated temperature fields, many 
thermoelastic problems for the half-space may be at once solved provided the 
respective steady-state temperature problems are already solved. Let us quote 
here some more characteristic examples of known temperature fields which 
may be of interest: a) circular region of exposure at uniform temperature with 
no flow of heat over the rest of the bounding plane [16]; b) uniform flow of 
heat over a circular region with no flow of heat over the rest of the bounding 
plane [16]; c) uniform flow of heat over a circular region and zero temperature 
of the rest of the bounding plane [16]; d) a point source soaring over the boun- 
ding plane at a fixed distance [17]. 


5. The Infinite Thick Plate 


The foregoing analysis may be easily extended to the case of an elastic 
body bounded by two parallel planes, e.g. z= 0 and z=h, but otherwise 
unlimited, i.e. to an infinite thick plate. Apparently, we might start with a 
theorem corresponding to the Theorem 217). It is simpler, however, to choose a 
more heuristic approach. 


17) According to the oral communication of Professor C. Wırcox, the proof of such a theorem 
for the infinite plate, sketched by him, involves subtle mathematical argument. 
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Observe that since the stress vector a on the planes parallel to the bounding 
plane of the half-space vanishes throughout the body, no interactions between 
the horizontal layers of the half-space exist. Thus we may separate a layer, 
say 0 <z < h, of the half-space from the remaining body without influencing 
the stresses in the disconnected parts. The complete solution to the problem is 
obtained by substitution into the Equations (21) or (22) of a solution of the 
equation of steady heat flow appropriate for an infinite plate. 

As already mentioned, the case of an infinite plate has been treated in 
some detail for a suitably chosen and axially symmetric surface temperature 
distribution e. g. in [2]. Hence we confine ourselves to a particular illustrative 
example of a point source of heat of strength Q located at the upper face of the 
plate while the lower face of the plate is kept at zero temperature. In this case 


O0 


Fand ea) simian (2) 
a Dae IK | coshah = Ex 


with X as thermal conductivity. 
By substituting (34) into Equations (22) we get in a trivial way 


ave (il +»)aQ phen sinh « (h — z) de 


IE A a ewe a cosh « h 
0 
. (35) 
thet ase (1+»)«Q0 f Jia”) cosh « (h — 2) 7 
> 2a K / acoshah ~~’ 


0 


in agreement with the result of LuRIE [6], p. 196, obtained by a rather involved 


argument, using in the case of a layer equations similar to our general equations 
(2b). 


6. The Sphere 


Let us now consider regions bounded by spherical surfaces. We shall confine 
ourselves to the solid sphere since the corresponding solutions for a thick 
spherical shell and a spherical cavity in an infinite medium may be obtained 
by a similar reasoning. 

Take the center of the sphere at the origin of coordinates and denote the 


radius of the sphere by a. Let the sphere be immersed in an arbitrary steady- 
state temperature field18). 
18) A formal solution in integral representation for the sphere subjected to an arbitrary tem- 


perature field was obtained by BoRCHARDT [18] in 1873. For the axisymmetric temperature field, ! 
see [4] and Footnote 2. 1 
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We assume the following expressions for the components of the displacement 


U dy + (r? — a?) we 


v = dy + (7? — a?) Vy, | eo) 


and we shall show that for a suitable choice of the functions ¢, (i = 1, 2, 3) 
and y they may represent a complete solution to the problem. 
We observe first that (36) becomes a solution of (5) if by virtue of (12) 


r 


Yaganayr | 24+ WaT br, (37) 
0 
with the notation 
à 1l— 2» 
80=$1.+b2,+4325 À =. (37.1) 


Hence the components of the associated field of stress become 


T,, = 2 u (ds, - ug (7? zZ a?) Wzz a 22%, + À) , 


le, = [NO 4 Coat 2 du +2 ye dv); (38) 
Tex =Uldiz +hsxt2(r—-2)y,, +2(xy,+2v,)], 
1. bbs, ti, te Da, 2 (vv.+7v,)): 
where 
B=- — (Oo +279, — re ne 


In order that the stresses conform to the boundary conditions (4), in the 
absence of the surface tractions, the following equations must be satisfied by 
the functions &, (¢ = 1, 2, 3) and y on the surface 7 = a: 


2401, IE Y bs. + 2 Pa: + 3% Pry si 261: 
224190, +2r0,rV9x=0; 

x Oy 29 Pay Ein 20s, + X 0. >= Zp». 
+2yry +279, +09 =—0, 

X Wy. + Y boy, + OR SUR pe aa Baar Y Pay 
PARA AS on 0, 
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with the notation 


= 7, 0» -(4n)aT. (41) 

It may be shown by direct substitution that by virtue of Equations (5) the 
left-hand members of the above equations are harmonic. Thus since they 
vanish on the boundary r = a of a bounded region they must vanish identically 
throughout the entire region occupied by the body, according to the Theorem 1. 
From this fact we derive the important conclusion that the only nonvanishing 


components of the stress vector 2 (Z, H, Z) which act on elements of spherical 
surfaces centered at the center of the body are 


Eu (ee + Vey) HD): 
H=2u (Wy V+ Bay + Bye?) (42) 
Z=2u z Vy = SE LS ER : ) 


We turn now to the system of equations (40) which we have found valid for 
the whole interval 0 <r < a. Simple computation reduces the system to one 
equation for the function y 


Py t2(L+yry,+ tr) pt <0. (43) 


We assume now that the harmonic function y defined in the bounded simply 
connected region can be represented in a series of solid harmonics!?) 


v= S'a,(7)" 10.0. (44) 


where a, are unknown coefficients and 0 and ¢ angles of latitude and longitude, 
respectively. We assume, furthermore, that the temperature, being an arbitrary 
harmonic function of coordinates, can be represented by a similar series 


r= S(7)" YO, 0) (45) 


n=0 


Substituting of (44) and (45) into (43) and comparing of coefficients yields 


er TE 
a, = 2 [n®+n (2 Wy (1 = v)] Qa, (46) 


the series representation (44) being now complete. 


1%) Evidently the solution of Equation (43) can be easily found in a closed form, but the method 


adopted in the sequel and modelled on the procedure of TREFFTz seems to be more convenient for 
practical purposes. 
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Our next aim is to obtain the components 7,., T,g and t,, of the stress 
vector ¢, resolved along the radius and the tangents to the meridian and the 
parallel at a point. By simple projection of (42) on the directions considered 
we find 
t,, =p (7° — a) [2 (p,, cos? D + wp ,,, sin? 6) sin? 6 + 2p ,, cos? 6 


yy 
+ p,ySin2¢sin? 6+ (y,,cos¢d+y,,sin g) sin 2 9], 
T,p = u ir = a?) L(y, x cos? db a Duy sin? d a YW -- 
i : 47 
+ Y,7 Sin 2) sin20+2(p,,cosd+yp,,sin ¢) cos 2 6] , en 


v3 = 4 (7? — a’) |(-y,sin2d+y,,„sin26 


+ 2, cos 2 à) sin 0 — 2 (y, sind — y... cos à) cos 6]. 


We observe that the computation of the components of stress acting on the 
elements of area perpendicular to the radii does not require the knowledge of the 
functions ¢; (¢ = 1, 2,3). This important conclusion greatly simplifies the 
following calculations. 

In order to find the effective equations for the stresses let us decompose (47) 
into the particular solutions corresponding to the separate terms of the series 
(44) and denoted by the superscript n. In this way we find by lengthy but 
trivial computation 


n 7 a? NER 
Tr" = Î |. || ) (0,0), 


a 


Zen. A (48) 


nn di = AN : | Y„s (0.9), 


a) sin 6 


where 
jee XL ep) CES D | (48.1) 


n(1+2»)n+(1+») 


In the event that the arbitrary temperature distribution becomes sym- 
metric with regard to the axis through the poles, the surface harmonics reduce 
to zonal harmonics, or Legendre-polynomials P,(p) with p = cos6. This reestab- 
lishes the known result for the axisymmetric problem derived in [4]. 

The preceding discussion hinges on the series representation of the function 
y (44). Since, by hypothesis, y is harmonic inside the region of the sphere its 
expansion in a series of solid harmonics is uniformly convergent in this region 
[13], p. 251 a. subs. Such a series, however, may also be regarded as a power 
series in three variables (x, y, z) according to the definition of the spherical 
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harmonics. Hence by virtue of the known theorem regarding power series *?), 
any given partial deriivatives of y will be represented inside the sphere by a 
uniformly convergent series obtained by a termwise differentiation of the 
series (44). The series for the stresses T,,, T,g, 7,4 (48) being obtained in this 
way these series must: be uniformly convergent inside the region considered. 
Since the aforementioned stresses vanish on the boundary 7 = a, we need not 
investigate the convergence there. 

Computation of the remaining components of the stress field 7,4, Ty, and 
T9 as well as of the associated field of displacement requires the determination 
of the harmonic functions ¢, (7 = 1, 2, 3) from (40). With no essential difficulty 
involved, this can be done following the procedure outlined by TREFFTZ [11], 
p. 104, for the isothermal case. 

It is obvious that using series representations (44) and (45) in negative or 
in negative as well as in positive powers of 7 we can obtain in a like manner the 
solution to the thermoelastic problems relative to arbitrary steady-state tem- 
perature distributions in a infinite medium exterior to a sphere (a spherical 
cavity in the infinite space) or in a thick spherical shell. 

In the foregoing discussion the components of the stress field have been 
represented in terms of surface harmonics which, bearing in mind the expansion 
(45), can be assumed as being known if the associated temperature field 
T(r, 0, 6) is known. Suppose for definiteness that the temperature distribution 
on the surface B of the sphere is prescribed, T(a, 6, 6) = S(6, 6); S(0, D) being | 
a sufficiently regular function of @ and d, say, its square is integrable over B. 
Then the series 


S(#, 6) = I ¥,(0, 4) (49) | 


n=0 


converges in the mean to S(6, d) and the spherical harmonics Y,(6, 6) can be: 
represented by the given function S(6, &) as well as by the extensively tabulated | 
Legendre polynomials F,(u) and the associated Legendre functions P’”(w),, 
where u = cos 0. In fact, we have the following known representation: 


¥,(0, 8) = cé" Pula) + 2 (chy) cos mb + df? sin mg) PO” (u), (59) ) 


m= 1 


where for = 1 
On = du | S(O, 6) Pi" (u) cos m d do , 
(B) 


, (51) 
an ” Om | S(B, 6) Pu) sin m d do 5 


(B) 


20,7 See e. g. [13], page 137. 


Vol. XII, 1961 Biharmonic Solutions to the Steady-State Thermoelastic Problems 147 


and 
(2n +1) (n — m)! 


mn) 2% (n+ m)! e 


m 


Heree„=1ifm>0,e„=2ifm=0and P(u) = P,(u). Forn= 0 we get 
simply Y(9, 6) = cl”, where c) has to be computed from the first equation 
(51). 


APPENDIX 


Proof of Theorem 2. Consider a harmonic function u(P) satisfying the 
requirements of the Theorem 2. 

Let the half-space occupy the infinite region z > 0. To prove the theorem”), 
define u(P) for negative z as an odd function of z: 


U(x, y, — 2) = — U(x, y, 2). (a) 


First let us show that this new (extended) function u(x, y, z), — © < 3 < 0, 
is harmonic throughout the entire space. To this end, construct a sphere S 
with an arbitrary radius o, and the boundary &, the center of the sphere resting 
on the plane z = 0. 

Define a new function v(P) which is harmonic in S and which takes on © 
the same values as #(P) on &: 


OLE) == WE) = tory Plon (b) 


It may be easily shown that v(P) = 0 on the plane z= 0. In fact, an 
auxiliary function w(x, y, z) = 1/2 [v(x, y, z) + v(x, y, — 2)] is harmonic in S as 
a sum of two harmonic functions in S, and vanishes on & because of (a) and (b). 
Hence, by virtue of the Theorem 1, certainly 


Die) = for Pon c= 0, (c) 


But 
UP) =<(P), for Pon z= 0 (d) 


by construction, hence the function v(P) vanishes on the plane z = 0. This 
plane divides the sphere S in two hemispheres. On the bounding surface of 
each of these hemispheres the values of v(P) coincide with the values of #(P). 
In fact, on the hemispherical surface this results from (b) and on the plane 
z = 0 both functions are zero, v(P) by (d) and u(P) by hypothesis. Hence, by 
virtue of the Theorem 1, the difference # — v vanishes inside any of the two 
hemispheres and u = v throughout the sphere S. Hence the extended function 


21). The main line of the proof is modelled on SoBoLov’s proof of the uniqueness of solution of 
the Dirichlet problem for the half-space [19]. In the argument we use the Liouville theorem which 
states that a harmonic function bounded in the entire space is constant. 
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u(P) is harmonic in S. Since the location of the origin and the radius of S are 
arbitrary, this conclusion concerns also the entire space. 

Recall now that by hypothesis #(P) is bounded in the entire space. Hence 
by virtue of the Liouville Theorem, it is constant in the entire space. But it 
vanishes on z= 0, thus it may be only zero everywhere. This completes the 
proof of the Theorem 2. 
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Zusammenfassung 


Die Kelvin-Almansi-Darstellung einer Bipotentialfunktion vermittelst zweier 
harmonischer Funktionen wird zur Lösung elastischer Wärmespannungsprobleme 
für stationäre Temperaturfelder angewendet. 

Es werden die Wärmespannungen infolge willkürlicher stationärer Temperatur- 
felder in einigen fundamentalen Bereichen, nämlich im Halbraum, in der dicken 
Platte und in der Vollkugel untersucht. 


(Received: Juli 25, 1960.) 


On the Dynamics of Turbulent Vortical Flow 


By ALAN REYNoLDs, London, Great Britain!) 


The problem of the mathematical representation of the vortex flows occur- 
ring in nature has so far proved intractable. Two lines of attack have been used: 
the study of simple solutions of equations potentially capable of adequately 
representing the phenomena, and the study of flows with the necessary geo- 
metric complexity but satisfying simpler equations. The recent treatments of 
vortex flows by DEISSLER and PERLMUTTER, LAY, LONG, PENGELLEY, ROTT, 


and Vurıs and USTIMENKO ([1]?) to [6)) illustrate various approaches to the 
same problem. Every contribution represents a compromise between conflicting 


demands of reality; as the fluid properties are specified more realistically, the 
geometric verisimilitude must be correspondingly reduced. 

In most of the physical situations of interest the flows are turbulent. Never- 
theless, most investigators have found it expedient to base their studies of 
vortices in real fluids on the Navier-Stokes equations, extending their conclu- 
sions to turbulent flows by introducing a constant eddy viscosity to represent 
the activity of turbulence. 

Here the problem of the turbulent vortex will be attacked directly, using 
an order-of-magnitude analysis to pick out the important terms of REYNOLDS’ 
equations. This approach does not lead to explicit solutions unless further, more 
arbitrary assumptions are made. But it does simplify the problem and thus 
provides considerable insight into the mechanisms operating to set up the 
basic flow patterns. Also, the reduced equations would seem to provide a 
suitable basis for further attempts at the detailed prediction of vortex flows. 

From the outset we neglect the viscous terms in the momentum equations; 
however, account will be taken of density variations, in order that the study 
be applicable to the interesting problem of the Ranque-Hilsch vortex tube. 


1) Imperial College of Science and Technology, Dpt. of Aeronautics. 
2) Numbers in brackets refer to References, p. 158. 
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Thus the analysis can be valid only for flows in which there is a fairly high 
level of turbulent activity, high enough for the turbulent mixing stresses to 
far exceed the viscous terms. This neglect of viscosity means that the results 
apply only in the turbulent body of the flow, away from solid boundaries where 
turbulence is suppressed. 

This investigation is particularly directed towards flows with large swirl. 
It is to such cases that the technique of approximation adopted is especially 
applicable. Thus the approximate results may be misleading if applied directly 
to ‘swirling pipe flow’ or other problems.in which the swirl is small compared 
to the axial component of velocity. 

Finally, it should be noted that body forces are neglected. Consequently, 
only those flows in which the typical centripetal accelerations greatly exceed 
that of gravity are within the scope of this treatment. This stricture is likely 
to apply only to flows of liquids since «hese ave commonly much slower than 
gas flows. 


1. The Governing Equations 


From continuity and EULER’s momentum equations we obtain, on taking 
mean values with respect to time and requiring the mean motion to be steady 
and axisymmetric: 


iL) 0 
7 Ov rem) + 02 iow) =0, | 
i) N Ÿ = 0 Uv" OP | 
y dr C @ uw) + (0 ww) — a aie | 
il 
ou run er 
OU = (o vw) + ins | 
1 oP 
Le eae ae oe eee | 


whereo= R+ 0’, u= U + w', etc. We have then 


euv=Ruv+o (UvVv+VwW+uv) 
etc. 

The introduction of time-mean values has brought order into the system, 
but at a great price. For it is immediately apparent that this system of equations 
does not specify a determinate mathematical problem: we have now more 
dependent variables than governing equations. General principles on which 
further mathematical relationships might be based have not yet been devised. 
This is the fundamental problem facing us. 

As we cannot investigate turbulent vortex flows by obtaining and studying 
explicit solutions of the governing equations, we are forced to extract what 
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information we can directly from the equations. To this end we shall simplify 
them by dropping the smaller terms, justifying these steps with an order-of- 
magnitude analysis. Three cases will be studied: nearly plane motions, nearly 
helical motions as would occur within long tubes, and finally a more general 
class including these as special cases. 


2. Nearly Plane Swirling Flows 


Exact integrals can be found for some of the governing equations if axial 
variations are restricted. Indeed, these first integrals can be obtained even 
with the viscous terms retained if the coefficient of viscosity is assumed constant 
The results are applicable to flows that are the same in every section perpen- 
dicular to the axis. 

Consequently, in allowing small axial velocities and small axial gradients 
we are working away from a firm base. We can expect that neglect of less 
important terms will lead to considerable simplifications and that the accuracy 
of the approximate results will be reasonably high. 

The scheme for the order-of-magnitude analysis is as follows. We take 


ed 


U,V Of), WæO(), + Dr 


~ 0(6) 


to represent the basic features of the flow, and 
uw, vi wm O(B), 0 ~ On) 
to represent the turbulence. 

Units are chosen such that 7, U, V, AP = O(1). Then R ~ O(1) also, for 
consistency of these assumptions with the equation governing tangential 
momentum; this result will be seen more clearly a posteriori. The quantities 
| B,Ô,e,n are, of course, assumed to be small compared with unity so that 


| terms of higher orders in them can be neglected. 
Introducing these orders into equations (1) we find: 


yRU=C+ Ode, fn), 
oP 5 0 72) _ a0) 
Ov Ty Or Be Be 


rRuv=G+ O(6e, Bd, Pl? x) , 


ne 
VY 


O(6) O(E, B) | 


where only the lower order terms are indicated and those not marked ions O(1). 
Note that residual errors due to non-zero compressibility remain in these 
relations even as 6, ¢ > 0 to give purely planar flow. The axial momentum 
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relation appears to be the least accurate of the simplified equations; it has 
come into being as the result of introducing perturbations to the planar flow. 

Integration of the continuity and tangential relations has still been possible. 
A result of some interest can be derived from the integrated forms. We have 


RAT 6, to UV =O. 


If the radial variation of REYNOLDs’ stress does not change decisively with U, 
we can write, for small radial flows: 
De aC iG, SOU 
RUV=——24 el Hla a 


y2 y? 


2 


Thus it appears that V ~1/r for small or vanishing U’s. This law is found to be 
obeyed in the fully turbulent region between two rotating cylinders, adjust- 
ments to particular boundary conditions taking place in boundary layers. But 
its justification for this case of zero radial flow is not simple unless the more 
general radial flow is considered first. 


3. Flow in a Vortex Tube 


Here the system of approximation 1s 


PO AU "OR. 


wo, wer OB), 00 (me 


Ed 


Units are again chosen so that 7, V, AP = O(1); as before, R ~ O(1), for 
consistency. 

The geometric specializations imposed seem natural in a problem of high- 
swirl flow in a tube, although they will not necessarily be valid near the ends 
of the tube if there are constrictions there. Introducing them into the continuity 
equation (1), we find that | 

Wal 
€ 


at most, so that 


N RL tn : 
5 RU) + (RW) = Of? 9) . 
Ole) Ole) 
Also, 
oP ve 
ae ee 0) 
"(RV W) ++ 2 2 Ruv) = O(RO, BP 
OE ea seule (3) 


TR ee Peers xi) 
“og + pg (RW?) +7 sr Rivw) = 0(8 4, + Bien). 


0(6) O(e?/ö) O(B, €2/0) 
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The accuracy of these simplified results does not seem to be as high as that 
of equations (2). However, detailed investigations of the flow within a vortex 
tube have been made by the present writer; these experimental data allow 
estimates of the errors to be made for this particular case. 

The vortex tube was about 7-5 cm (3 inches) in diameter and about 120 cm 
(48 inches) long. Air entered through slots cut tangentially through the wall 
near one end and escaped to the atmosphere through throttling devices at the 
ends of the tube. Internal flow measurements were made with a variety of 
blockages at the ends of the tube — solid end plates, orifice plates, perforated 

plates, or no blockage at all. Eight configurations were studied for overall 
pressure ratios of 2-0 and 2-3. 

In the turbulent body of the flow we find, typically, W/V ~ 1/4, suggesting 
that e ~ 6/4. Considering the pressure distributions we find, typically, 


AP LAR. i 
LA een 


relating changes down the length and across the radius of the tube, suggesting 
that 6 ~ 1/50, e ~ 1/200. The experimental results indicate that for balance 
of the tangential and axial momentum equation we must have f not very dif- 
ferent from 6 ande. Say ß ~ 2e ~ 0/2 ~ 1/100. This implies that the intensity 
of turbulence in the tube ~ 10%. As this is of the order expected, it offers a 
slight check on these estimates. 

Finally we must estimate 7, the order of the turbulent density fluctuations. 
The following considerations allow us to do this. 

If the fluid is homogeneous (that is, such that it would be homogeneous on 
being brought to rest) the density fluctuations will be dependent on the turbulent 
velocity intensity. It seems plausible that these density differences are main- 
tained by the centripetal pressure gradients within the eddies forming the 
turbulent velocity field. The pressure difference from core to periphery of 
a ‘typical’ eddy is related to the velocity field by 


p ~ Ru? ~ O(f). 


We know that o'/p'= K, the compressibility of the fluid. Hence, 7 ~ K f. 
We have now only to estimate K, the compressibility, in the units appro- 
riate to this study. We have taken AP, the pressure difference across the 
ortex, ~ O(1). But in the high velocity air flow of the experimental situation 
e have also AR, the density difference across the vortex, ~ R = O(1). Then 


n the appropriate units. Finally, 7 ~ 1/100. 
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We can now give estimates of the error terms in this situation as percen-: 
tages of those retained: 


L 2 RU) - ° (RW) = 0(20%) , oe 
0 Oz 
er =R de + 04%) , 2 terms 
OY Y 
) Peet eS Pore N 2 | 
= (RV W) + — (0 Ruv) = O(15%) , I term | (3a) 
ERW) + Io Rae) = 00%), Item 
or 
OP» de fe : | | 
+ gh? Ruuw)=0(10%), 2térms. | 


The number of the larger rejected terms is indicated to the right. 
Very likely the errors estimated for the continuity and tangential momen- 
tum equations are much too high. The more accurate forms of these equations 


are 
Le RU) + 2(RW) + > (row) = O( PE») 
EU, 0 ft N een \ ae 
ana AE 1 04 V o' u') = Olde, Bo). 


The estimates of the mixing terms were made on the basis of 100% corre 
lation; for example, 0’ w = O(p1% n). In reality, the correlations will be muci 
lower, and the error terms dependent on them correspondingly reduced. It 
seems likely that 0° u’ > 0 in vortex flows, since lighter lumps of the turbulemi 
fluid will tend inwards under the action of Archimedean buoyancy forces. This 
finite correlation will definitely introduce errors into the simplified equations: 
although much smaller errors than those estimated above. 

Finally, we conclude that the terms neglected in the simplified equation 
are probably only a few per cent of those retained. The simplified forms shoulc 
represent the mass and momentum balances with accuracy sufficient for mos 
purposes. 

Although it is not possible to obtain integrals for this case, some of the 
gross features of the flows in the central part of the vortex tube can be graspee 
using the approximate relations (3, 3a). 

The tangential momentum relation is no longer a simple balancing of th 
Reynolds’ stress term against convection of mean vorticity; the effects 
axial convection are not negligible here: 


RU(S + )+RWY- 2 (PRWV). 
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(Note that the simple continuity relations are sufficiently accurate in both 
systems of approximation to allow the mean-motion acceleration terms to be 
written in their more usual forms without altering the orders of the errors.) 

The simple radial equilibrium relation, 


retains its applicability in this type of flow. 

We have found in equations (3a) that the axial momentum equation can 
be simplified even farther, by dropping the mean-motion accelerations, without 
introducing disastrous errors. Although the final result is the least accurate 
of the set, it us sufficient to show that axial pressure changes are chiefly 
accountable to REYNOLDs’ stresses. This result is in accord with the conclusion 
reached upon examination of the experimental results on which the estimates 
of the errors are based. 


4. The Vortex Shape Hypothesis 


A key feature of the two systems of approximation just considered is the 
relationship between the gradients within the vortex, the requirement that 
changes of any mean-value function be much more gradual in the axial direction 
than in the radial direction. It seems appropriate to term this a vortex shape 
hypothesis. The considerable simplifications of the equations of motion are 
chiefly accountable to the introduction of this concept. 

The hypothesis has needed little justification in the two cases that have been 
examined. In the former, small perturbations were imposed on planar flows; 
in the latter, the elongated chamber in which the motion took place offered 
good reason for the assumption. But, as we shall now see, this approximation is 
useful for other vortex problems to which its applicability is not so immediately 
apparent. 

On examining the swirling flow of water through a contracting conical 
chamber, BINNIE and TEARE [7] found a cylindrical air core. This parallel- 
sided streamsurface indicates that the hypothesis is valid away from the 
tapering sides of the chamber. The study of swirling flow through a convergent- 
divergent nozzle (BINNIE, Hooxincs, and KAMEL [8]) revealed again a cylin- 
drical air core in the contracting subcritical flow above the throat. The super- 
critical flow below the throat did not form a cylindrical core along the axis but 
fanned along the diverging walls. However, a supercritical flow will not neces- 
sarily violate the assumption that radial changes are very much more rapid 
than axial. If the flow is retained within a cylinder, the hypothesis may still 


be valid. 
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A somewhat similar situation is found in the vortices shed from lifting 
surfaces. Commonly they tighten in on the vortex core and the elongation 
hypothesis represents the pattern well. But a vortex burst phenomenon is 
sometimes encountered in trailing vortices [9], the tight core breaking up and 
the swirling fluid moving away from the axis. Another case of interest is a 
swirling jet emerging from an orifice or pipe into the atmosphere. Commonly ° 
the vortex spreads out, often leaving the core free for reversed flow. 

Finally: there are cases for which the vortex shape hypothesis is not useful, , 
but is does adequately represent the situation in the heart of the vortex for a 
variety of problems, not only flows confined within nozzles and tubes, but also) 
some cases of unrestrained flow in the atmosphere. 

The reasons for its wide applicability and the limitations to its applicability’ 
are not hard to see. In the first place, the radial and swirl velocity components; 
must be zero on the vortex axis. Therefore, their gradients must be related as; 
suggested by the elongation hypothesis. If, further, we have rapidly swirling; 
fluid close to the axis (that is, a high angular velocity) the radial pressure: 
gradient will be high in the core. This in turn leads to steep radial density? 
gradients, whether by air core formation in a liquid or by the normal effect of 
compressibility in a gas. 

Thus we see that the kinematical requirement of axisymmetry, togethert 
with the dynamical requirement of radial equilibrium for rapidly rotating flow, 
must specify a flow in which radial gradients are large compared to axial 
gradients. It is to be emphasized that this relationship will hold for the gra- 
dients of all the flow variables only if there is a high angular velocity in the fluid. 

It is interesting to note that many of the highly developed branches of fluic 
mechanics depend on the assumption that changes in one direction are small 
compared to those in another. As examples we can mention boundary layer 
theory, the classical theory of surface waves, and the theory of the thin wings 
The power of this hypothesis is not surprising. For fluid mechanical theory 
thrives on simplification of its initially difficult equations. And in a problem 
governed by equations with two independent variables a great simplificatiom 
can almost always be made if the gradients in one direction are small. It seems 
safe to predict that this hypothesis has not yet reached the limit of its use- 
fulness. 


5. General Flow with High Swirl 


We have seen that the vortex shape hypothesis used previously for the twe 
special cases has a wider validity in high-swirl flows. We note also that the 
two sets of simplified equations (2,3) contain, for the most part, the same 
terms. That is, only a few terms become important or lose their importance as 
we shift from one sort of flow to the other, while most of the terms of REY! 
NOLDS’ equations (1) are negligible for both categories. 
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It seems plausible that by combining the two sets, retaining the dominant 
terms of each class, we will obtain equations valid for a less restricted group of 
_vortical flows, a group containing not only the two specified classes, but also 


the whole range of flows intermediate to them. 
The combined set is 


0 


! EN 
RUF IR), | 
op VE. «À @ Fe 
or z ra RU, | 


FR 
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(72 Re WOO = 
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We know that these equations are valid for large swirl so long as one of the 
other velocity components is small. But are they also valid when all the velocity 
components are of the same order? This is easily checked. Taking 


0 


Pa OO) eee ue OG) 


U,V,W~Ol), — ~O(l), 


we obtain the approximate forms 
yk U=C+ Ole), 


Len R ae > (yr RU2) + O(, B) , 


Ov Vv y OF 
2 RUV=G+ O(6, B), 
FRUW =i = O06, 5); 


These results are contained in the general set (4). For this degenerate case 
all the REYNOLDs’ stresses are found to be negligible and explicit solutions are 
possible. : 

The problem of the turbulent vortex is still intractable in the simplified 
form (4): we have two more dependent variables than governing equations. 
However, the order-of-magnitude analysis has been useful in displaying the 
essentials of the mechanics of flows with high swirl. 

The effects of compressibility are now represented solely by the time-mean 
density; the continuity and radial equilibrium relations are not directly in- 
fluenced by turbulence; only two of Reynolds’ apparent stresses are found to 
be important in determining the motion — those acting on cylindrical surfaces. 
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Notation 

Y radial co-ordinate; 

2 axial co-ordinate; 

1, (UD 0 radial velocity component, its time-mean value, and the turbu- 
lent perturbation to it; 

De, We tangential or swirl velocity component, etc. ; 

w, W, w' axial velocity component, etc. ; 

D} Psp fluid pressure, etc. ; 

072010) fluid density, etc.; 

B, 6, € 7 numbers small with respect to unity; 


C, F,G,G, constants of integration. 


1 


| 


TA 
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Zusammenfassung 


Die Wirbelströmung in einer turbulenten kompressiblen Flüssigkeit wird behan- 


delt. Die Bewegungsgleichungen werden durch die Vernachlässigung der kleineren 
Glieder vereinfacht. Die experimentellen Ergebnisse erlauben eine Fehlerrechnung 
für einen Fall. Ein wichtiger Schritt in der Vereinfachung ist die Voraussetzung, 
dass die Radialgradienten viel grösser sind als die Axialgradienten. Für die kräf- 
tigen Wirbel erwies sich diese Annahme sowohl durch die Erfahrung als auch aus 
den wesentlichen theoretischen Betrachtungen heraus als begründet. Die verein- 
fachten Gleichungen zeigen einige wichtige Aspekte der schnelldrehenden Strö- 
mungen und geben einen Anhaltspunkt für die ausführlicheren Studien. 
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An Investigation into the Mechanism of Ice Crystal Nucleation 
by Proton Spin Resonance Spectroscopy 


By GEOFFREY T. BARNES and RAYMUND SÄNGER, Zürich!) 


In experiments on weather modification silver iodide is dispersed in the atmo- 
sphere and under certain conditions causes marked changes in the pattern of 
precipitation. These phenomena are due to the activity of silver iodide as an ice 
forming agent, but the mechanism of this process is not yet fully understood. This 
| paper reports on some preliminary experiments in a program aimed at elucidating 
the mechanism of ice nucleation by silver iodide and other nucleants. 

Three mechanisms have been considered in order to account for the formation 
of ice crystals when nuclei are introduced into a cloud of supercooled water droplets 
(e. g. see Mason and VAN DEN HEUVEL [1]?) and SANGER [2)). 

_ (a) In ‘freezing’ nucleation the nuclei are thought to act by collision with 
supercooled droplets in the cloud, causing them to freeze. Statistical considerations 
and several experimental observations (Katz [3] and KoeEnta [4]) indicate that this 
process is relatively unimportant in cloud seeding experiments. 

(b) In the ‘pure sublimation’ process the nuclei adsorb water vapour from the 
atmosphere directly into an ice-like structure. 
| (c) In what might be called condensation-freezing nucleation water vapour is 
first adsorbed onto the nuclei to form a liquid layer which later freezes. 

In all three mechanisms the embryo ice crystals thus formed can grow further 
by transport (through the vapour) of water molecules from nearby liquid droplets 
in the cloud. 

All three mechanisms are idealized cases as they assume that the surfaces of 
the nuclei are initially free of adsorbed water, but, unless special efforts have been 
made to achieve this condition, the assumption is undoubtedly incorrect for most, 
if not all, nucleants. For example, BIRSTEIN [5] has shown that at temperatures 
as high as 20°C and at 50% relative humidity there are some four to eight molecular 
layers of water on AgI and PbI, powders. We must therefore assume that, normally, 
ice forming nucleation follows a mechanism in which an appreciable amount of the 
water required to initiate the growth of ice crystals is already present on the nuclei 
when they are injected into the cloud. 

The activity of the introduced nuclei thus depends on the physical state of this 
adsorbed water when the particles have assumed the temperature of the cloud. If 
the adsorbed water is all in a liquid-like or disordered state there will be no activity; 
if some or all is in an ice-like or ordered state the nuclei may be active if other 
factors, such as the aqueous vapour pressure, are favourable. Since particular 
nuclei may be inactive at one temperature and active at some lower temperature, 
these ideas imply that there must be a phase transition involving at least some 
of the adsorbed water as the nuclei change from an inactive to an active condition 
(or vice versa). Therefore, in order to demonstrate the feasibility of this ice nucleation 


1) Laboratory of Atmospheric Physics, Swiss Federal Institute of Technology. 
2) Numbers in brackets refer to references, page 163. 
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process it is first necessary to show that such phase transitions do occur on ice 
forming nuclei. This is the purpose of the experiments described here. In some 
other systems transitions in adsorbed layers have been observed previously (e. g. 
FISHER and McMiıLran [6]; Mays and Brapy [7]. 

It should be noted that the adsorbed water need not (and usually will not) be 
uniformly distributed over the surface. Nor is it necessary for the transition of the 
whole adsorbed layer on a particle to occur at the one temperature: water films 
on different parts of the particle may well have quite different transition points, 
either because of variations in the thickness of the adsorbed film or because of 
differences in the surface structure of the nucleus. Furthermore, the proposed model 
does not rule out the possibility that the first adsorbed layer is more or less im- 
mobile even at temperatures where the overlying layers are fluid. 

At first sight it would appear that the formation of an ice embryo on a parti- 
cular nucleus should be a function of the temperature only. However in experiments 
with silver iodide in clouds formed from salt solutions of various concentrations 
Karz [8] has observed that a particular activity value*) was always reached at the 
same degree of supersaturation with respect to ice and not at the same temperature. 
Two alternative explanations consistent with our hypothesis on ice forming 
nucleation can be advanced: firstly, that the degree of supersaturation has no 
effect on the formation of stable ice embryos, but does markedly affect their 
further growth into visible ice crystals; or secondly, that initially the ordered 
zones are unstable and will revert to a disordered condition unless the supply of 
water vapour is sufficient to cause rapid growth to a stable size. 

The model suggested would also provide an explanation for the effect of particle 
size, as observed by HosLER and SPALDING [9] and by SANo, FUJITANT, and MAENA 
[10]. 

To demonstrate the existence of phase transitions in the adsorbed water films 
on ice forming nuclei we have made use of the nuclear spin resonance of the protons 
in the adsorbed water molecules. If the molecules are able to move fairly freely the 
local magnetic fields due to neighbouring water molecules tend to average out and 
the nuclear magnetic resonance (NMR) spectrum exhibits a sharp proton resonance 
line. However if movement is appreciably hindered, as in an ice-like structure, this 
averaging out is no longer possible and the local fields will vary somewhat from 
proton to proton leading to a broadening of the resonance line. 

The NMR spectrometer is basically that described by Primas and GÜNTHARD 
[11] modified by Arnpr [12] for low resolution work with solids. The B, field is 
provided by a permanent magnet of approximately 6,000 gauss, corresponding to 
a proton resonance frequency of 25 megacycles. The usual modulation method for 
solid state NMR was used, giving the first derivative of the absorption curve. In 
the present experiments the modulation amplitude was 43-2 milligauss. With Agl 
the sweep rate was 2-41 m gauss/sec, and with CuO it was 4:88 m gauss/sec. In 
both cases the time constant of the final amplifier stage was set at 2 sec. 

Samples of Agl, CuO, Cu,O, and CuS from the same batches as those used by 
Karz [8, 13] were prepared by allowing them to stand in air saturated with water 
vapour at 0°C for several days. The surface areas of these samples have been 
determined by ZETTLEMOYER [14]; the values found by water vapour adsorption 
are given in Table 1. 

Examination of the samples at room temperature showed a well defined proton 
resonance signal with CuO, a weaker signal with AgI, and no observable signals 


3) The activity is defined as the ratio of the number of ice crystals observed in a supercooled 
cloud to the total number of nucleating particles introduced into the cloud. 
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with Cu,O or CuS. Accordingly only AgI and CuO could be used in studying the 
effects of temperature on the proton resonance signal. Owing to the low concen- 
| trations of protons in these samples (ca. 1019 protons within the detector coil 
compared with 1022 for liquid water) it was necessary to operate the spectrometer 
| near its maximum sensitivity. Consequently the signal to noise ratio was rather 
low and precise delineation of the spectra was not possible. Figure 1 shows some 
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Figure 1 
Typical proton spin resonance spectra (including noise) of the adsorbed water films on Agl and 


CuO powders at various temperatures. 


typical records. Obviously with records similar to that of AgI at — 15-5°C (Figure 1) 
the existence of a spectral line can only be ascertained after scanning the region 
several times. 

When the sample temperature was lowered there was at first no effect on the 
resonance signal, then at a certain temperature the wave height began to decrease. 
However the line width remained approximately constant throughout the entire 
temperature range with both samples, indicating that with decreasing temperature 
the observed signal from liquid-like adsorbed water was being replaced by a much 
broader, shallower signal from the ice-like state which we were unable to detect. 

The effects of temperature on the amplitudes of the resonance signals (in arbi- 
trary units) are shown in Figure 2. The wave height data for the two different 
samples cannot be directly compared as different B, (exciting) fields were used 
and no precise calibration was available. However this is of little importance at 
present as the most interesting observation for our purpose is in the comparison 
along the temperature scale. ; 

For both samples the curves exhibit breaks which may be interpreted as the 
mset of ordering or ‘freezing’ (with falling temperature) or the completion of 
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disordering or ‘melting’ (with rising temperature) in the adsorbed water films. It 
is interesting to note also that the change in wave height, and hence the order- 
disorder transition, was not abrupt but was spread over a wide temperature range 
of ‘more than twenty degrees. This spread could be due to differences in the 
transition temperatures for different particles in the sample or to heterogeneity 
in the films on individual particles. Probably both factors contribute. 
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Figure 2 
The effect of sample temperature on the wave height of the proton spin resonance signal from 


water adsorbed on Agl und CuO powders. 


Thus it is clear from Figure 2 that the adsorbed film on Agl has a much higher 
transition temperature than that on CuO, and in accordance with the model for ice 
crystal nucleation outlined above there should be a corresponding difference in the 
temperatures at which these powders act as nuclei. This relationship is shown in 
Table 1, using the nucleation data of Katz [8, 13]. 

In comparing the results in Table 1 a number of complicating factors must be 
considered. Firstly, the high noise level in the NMK spectra introduces considerable 
error in the measurement of wave height; this is especially noticeable in the curve 
for AgI with decreasing temperature. Secondly, whereas it is possible to detect one 
active nucleus in 10% in the cloud chamber experiments, it is impossible to observe 
a decrease in wave height with this sensitivity. Thirdly, other conditions, such as 
the aqueous vapour pressure, may influence one or both types of experiment. 

Bearing these difficulties in mind, the agreement between the nucleation and 
NMR data does appear to be good enough to support the mechanism of ice forming 
nucleation which we have discussed above. Further work with substances of higher 
specific area should yield more accurate spin resonance data and enable a more | 
quantitative appraisal of the suggested nucleation mechanism to be made. 
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Table 1 
Specific surface areas [14], ice crystal nucleation data [8, 13], and the onset of ordering or 
freezing’ (transition temperature) in the adsorbed water films on nuclei as determined 
by proton spin resonance measurements. 
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- = Om — 18 ; ; 
CuO el 10-3 29655 — 22 (+ 3) (cooling) 
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Zusammenfassung 


Unter Heranziehung der Kernresonanzspektroskopie wird versucht, den Vor 
gang der Keimbildung an Eiskeimbildungskernen wie Agl und CuO abzuklaren. Die 
Ergebnisse der ersten Versuche zeigen, dass die adsorbierte Wasserschicht unter- 
halb einer bestimmten Temperatur, die nahe der Schwellentemperatur für die Eıs- 
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keimbildungsaktivität liegt, teilweise in einem flüssigkeitsartigen und teilweise in 
festkörperartigem Zustand auftritt. Bei abnehmender Temperatur wächst der feste 
Anteil der Schicht auf Kosten des flüssigen Bestandes. Der volle Verfestigungs- 
vorgang wickelt sich dabei in einem Temperaturbereich von ca. 20° Gaba Die 
Beobachtungen legen es nahe, anzunehmen, dass zwischen dem Auftreten der 
eisartigen Struktur in der adsorbierten Schicht und der Eisbildungswirksamkeit 
der Kernstoffe eine Beziehung besteht. 


(Received: January 3, 1961.) 


Two-Dimensional Steady Temperature Fields 
in a Stratiform Half-Space 


By VACLAV VODICKA, Plzen, Czechoslovakia 


1. Statement of the problem. The half-space 
Mein = te) SHY ee, ee EE SO 
is made of n homogeneous isotropic parts 


hn SS OS) SS Oo 00 a EE co, el 


LV ee SENT OS) — O0 <2<+ © 


with thermal conductivities A,, respectively. The question is to determine the 
steady temperature distribution in the solid, provided that the front face x = x, 
is kept at the temperature f(y) and that there is continuity both of the temperature 
and of the flux at the surfaces of separation between several parts of the body. 
Mathematically speaking we have to find the solution u, = u,(x, y) of the 
equations ; 


OU], Im dUy 


Dat ppt D TT OOOO) ee. PE) 
du» Puy 
Ox? Bar et Pinas = OO aoe (1.2) 


with the following conditions: 
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ı 120 
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2. The Fourier ee of u,(*, y). Making the usual assumptions on the 
u 


disappearance of u, and ) 
J 


k for y + ms the familiar transformation 


TT O0 


= 1 > u 
hin) = Fihy))= —— | hip) e ay, 
y2 T 
— CO 
LE (3) 
+ CO 
RS 1 = N 
h(y) = F-1 [h(n)] = —— N. h(n) =” dy 
\2 x ) 
changes our problem (1. 1)-(2. 3) into the equations 
au), De 
de POUR ON NE RE on À, (4.1) 
du, Per A 
DE mu 0, >, (4.2) 
U1(%o, n) == fm) » (5 1) 
a = uy, . du, 
Ye) =), — De = A, De a an no Lio) 
um Un(&, 7) = (5. 3) 


for determining the Fourier transforms u;,(%, 7) of the required functions u,(x, y). 
Integrating (4.1) and (4.2) gives generally 


u,(&,n) = A, cosh (+ —4,_,) n+ B,soh (x —*%,_,)7, 15k Sn, (6) 

where the coefficients 4,, B, are to be found from (5.1)—(5. 3) i. e. from the equations 
A,=f(n, A,+B,=0, (7.1) 

Any 


Busi = Ar (A; sinh i, 4 + B, coshh, n), x = Xx— Hr, 12k Sn—1. (7.2) 


ı = A, coshl, n + B, sinh /, 7, 


Introducing the matrices 


|| 4, || cosh, sinh i, 7 || 
Wen een Mo z ere 7 

Kr | a nr, (7) | A, sinh 1, , A, cosh J, 7 | 
Qx(n) = My(n) Mn) Man) Min), 1 Sk Swi, (8) 


the well-known manipulation with (7.2) and with the first equation (7.1) gives 
us [2]}) 


Dee (9) 


Kyi = Qx(n) A ; 


1) Numbers in brackets refer to References, page 168. 
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| RA) ».n,s=1, 2, expressing A, and B, from the last 
equation (9) and inserting into the second condition (7.1) yields the value of B,. 
On the whole, one finds the following expressions for the coefficients A}, B;: 


Writing QO 


A, = In) 15% = — N(n) ft 7) 
| Aza || = Qx(n) | Nr) | - 5 B 
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Zn) = (n) + 2, (m), Nn) = 2), (nl) + G2), (n): (19 


f(y) is the Fourier transform of f(y). 
The main difficulty lies in finding the matrices Q;,(7). The first of them, Q,(y), 


O,(n) and Q,(7), are given explicitely in [2]. 


3. General solution of the problem (1.1)-(2.3). Finding A; = A,(7), By = B;(r) 
from (10) and substituting into (6) gives z,(x, 7) and from this one obtains, by aid 
of (3), the required solution 


See) 


1 : Bon 
4,8, V) = = / [A,, cosh (4 — ¥,_,) 7 + B, sinh @ +, ) lew © ay, 
er ı <k<sn. (1M 
4. A homogeneous half-space. In this case we have A, = 4, =---=A,_,=1 


and the matrices Q;,(7) are expressible in closed form 
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Using this, the formulae (10) give 
Z(n) = N(n) = eln-17 *o) 7, 
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and the solution (11) appears in the form 
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V2 


which is valid for the whole extent of the solid. 
Using the well-known result 
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and the convolution theorem for Fourier transforms changes the solution (12) into 
its customary form [3] 


| f(e) | 
| a + oe? À (14) 


~~ = 
— 00 


5. À half-space of two parts. Here we have n — 2 and the relations (10) give 
Z(n) =e""+4 (4, —1)sinhl my, N(n) = 27+ (A, — 1) cosh J, n, 
N(#) [A, cosh (x — #5) n + B, sinh (x — x) n] 
= foie (Ay Acosta) oil) 


N(n) (A, cosh (x — x,) 7 + B, sinh (4 — x.) n] = Aye™ ~ *)" f(y) 


and the solution (11) appears in the form 
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ee 
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If especially A, = 1, then our result (15) changes into (14). Generally, the inte- 
grations in (15) are to be accomplished by numerical methods, for the exact cal- 
culations are exceedingly difficult. Apart from the above special case A, = 1 and 
from the artificial cases characterized by A, = 0 or A, = co the author of the present 
paper does not know any situation with arbitrary f(y), where it would be possible 
to express the solution in any kind of closed form like that of ref. [2]. 

Nevertheless, there exist special functions f(y) admitting fargoing simplifications 
of the above complicated result (15). To give an example let us take 
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f(y) 


Writing this in the form, 


and using (13) gives 


a(n) = - ler, or IE 
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a > (A, — 1) Bad ate (A, + 1) eh] — sui (A, — 1) cosh i, n = N(n). 
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Hence, applying again (13), the solution (15) becomes 


we.) =] er ey) = Arle 9) - (17) 
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Zusammenfassung 


Für einen aus n Schichten verschiedener Wärmeleitfähigkeit bestehenden un- 
endlichen Halbraum wird die Temperaturverteilung berechnet, die sich einstellt, 
wenn an der freien Oberfläche ein beliebiger Temperaturverlauf vorgeschrieben 
wird. Eine geschlossene Darstellung ist im allgemeinen nicht möglich, doch gibt es 
Fälle, wo die Lösung verhältnismässig einfach wird. 


(Received: Juli 7, 1960.) 
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Numerische Methoden in der Meteorologie 


Von WALTER KuHn!), Zürich 


Zusammenfassender Bericht 


1. Problemstellung, Vorläufer 


Die Atmosphäre empfängt Strahlungsenergie von der Sonne und von der 
Erdoberfläche; sie sendet selber Strahlung aus. An der flüssigen und festen Erd- 
oberfläche werden zwischen Erde und Atmosphäre Wärme und Wasser ausge- 
tauscht. Die unterste Luftschicht unterliegt je nach ihrer Bewegung und je nach 
dem Zustand der Erdoberfläche veränderlichen Reibungskräften. Abgesehen von 
diesen äusseren Einwirkungen, die sich quantitativ erfassen lassen, kann die 
Atmosphäre als ein geschlossenes mechanisch-thermodynamisches System be- 
trachtet werden. Auf jedes Luftteilchen wirkt die Gravitation und die von der 
Rotation der Erde herrührende Corioliskraft. 

Die Gesetze, welche die Zustandsänderungen im Innern der Atmosphäre be- 
herrschen, sind im wesentlichen bekannt: 1. Die hydrodynamische Bewegungs- | 


1) Schweizerische Meteorologische Zentralanstalt. 
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gleichung, aufspaltbar in drei Komponenten, 2. die Kontinuitätsgleichung, 3. die 
Zustandsgleichung idealer Gase, 4. der erste und zweite Hauptsatz der Thermo- 
dynamik, 5. die Gesetze der Phasenumwandlungen des Wassers, 6. die Gesetze 
des turbulenten Austausches von Impuls, Wärme und Wasserdampf, 7. die Strah- 
lungsgesetze. 

Im Sinne der deterministischen Physik bestimmt ein momentaner Zustand 
alle späteren Zustände. Es stellt sich deshalb die Frage: Wie lassen sich bei hin- 
reichend genauer Kenntnis eines Anfangszustandes spätere Zustände berechnen ? 

BJERKNES [1]?), der Schöpfer der dynamischen Meteorologie, hat dieses Pro- 
blem bereits 1904 exakt formuliert und seine Schwierigkeiten klar erkannt. Sie 
liegen auf vier Gebieten: 

a) Lückenhafte und ungenaue Beobachtungen über den dreidimensionalen 
Anfangszustand, b) theoretisch-physikalische Schwierigkeiten: Erfassung der 
meteorologisch bedeutsamen Vorgänge und Herausfilterung kleinräumiger Stö- 
rungen durch gezielte Vereinfachung der Grundgleichungen, c) mathematische: 
Integration eines komplizierten Systems partieller Differentialgleichungen mit 
unsicheren Randbedingungen, d) Arbeitsaufwand im Hinblick auf routinemässige 
Anwendung. 

BJERKNES war sich klar darüber, dass eine strenge analytische Lösung des 
Problems in voller Allgemeinheit kaum je in Frage kommen dürfte. Er empfahl, 
sich zuerst auf die rein hydrodynamische Seite zu beschränken und die Verquik- 
kung mit thermodynamischen Prozessen einer späteren Erweiterung vorzube- 
halten. Auch erkannte er, dass nur numerische oder graphische Integrationsmetho- 
den zum Ziele führen würden. BJERKNES wurde in der Folge durch seine Polar- 
frontlehre so stark in Anspruch genommen, dass er sich selber dem Problem der 
rechnerischen Wettervorhersage nicht mehr widmen konnte. 

Einen originellen und scharfsinnig angelegten Versuch unternahm in den 
Jahren 1911-1921 der Engländer F.L. RıcHuAarpson [2]. Leider stimmte das Er- 
gebnis seiner mühevollen Rechnungen schlecht mit der Wirklichkeit überein, 
ohne dass er und seine Zeitgenossen die Ursachen des Misserfolges völlig klar er- 
kennen konnten. 

Es war naheliegend, dass man neben den hydrodynamischen Bewegungs- 
gleichungen vorab die Kontinuitätsgleichung heranzog, weil sie Änderungen 
der Dichte mit Vergenzen (Divergenzen und Konvergenzen) des Strömungsfeldes 
in Verbindung bringt. Da man über die vertikale Komponente der Luftbewegung 
a priori nichts wusste, versuchte man den Vergenzeffekt längs einer vertikalen 
Luftsäule vom Boden bis zur oberen Grenze der Atmosphäre zu integrieren (so- 
genannte Tendenzgleichung), um die Druckänderung am Boden zu berechnen. 
Dabei machte man aber zwei entmutigende Feststellungen: 1. Die Genauigkeit 
der Windmessungen reichte nicht entfernt zur Berechnung der Vergenzen aus. 
2. In einer vertikalen Luftsäule überlagern sich jederzeit gegensinnige Vergenzen, 
so dass der integrierte Effekt viel kleiner ist als die Beiträge einzelner Schichten. 

Damit war das Problem der Vorausberechnung von Wetterkarten einstweilen 
in eine hoffnungslose Sackgasse geraten, aus der es erst 1948 durch die bahn- 
brechenden Untersuchungen von CHARNEY und seinen Mitarbeitern befreit wurde. 

Inzwischen hatte die Aerologie, dh. die direkte Erforschung der freien Atmos- 
häre, durch die Schaffung eines weltweiten Netzes täglicher Radiosondierungen 
inen ungeahnten Aufschwung genommen. Aber auch die Dynamik der Luft- 
trömungen hatte einige Fortschritte aufzuweisen: 


2) Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis; Ziffern in runden 
Klammern auf die Formeln am Ende dieses Berichtes. 
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RossBy [3] hatte 1939 eine bestimmte Wirbelgrösse, die sogenannte absolute 
Vorticity, in die Meteorologie eingeführt und mit Erfolg auf die Verlagerung langer 
Wellen in einer zonalen Grundströmung angewendet. Die absolute Vorticity ist 
definiert als Vertikalkomponente des absoluten Rotors, wobei wir unter dem ab- 
soluten Rotor den Drehvektor in bezug auf ein nicht mit der Erde rotierendes 
Inertialsystem verstehen. Demnach setzt sich die absolute Vorticity zusammen 
aus der relativen Vorticity, welche von der Drehung und Scheerung des horizon- 
talen Windfeldes herrührt, und der Projektion des Erdrotations-Vektors auf die 
Vertikale; diese Komponente, Coriolis-Parameter genannt, hängt nur von der 
geographischen Breite ab. Für die absolute Vorticity gelten gewisse Erhaltungs- 
sätze, welche als Verallgemeinerungen des Helmholtzschen Wirbelsatzes für 
kompressible Medien anzusehen sind. 

SUTCLIFFE [6] hatte 1947 mit Hilfe der Vorticity und der temperaturbedingten 
vertikalen Abstände isobarer Flächen eine Theorie der Entwicklung thermisch 
asymmetrischer Zyklonen geschaffen. 


2. Das barotrope Modell als Grundlage 


Als die elektronischen Rechenautomaten aufkamen, legte der Mathematiker 
JoHn von NEUMANN 1946 einer Gruppe von Forschern am Institute for Advanced 
Study in Princeton die Frage vor, ob diese Geräte nicht neue Perspektiven für die 
Vorausberechnung atmosphärischer Strömungen eröffneten. Unter der Führung 
von CHARNEY wandte sich diese Arbeitsgruppe dem Studium grossräumiger 
Strömungen zu. CHARNEY [7] unterzog insbesondere die Grössenordnung aller in 
den dynamischen Gleichungen auftretenden Glieder einer eingehenden Unter- 
suchung, wobei ihre Abhängigkeit vom Maßstab der betrachteten Phänomene 
klar zutage trat. 

Es ergab sich, dass die bei Schall- und Gravitationswellen wesentlichen Ver- 
genzen für grossräumige meteorologische Strömungen nicht charakteristisch sind. 
Diese schienen praktisch vergenzfrei abzulaufen, und es musste also möglich sein, 
durch Unterdrückung der Vergenzen in den dynamischen Gleichungen die kleinen 
Störungen, den «meteorologischen Lärm», herauszufiltern. 

Anderseits erwies sich die absolute Vorticity als eine in erster Näherung in- 
variante, für grossräumige Strömungen in hohem Grade charakteristische Grösse. 
Auch spielten Temperaturunterschiede längs der Stromlinien dynamisch eine vie! | 
kleinere Rolle, als früher angenommen worden war. In dem für meteorologische : 
Zwecke interessanten Bereich des Spektrums atmosphärischer Bewegungen durfte: 
man also auch in erster Näherung Barotropie voraussetzen; darunter versteht man! 
das Zusammenfallen der Flächen konstanter Temperatur mit Flächen konstanten | 
Druckes. 

Wenn man kleinräumige Störungen durch entsprechende Glättung des Strom-- 
feldes eliminierte, schien sich die Luft in ihrem dynamischen Verhalten einer: 
inkompressiblen Flüssigkeit zu nähern. Dieses vergenzfreie und quasi-barotrope : 
Verhalten erwies sich vorzüglich als eine Eigenschaft der mittleren Tvoposphäre, , 
während in den unteren und oberen Stockwerken der Troposphäre grössere Ab-- 
weichungen gefunden wurden. Deshalb konzentrierte man die Berechnungsver-- 
suche naturgemäss zuerst auf die im Wetterdienst ohnehin geläufige 500-Millibar- 
Fläche, die im Durchschnitt etwa in 5,5 km Höhe über dem Meeresniveau liegt. . 

Hier ist eine Bemerkung über das in der theoretischen Meteorologie übliche > 
Koordinatensystem am Platze. Als vertikale Koordinate verwendet man an Stelle: 
der Höhe oder des Geopotentials mit Vorteil den Luftdruck p, während die Ebe- 
nen x = const und y = const wie in der Mechanik orthogonale Vertikalebenen 
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sind. Die Höhe z oder besser das Geopotential ® erscheint dann als abhängige 
Variable und wird meist dazu benützt, die Topographie einer isobaren Fläche 

= const zu charakterisieren. Die Neigung isobarer Flächen ist übrigens von der 
Grössenordnung 1:10000 und beträgt nur in extremen Fällen 1:1000. Das (rer 
p)-System ermöglicht die Elimination der Luftdichte aus sämtlichen dynamischen 
Gleichungen [S]. 

Bei Untersuchungen, die sich auf die Erdatmosphäre als Ganzes beziehen, 
muss man die horizontalen Koordinaten (x, y) durch sphärische ersetzen; erstrek- 
ken sich die zugrundeliegenden Wetterkarten auf eine Hemisphäre oder auf 

grosse Teile einer solchen, verwendet man in der Regel eine stereographische Pro- 
jektion und transformiert die dynamischen Gleichungen entsprechend. 

CHARNEY und Mitarbeiter zeigten nun auch, wie man die Vorticity prognos- 
tisch verwerten kann [9, 10]. Durch kreuzweises Differenzieren der beiden Be- 
wegungsgleichungen (1) nach y bzw. x und Subtraktion, also durch Rotorbildung, 
erhält man unter Berücksichtigung der Kontinuitätsgleichung (2) die allgemeine 
Vorticitygleichung (3). Es sei darauf hingewiesen, dass hierin nur die Reibungs- 
bzw. Austauschkräfte und die von der vertikalen Windkomponente herrührende 
Komponente der Corioliskraft vernachlässigt wurden; die letztgenannte Vernach- 
lässigung ist bei grossräumigen Strömungen belanglos, da die Vertikalgeschwin- 
digkeit im grossräumigen Durchschnitt rund 1000 mal kleiner ist als die horizon- 
tale. 

Im vergenzfreien, barotropen Fall verschwindet die rechte Seite von (3) und 
das Vorticitygesetz reduziert sich auf einen einfachen Erhaltungssatz (4). Er be- 
sagt, dass die absolute Vorticity einer Luftmasse im Laufe der Bewegung erhalten 
bleibt, d.h. sich mit dem Wind verlagert. Dabei ist zu beachten, dass infolge der 
Breitenabhängigkeit des Coriolisparameters die relative Vorticity im allgemeinen 
nicht konstant bleibt: wandert eine Luftmasse gegen den Äquator, so nimmt ihre 
Drehbewegung relativ zur Erde in zyklonalem Sinne zu, und umgekehrt. 

Nun ergibt sich aber eine weitere Vereinfachung aus der unter gewissen Voraus- 
setzungen zulässigen geostrophischen Näherung. Als geostrophischen Wind be- 
zeichnet man einen Wind, der sich bei stationärer Strömung, d.h. bei Abwesenheit 
von Reibung und Beschleunigungen, aus dem Gleichgewicht von horizontaler 
Druckkraft und Corioliskraft ergibt. Aus den aerologischen Karten weiss man seit 
langem, dass der Wind in der freien Atmosphäre, und zwar namentlich in der 
Mitte der Troposphäre, im grossen und ganzen dem geostrophischen Näherungs- 
gesetz sehr gut gehorcht. Merkliche Abweichungen treten nur bei scharfer Krüm- 
mung, Diffluenz oder Konfluenz der Stromlinien auf. 

Der geostrophische Wind weht parallel zu den Isohypsen (Höhenkurven) der 
isobaren Flächen mit einer Stärke, die nur von der Neigung der isobaren Flächen 
und von der geographischen Breite abhängt. 

Bei Verwendung der geostrophischen Näherung können wir die oft nur un- 
genau gemessenen Winde durch einen horizontalen Vektor ersetzen, der sich in 
infacher Weise aus der viel genauer bestimmbaren Topographie isobarer Flächen 
erechnen lässt. So ergibt sich aus (4) eine recht einfache Prognosengleichung für 
ie zeitliche Änderung des Geopotentials (6) ; sie hat die Form einer Poissonschen 
ifferentialgleichung, wobei die rechte Seite ausschliesslich von topographischen 
igenschaften (Krümmung und Neigung) der betrachteten isobaren Fläche und 
on der geographischen Breite abhängt. Die Auflösung dieser Gleichung nach 
®/0t hat eine gewisse Verwandtschaft mit der Berechnung des elektrostatischen 
eldes aus einer gegebenen Raumladung, ist aber hier nur für ein zweidimensiona- 


| es Problem durchzuführen. 


1072 Varia — Miscellaneous — Divers ZAMP 


Ist 0@/0t einmal für jeden Punkt der Fläche berechnet, so genügt Multiplika- 
tion mit einem bestimmten Zeitintervall At und Addition zum Ausgangswert für 
die Berechnung des Geopotentials am Ende des Zeitintervalles (7). Der Zeit 
schritt Af ist allerdings begrenzt durch die Forderung, dass die rechte Seite. deg 
Prognosengleichung (6) während dieser Zeitspanne innerhalb der Fehlergrenzen 
konstant bleibe. Bei den in Betracht kommenden Feldänderungen beträgt die 
höchstzulässige Prognosendauer für einen Schritt 2 Stunden. Eine Prognose auf 
24 Stunden bedingt deshalb 12 malige Wiederholung des Verfahrens, wobei die 
bei jedem Schritt erhaltene ®-Verteilung als Ausgangsverteilung für den nächsten 
Schritt zu verwenden ist. 

Für die Durchführung solcher Aufgaben stehen sowohl numerische wie gra- 
phische Verfahren zur Verfügung. 

Die hauptsächlich von FJ6RTOFT [12] und Estogur [16] entwickelten gra- 
phischen Verfahren sind den numerischen im Prinzip ähnlich; durch einen beson- 
deren Kunstgriff konnte der Zeitschritt für eine graphische Prognose ohne starke 
Beeinträchtigung der Genauigkeit sogar auf 24 Stunden erhöht werden; auch ist 
der finanzielle Aufwand für graphische Prognosen bedeutend geringer als der- 
jenige für numerische Prognosen mit Hilfe elektronischer Rechenanlagen. Da die 
graphischen Verfahren aber das Zeichnen einer grossen Zahl von Hilfskarten er- 
fordern, haben sie sich für Routinezwecke neben den numerischen nicht durch- 
setzen können. Im folgenden befassen wir uns ausschliesslich mit den numerischen 
Methoden. 


3. Numerische Berechnung 


Um irgend ein physikalisches Feld numerischer Behandlung zugänglich zu 
machen, muss man seine Zahlenwerte in regelmässig angeordneten diskreten . 
Punkten des Raumes kennen; das heisst, man muss den kontinuierlichen Raum ı 
durch ein sogenanntes Gitter unterteilen. Die Wahl der Gitterkonstanten oder: 
Maschenweite richtet sich nach der räumlichen Ausdehnung der zu untersuchen- - 
den Feldschwankungen. Für die Bearbeitung grossräumiger atmosphärischer : 
«Störungen» (Wirbel und Wellen) hat sich eine horizontale Maschenweite von etwa | 
400 km als zweckmässig erwiesen [25]. 

Nun sind aber die aerologischen Beobachtungsdaten zunächst nicht in dent 
Punkten eines regulären Gitters, sondern an unregelmässig verteilten Stationen ı 
gegeben. (Eine Anzahl stationärer Wetterschiffe sorgt für Sondenaufstiege von den} 
Ozeanen aus; über den Landgebieten ist die Stationsdichte wesentlich grösser). . 
Jeder Prognose hat deshalb eine Analyse des Beobachtungsmateriales voranzu- 
gehen, durch welche man die wahrscheinlichen Werte der meteorologischen Va- 
riablen in den Gitterpunkten für einen bestimmten Ausgangstermin festlegt. In 
der konventionellen Meteorologie erfolgt diese Analyse, indem man in die Karte: 
durch Interpolation zwischen den vorliegenden Stationswerten von Hand mög-. 
lichst glatte Isolinien zeichnet. Beim Zeichnen der Isohypsen einer isobaren Fläche: 
nimmt man auf das geostrophische Näherungsgesetz Rücksicht, indem man ver- 
sucht, die Tangentenrichtung und den Abstand der Kurven möglichst gut in Über- 
einstimmung mit den gemessenen Winden zu bringen. Offensichtlich falsch 
Meldungen sind dabei nach Möglichkeit zu korrigieren oder zu ignorieren. Nac 
Beendigung einer solchen Analyse sind für numerische Zwecke die Werte in de 
Gitterpunkten abzulesen, das heisst durch Schätzung zu interpolieren. 

Bei diesem Arbeitsprozess ist eine gewisse persönliche Willkür namentlich i 
Gebieten, wo die Beobachtungsstationen weit auseinanderliegen, nicht zu um- 
gehen. Um solche persönliche Fehler auszuschalten, haben CRESSMAN und ander 
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objektive Analysenmethoden [24] erfunden, welche mit Hilfe elektronischer Re- 
chenautomaten nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate und mit geostrophi- 
scher Berücksichtigung des Windes auf rein maschinellem Wege zu den Ausgangs- 
werten führen. Diese Ausgangswerte werden dann der Prognosenmaschine «ver- 
fiittert». Im einfachsten Fall der barotropen Prognose einer 500-Millibar-Karte 
besteht das Ausgangsmaterial aus der zweidimensionalen ®-Verteilung, dh. aus 
den Werten des Geopotentials der 500-Millibarfläche an einem bestimmten Termin. 

Die im Speicherwerk des Computers ein für allemal festgelegte Rechenvor- 
schrift stützt sich auf die im Anhang mitgeteilten Formeln. Dabei sind Differen- 
tialquotienten durch entsprechende Differenzenquotienten anzunähern. Die Ma- 
schine hat also im wesentlichen die ersten und zweiten Differenzen des Geopoten- 
tials ® nach den Koordinatenrichtungen x und y und daraus die relative Vorticity 
€ zu bilden; durch Addition des zeitlich konstanten Coriolisparameters f wird die 
absolute Vorticity 7 erhalten. Von ihr sind wiederum die ersten Differenzen zu 
bilden, damit der Jacobi-Ausdruck /(7, ®) berechnet werden kann. Für die Auf- 
lösung der Poisson-Gleichung (6) nach 0@/dt dient ein Relaxationsverfahren [4, 11, 
13]; der Rest besteht aus elementaren Operationen gemäss (7). 

Bisher haben wir die Randwertprobleme übergangen. Bei jeder Differenzbil- 
dung würde das nutzbare Gitter an allen Rändern um eine Maschenbreite ver- 
kleinert, wodurch das Prognosengebiet sehr rasch zusammenschrumpfen würde. 
Man ist also gezwungen, an den Rändern bei jeder Zwischenoperation willkürliche 
®-Werte vorzugeben. Dies ist namentlich am Westrand eines Kartengebietes eine 
sehr bedenkliche Massnahme, da durch die vorherrschenden Westwinde der Ein- 
fluss der Randwerte rasch ins Innere des Kartengebietes fortgepflanzt wird. Um 
diese Fehler zu vermeiden, gibt es nur eine radikale Lösung: Das Kartengebiet 
muss womöglich auf eine von Parallelkreisen begrenzte, um die ganze Erde herum- 
laufende Zone oder noch besser auf eine Kugelkalotte, ja Hemisphäre ausgedehnt 
werden. Dain den Tropen ® erfahrungsgemäss nur wenig ändert, ist dort die Vor- 
gabe konstanter ®-Werte zulässig. 

Heute wird in den USA bei numerischen Routineprognosen ein auf eine 
stereographische Projektion gelegtes, achteckig begrenztes Gitter verwendet, das 
fast die ganze Nordhalbkugel bis zum 10. nördlichen Breitengrad bedeckt. Dieses 
im Innern in lauter Quadrate unterteilte Gitter weist nahezu 2000 innere Netz- 
punkte auf. 

Das Ergebnis einer numerischen Prognose besteht aus Zahlen, die von der 
Maschine in richtiger Anordnung auf eine stereographische Karte gedruckt wer- 
den, worauf ein Zeichner bloss noch Isolinien des neuen (vorausberechneten) 
Geopotentials (= Stromlinien) einzuzeichnen hat. Diese Prognosenkarte wird 
dann durch drahtlose Facsimile-(Bildfunk-) Übertragung in kürzester Zeit allen 
Interessenten zugestellt. Der ganze Arbeitsprozess von der Eingabe der Stations- 
beobachtungen bis zur Ausgabe der Prognosenkarte dauert etwa eine Stunde und 
läuft praktisch ohne menschliches Dazutun ab. 


4. Barokline und ageostrophische Modelle 


Es ist klar, dass die barotropen Gleichungen nicht streng richtige Vorhersagen 
liefern können; denn sie verlangen ja Konstanz der Wirbelintensität, während 
anhand von Wetterkarten immer wieder festgestellt werden kann, wie sich Wirbel 
von einem Tag zum nächsten verstärken, abschwächen, auflösen oder neu bilden. 
Nach der Entwicklungstheorie von SUTCLIFFE [6] liegt die Ursache solcher Wir- 
beländerungen wenigstens zum Teil in baroklinen Effekten, d.h. ın isobaren Tem- 
_peraturunterschieden. 
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Um ihnen Rechnung zu tragen, muss man das erste Glied auf der rechten Seite 
der allgemeinen Vorticitygleichung (3) berücksichtigen. Ein Zusammenhang 
zwischen Temperaturänderungen und Vertikalgeschwindigkeit wird durch den 
ersten Hauptsatz der Wärmelehre hergestellt, wobei man sich anfänglich auf 
adiabatische Vorgänge beschränken darf. 

Zur Erfassung isobarer Temperaturunterschiede genügt eine einzige isobare 
Fläche als Ausgangsmaterial nicht mehr; man braucht mindestens zwei solcher 
Flächen, wobei ihr vertikaler Abstand über die Mitteltemperatur der dazwischen 
liegenden Luftschicht Aufschluss gibt. Bei Verwendung von zwei ısobaren Flä- 
chen kann man die Temperatur in der Horizontalen varieren lassen, muss aber 
einen einheitlichen vertikalen Temperaturgradienten voraussetzen. Willman auch 
diesen von Ort zu Ort varieren lassen, muss eine dritte isobare Fläche herangezo- 
gen werden; eine vierte erlaubt Änderungen des vertikalen Temperaturgradien- 
ten auch in vertikaler Richtung, usw. So werden der theoretischen Modellatmos- 
phäre sukzessive weitere Freiheitsgrade eingeräumt, wodurch aber das zu verar- 
beitende Material immer umfangreicher wird [13, 14]. 

Bei diesen Mehrschichtmodellen liefert die Maschine als Ergebnis die vorausbe- 
rechnete Topographie sämtlicher isobaren Flächen, deren Anfangstopographie ihr 
mitgeteilt wurde. Die Anforderungen an die Speicherkapazität der Computers 
sind dadurch gegenüber der barotropen Rechnungsweise vervielfacht worden. 

Interessanterweise liefern die baroklinen Modelle für die Topographie der 500- 
Millibar-Fläche im allgemeinen kaum bessere Prognosen als das barotrope Mo- 
dell — ein indirekter Beweis für das quasi-barotrope Verhalten der mittleren Tro- 
posphärenschichten. Für höher oder tiefer gelegene Schichten ist dagegen die 
barokline Berechnung unumgänglich. 

Wie primitiv das barotrope Modell ist, geht schon aus der Tatsache hervor, 
dass bei barotroper Temperaturschichtung der Wind von der Höhe unabhängig 
wäre. In Wirklichkeit sieht aber das Stromfeld in verschiedenen Höhen oft ganz 
anders aus. 

Alle bisher besprochenen Modelle leiden aber an einer gemeinsamen Schwäche, 
nämlich an der geostrophischen Näherung. Diese ist zwar sehr bequem, aber physi- 
kalisch durchaus nicht gerechtfertigt. Ein streng geostrophischer, also parallel zu 
den Niveaulinien der isobaren Flächen wehender Wind bewirkt nämlich keine 
Dichteverlagerung und könnte infolgedessen überhaupt zu keinen Änderungen 
der Druckverteilung Anlass geben. Dass man mit den geostrophischen Modellen 
Anderungen des Druck- und Windfeldes vorhersagen kann, liegt nur an gewissen 
Inkonsequenzen in der Anwendung der geostrophischen Näherung. 

Es bedeutet einen prinzipiellen Fortschritt, dass es 1955 CHARNEY [15], 
Borın [20] und anderen [19] gelang, die geostrophische Fessel durch die soge- 
nannte Balance-Equation (8) zu sprengen. 

Bei der Ableitung dieser Gleichung geht man von der Tatsache aus, dass gross- 
räumige Strömungen in guter Näherung vergenzfrei sind, sich also durch eine 
Stromfunktion ¥Y darstellen lassen. Durch Einsetzen der Stromfunktion in die 
ursprünglichen hydrodynamischen Bewegungsgleichungen (1) und Divergenz- 
bildung erhält man nach leichter Umgruppierung die Balance-Equation (8). Sie 
stellt eine Differentialgleichung zur Bestimmung der zunächst unbekannten 
Stromfunktion dar, falls die Topographie ® einer isobaren Fläche gegeben ist, 
und kann mittels eines Relaxationsverfahrens [4] numerisch gelöst werden. Die 
aus der Stromfunktion sich ergebenden Winde besitzen im allgemeinen eine 
kleine ageostrophische Komponente; die Stromlinien Y = const verlaufen nicht ! 
mehr genau entlang den Isohypsen. 
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Zur Berücksichtigung ageostrophischer Effekte ist das Rechnungsprogramm 
der numerischen Wetterprognose in der Weise abzuändern, dass zunächst von ® 
ausgehend die Stromfunktion Ÿ berechnet wird; alle weiteren Operationen wer- 
den dann mit dieser Stromfunktion ausgeführt; erst beim Schlussresultat geht 
man wieder zur Topographie über. Dieses Verfahren hat sich namentlich in den 
Fällen bewährt, wo mit grossen Beschleunigungen zu rechnen ist, zum Beispiel bei 
tropischen Wirbelstürmen [21]. 

Weitere Verbesserungen sind zu erwarten von der Berücksichtigung der Ge- 
lände-, Reibungs- und Strahlungseinflüsse sowie der Kondensationsprozesse. 


5. Bisherige Erfolge und Zukunftsaussichten 


Unsere Darstellung nimmt im wesentlichen Bezug auf die Arbeiten der Joint 
Numerical Weather Prediction Unit (JNWP) in Suitland (Maryland, USA). Dieses 
von der US-Air-Force, der amerikanischen Marine und dem staatlichen Wetter- 
bureau gemeinsam finanzierte und betriebene Institut macht seit 1955 tägliche 
Routineprognosen; es verwendet einen «Digital Computer» vom Typ IBM-704, 
der demnächst durch eine Anlage vom Typ IBM-7090 ersetzt wird, also durch 
eine der grössten bisher gebauten Rechenmaschinen. 

Die Produkte der JNWP werden laufend durch Facsimile-Funkübertragung 
ausgestrahlt. Das gegenwärtige Tagesprogramm umfasst: Eine 72-stündige Voraus- 
berechnung der 500-Millibar-Karte (Niveau 51, km), eine 24-stündige und zwei 
in Abständen von 12 Stunden ausgegebene 36-stündige Prognosen der 700-Milli- 
bar-Karte (Niveau 3 km), je zwei 12-, 24- und 36-stündige Prognosen der 300- 
Millibar-Karte (Niveau 9 km), eine 24-stündige Prognosenkarte der grossräumigen 
Vertikalbewegung. 

Die 300-Millibar-Prognosen sind von unmittelbarer Wichtigkeit für den Düsen- 
Luftverkehr. Vertikalbewegungskarten sollen eine Abschätzung der Bewölkung 
und Niederschläge ermöglichen. 

Auf Grund von Prognosen der Vertikalbewegung und der im Ausgangszeit- 
punkt bekannten dreidimensionalen Feuchtigkeitsverteilung ist es übrigens be- 
reits gelungen, quantitative Niederschlagsprognosen zu machen, wobei sogar die 
durch das Gelände bedingten Aufwinde näherungsweise in Rechnung gestellt wer- 
den konnten. Diese Niederschlagsprognosen gaben die grossräumige Verteilung 
des Niederschlages im allgemeinen recht zutreffend wieder, wogegen Instabilitäts- 
erscheinungen regionalen und lokalen Charakters (Schauer und Gewitterregen) 
natürlich nicht erfasst werden konnten. 

Es gibt auch schon brauchbare Verfahren zur Voraussage des Meereszustandes. 
Hierbei wird der Wellengang auf Grund von numerischen Vorhersagen des Windes 
in der untersten Luftschicht berechnet. 

Diese Beispiele zeigen, dass neuerdings numerische Methoden auch auf andere 
Grössen als den Wind oder das Geopotential isobarer Flächen angewendet werden. 
Im Übrigen sei jedoch hervorgehoben, dass numerische Prognosen vorläufig nur 
ein grossräumiges Bild über die Verteilung des Windes oder allenfalls eines anderen 
meteorologischen Elementes geben. Die Interpretation dieses Bildes im Hinblick 
auf regionale Wettervorhersagen bleibt nach wie vor Aufgabe erfahrener Meteoro- 
logen, die ihre Regeln teils aus physikalischen Gesetzen, teils aus dem Studium 
vergangener Wetterabläufe herleiten. Wer aber im Wetterdienst arbeitet, weiss, 
wieviel für die regionale Wettervorhersage schon mit einer zuverlässigen I’rognose 
des grossräumigen Strömungsfeldes gewonnen ist. | BER 

Wie steht es heute mit der Güte numerischer Prognosen ? Um diese objektiv zu 
prüfen, hat man Korrelationskoeffizienten zwischen vorausberechneten und ein- 
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getroffenen Änderungen bestimmter Elemente an den Punkten eines Gitters 
berechnet. Dabei ergaben sich bisher folgende Resultate: 

Im 500-Millibar-Niveau sind die numerischen Eintages-Prognosen den empi- 
rischen ebenbürtig; bei längerer Prognosenfrist (2 oder 3 Tage) sind die numeri- 
schen Prognosen den empirischen deutlich überlegen. In anderen Stockwerken 
der Atmosphäre, insbesondere am Erdboden, ist die Zuverlässigkeit der empiri- 
schen Methoden von den numerischen bisher erst knapp erreicht worden. Doch 
besteht kaum ein Zweifel, dass mit der weiteren Verfeinerung der Modelle die 
numerischen Methoden mehr und mehr den Vorrang erhalten werden. 

Ihre künftige Entwicklung richtet sich aber noch auf ein anderes Anwendungs- 
gebiet: Die Mittel- und Langfristprognosen. 

Unter «Mittelfrist» verstehen wir in der Meteorologie einen Zeitraum, der mit 
der Dissipationszeit einer normalen Depression vergleichbar ist (etwa 5-7 Tage). 
Für solche Zeitspannen ist eine exakte dynamische Vorhersage auf Grund des 
Anfangszustandes heute nicht möglich. Dagegen scheint es auf Grund von Be- 
ziehungen zwischen räumlichen und zeitlichen Mitteln, die u.a. von ôsterreichi- 
schen Meteorologen [18] untersucht wurden, zu gelingen, generelle Aussagen über 
die wesentlichen Züge des atmosphärischen Strömungsbildes am Ende eines 
mittelfristigen Zeitraumes zu machen [22]. 

Unter Langfristprognosen verstehen wir Voraussagen auf Monate, Jahreszei- 
ten oder Jahre hinaus. Bei solchen Zeiträumen spielen Einzelheiten des Anfangs- 
zustandes, soweit man sie heute erfassen kann, keine Rolle mehr. Es handelt sich 
vielmehr darum, die Abweichungen der sogenannten «allgemeinen Zirkulation» der 
Erdatmosphäre vom mittleren Verlauf vorauszuberechnen. 

Nach heutiger dynamischer Auffassung ist die allgemeine Zirkulation das, was 
von einem momentanen Strömungszustand der Erdatmosphäre übrig bleibt, wenn 
man durch eine starke Glättung alle Störungen von der Grössenordnung kleiner 
bis mittlerer Depressionen weggeschliffen hat. Sie zeigt zyklonale und antizyklo- 
nale Wirbel oder auch Wellen grossen Ausmasses, welche sich einer zonalen Grund- 
strömung überlagern und für den meridionalen Wärmeaustausch zwischen den 
verschiedenen Breitenzonen verantwortlich sind. Bei Mittelbildung über längere 
Zeiträume (Jahre) bleibt abgesehen von Land-Meer-Effekten nur die zonale Grund- 
strömung erhalten, die das dynamische Geschehen nur zu einem kleinen Teil wider- 
spiegelt. Die Theorie der allgemeinen Zirkulation steckt noch in ihren Anfängen, 

Die numerischen Methoden sind berufen, Licht in diese Theorie zu bringen; 
denn sie geben uns ein Mittel in die Hand, mit theoretischen Modellen zu experi- 
mentieren [17], was in natura nicht möglich ist. Wir können der Rechnungsma- 
schine z.B. gewisse Grundtypen einer allgemeinen Zirkulation eingeben und 
untersuchen, wie sich die Zirkulation im Laufe der Zeit unter bekannten äusseren 
Einwirkungen verändert. Dabei müssen selbstverständlich Strahlung, Reibung, 
Kondensationsprozesse und topographische Einflüsse in Rechnung gestelltwerden; 
vielleicht sind aber auch extraterrestrische Einflüsse wie die Schwankungen der 
Sonnenstrahlung zu berücksichtigen. 

Verheissungsvolle Ansätze zur Lösung dieser Probleme sind bereits vorhanden. 
Die Ergebnisse sind zum Teil überraschend. So scheint die über halbe Erdqua- 
dranten sich erstreckende «Grossturbulenz» mit ihren thermisch asymmetrischen | 
Wirbeln energetisch ganz anders zu wirken als die bekannte Kleinturbulenz. 

_ Parallel zu diesen numerischen Versuchen werden in Laboratorien physika- 
lische Modellversuche mit rotierenden, beheizten Flüssigkeiten gemacht, wobei sich 
zum Teil verblüffende Ubereinstimmungen mit den aus Wetterkarten bekannten | 
Strömungsbildern und auch mit den numerischen Experimenten ergaben [23]. 
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Für die Durchführung von Routineprognosen genügen beim heutigen Stand 
der Ubermittlungstechnik einige wenige Zentren, zum Beispiel eines pro Konti- 
nent. Zur Entwicklung der theoretischen Grundlagen sind dagegen Forscher aller 
Länder aufgerufen. 

Die in unserer Übersicht besprochenen Methoden verdanken wir in der Haupt- 
sache nordamerikanischen Universitäten und Forschungsinstituten; wesentliche 
Beiträge stammen von schwedischen, norwegischen, englischen, deutschen und 
japanischen Forschern. Russland geht mit den Methoden von I.A. KIBEL i 
eigene Wege. In manchen Ländern wird auch versucht, die Resultate numerischer 
Berechnungen durch empirische Korrekturen zu verbessern. Das Entscheidende 
sind aber wohl die Entdeckungen von CHARNEY [7, 9] und seinen Mitarbeitern, 
durch welche eine physikalische Grundlage für objektive, mathematische Pro- 
gnosen des atmosphärischen Strömungsfeldes auf Grund hydrodynamischer Ge- 
setze geschaffen wurde. 


Symbole 
By rechtwinklige, horizontale Koordinaten; 
p. Luftdruck; 
u, U Geschwindigkeitskomponenten nach x, y (Horizontalwind) ; 


iD) = ue sog. generalisierte Vertikalgeschwindigkeit ; 


D = D (p; x, y; t) Geopotential; 
4 — 2 + u 2 + v : + © 2 individuelle (das heisst massengebundene) 
dt ot Ox oy ie Ableitung nach der Zeit; 
= (= =) Nabla-Operator auf einer isobaren Fläche; 
0% OV Je 
gee f einer isobaren Fläche; 
p? = (u + PT 1 Laplace-Operator auf einer isobaren ; 


da Ob da Ob 
Die.) = Ox Oy 0y Ox 


Jacobi-Operator ; 


Nr OV Que 
W Stromfunktion, definiert durch u = er Ur 
1 0® 1 0® Fe. 
= — — —— so. trophischer Wind; 
Ug oc ge io geostrop 
f= 2Q:simy Coriolis-Parameter ; 
Q Rotationsgeschwindigkeit der Erde; 
17 geographische Breite; 
= Di — ee = Y2Y relative Vorticity; 
Ox oy 


=(¢€+f absolute Vorticity. 
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Wichtigste Formeln 


Ou Ou Ou Ou Od , 
| Ae ey ee = ed 0p Mo Or + {0 | Horizontalkomponenten der 
(1) À | N Eulerschen Bewegungsgleichung 
Ov Bee Ov P Ov # Ov a OD ae | im (x, v, p)-System. 
ot Ox Oy Op Oy 
(2) Di ee he 0 Kontinuitätsgleichung im (x, y, p)-System. 
TOR oy Op ‘ - 
dn Ow Ou dw Ov 0m 5 = es - 
——y 4 — - — Allgemeine Vorticitygleichung. 
een pen pee ee ys 
dy On On On On Wie icc 
(4) = 0 oder ai na pl aD. Barotrope Vorticitygleichung. 
Mo On : = : : ; eh 
(RIZ ere (7, ¥) —@ 05 mit =? + f Barotrope Prognosengleichung. 
„ID a2, ek à 
(6) 72 ——-= J(n, P) mit n = — p?® + f Genäherte geostrophisch-barotrope 
0 Î Prognosengleichung. 
WE o® 
(7) PE + At) = Y(t) + A bzw. @O(¢ + At) = Dt) + Ai ——. 


Ot Ot 


PAU FA PA # / 2 
(8) pre + veiw 2|5, a ( oe 


te? Oy? nos ‚| = /?® Balance-Equation. 
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Résumé 


Le but de cet article est d’exposer a des physiciens et des mathématiciens les 
roblémes et principes de la prévision dynamique du temps et leur solution par 
es méthodes numériques. 


Summary 


The purpose of the present article is to acquaint physicists and mathemati- 
ians with the problems and principles of dynamical weather prediction and their 
olution by numerical methods. 


Eingegangen: 21. Juli 1960.) 
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Tagungen über Elektronenmikroskopie 


1. Die Jahrestagung der Deutschen Gesellschaft für Elektronenmikroskopie e. V. 
findet vom 24. bis 27. September 1961 in Kiel im Anatomischen Institut (Dir. Prof. 
W. BaRGMANN) statt. Anfragen sind zu richten an: Dr. H. KEHLER, p. Adr. Farb- 
werke Hoechst AG., Frankfurt (Main)-Höchst. 

2. Der alle vier Jahre stattfindende Internationale Kongress der International 
Federation of Electron Microscopy Societies wird auf Einladung der Amerikani- 
schen Gesellschaft für Elektronenmikroskopie vom 29. August bis 5. September 
1962 in Philadelphia stattfinden. Anfragen sind zu richten an: Fifth International 
Congress for Electronic Microscopy, 7701 Burholme Avenue, Philadelphia 11, 
Pennsylvania, USA. H. KEHLER 
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Games and Decision: Introduction and Critical Survey. Von R. D. Luce: 
und H. RaiFrra (John Wiley & Sons, Inc., New York 1957). 509 S., 59 Fig.; $8.75: 

Nach den Worten der Verfasser ist dies ein Buch tiber Spieltheorie und keine: 
Darstellung der Theorie selbst. Dies kommt vor allem darin zum Ausdruck, dass} 
es fast keine Beweise enthält — auch keinen für die Existenz der Lösung des Zwei- 
Personen-Nullsummen-Spiels. Das Buch ist somit vor allem solchen Lesern zu 
empfehlen, für welche mathematische Beweise die Darstellung mehr verdunkeln ı 
als erhellen. — Nach einer allgemeinen Einleitung wird die Normalform von KUHN 
dargestellt, welche Spiele als Bäume (im Sinne der Graphentheorie) interpretiert. , 
Dann wird das Zwei-Personen-Spiel und das allgemeine n-Personen-Spiel behandelt, . 
wofür der Lösungsbegriff von v. NEUMANN-MORGENSTERN ausführlich erläutert 
und mit Experimenten verglichen wird, welche bei Ranp gemacht worden sind. 
In weiteren Paragraphen wird das Problem einer individuellen Entscheidung bei! 
unvollständiger Information und jenes von Gruppenentscheidungen besprochen, 
Einige Anhänge erweitern die Darstellung des Hauptteiles nach der mathemati- 
schen Seite. Es wird so das Minimaxtheorem exakt formuliert und sein Beweis; 
auf den Beweis eines Fixpunktsatzes zurückgeführt, und es werden die verschie- : 
denen geometrischen Interpretationen des Zwei-Personen-Nullsummen-Spiels be-: 
sprochen sowie auf den Zusammenhang mit der linearen Programmierung ein-- 
gegangen. E. SPECKER! 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
5. FLÜGGE, Band 53: Astrophysik IV: Sternsysteme (Springer-Verlag, Berlin 1959). 
Mitarbeiter: F. K. Edmondson, B. Lindblad, J. H. Oort, H.S. Hogg, R. H. Brown, 
B. Y. Mills, G. de Vaucouleurs, F. Zwicky, J. Neyman, E. L. Scott, G. C. McVittie, 
O. Heckmann und E. Schücking. 565 S., 189 Abb.; DM. 142.-. 

Der vorliegende letzte der die Ergebnisse der astrophysikalischen Forschun 
enthaltenden vier Bande behandelt die Sternsysteme und die Kosmologie. Das 
galaktische System nimmt 240 Seiten in Anspruch, die extragalaktischen System: 
200 und die Kosmologie 100 Seiten. Der Band gibt mehr eine lockere Aneinander- 
reihung ausgewählter aktueller Kapitel als eine kompakte und geschlossene Dar- 
stellung. Diese Kapitel behandeln die Kinematik und Dynamik des galaktischen! 
Systems, die radioastronomische Erforschung der Milchstrasse, die Sternhaufen,, 
die «Punktquellen», die radioastronomische Erforschung, Klassifikation und Be- 
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schreibung der extragalaktischen Systeme, die Haufenbildung und die räumliche 
Verteilung derselben, Entfernung- und Altersbestimmungen und schliesslich die 
_kosmologischen Theorien. 

| Der Band enthält eine reiche Fülle neuer und neuester Beobachtungsergebnisse 
| und vorzügliches Bildmaterial. Die Darstellung geht je nach Gegenstand und Autor 
von der reinen Beschreibung, welche vorherrscht, bis zur reinen Theorie. Vielfach 
geben die Beiträge mehr eine Übersicht der vom Verfasser und seinen Mitarbeitern 
geptlegten Forschungsrichtung als einen gesamthaften Überblick. Einzelne Gebiete 
haben in neuester Zeit bereits eine monographische Darstellung, zum Teil von den- 
selben Autoren, erfahren, denen der Handbuchartikel kaum wesentlich Neues bei- 
zufügen hat. Andere aktuelle Gebiete, für welche dies nicht zutrifft, sind auch im 
vorliegenden Band übergangen worden. Insbesondere vermisst man einen Beitrag 
über interstellare Materie und magnetische Felder des galaktischen Systems. Die 
drei radioastronomischen Beiträge, welche zusammen nur 100 Seiten umfassen, 
hätte man gerne in grösserer Breite gesehen. So mag zwar der Leser nicht alles 
finden, was er sucht, aber was er findet, ist von bestem Standard und von der Höhe 
der Forschung geschrieben. Ein Vergleich mit dem vor einem Vierteljahrhundert 
erschienenen Handbuch der Astrophysik zeigt die erstaunliche Fülle neuer Kennt- 
nisse, denen leider keine entsprechende Mehrung des Verstehens folgte. Die Lösung 
des kosmologischen Problems ist noch in weiter Ferne, die meisten radioastronomi- 
schen Beobachtungen sind unverstanden und die Entwicklung der Sternsysteme 
rätselhaft, wissen wir doch nicht einmal mit Sicherheit, in welcher Richtung sie sich 
drehen! M. WALDMEIER 


Figures of Equilibrium of Celestial Bodies. Von ZDENEK Korar (The 
University of Wisconsin Press, Madison 1960). 153 S., 3 Fig.; $3.—. 

Die Theorie der Gleichgewichtsfigur einer kompressiblen Flüssigkeit unter der 
Wirkung der Eigengravitation wurde von CLAIRAUT, LEGENDRE und LAPLACE im 
wesentlichen bis zur 1. Ordnung des Einflusses der Deformation entwickelt. Im 
vorliegenden Buch gibt Korar zunächst eine Zusammenfassung der Clairautschen 
Theorie, die explizite Ausdrücke für das Potential liefert und die äussere Form 
als Äquipotentialfläche definiert. Im besonderen werden die Lösungen der Clai- 
rautschen Gleichiing für spezielle Dichteverteilungen angegeben und ebenso die 
iterative Lösung im Falle beliebiger Dichteverteilungen, wie sie durch LjAPUNOV 
und Kopar entwickelt wurde, dargestellt. Das Hauptziel des Buches ist die erst- 
malige Darstellung der vollständigen hydrostatischen Theorie 2. Ordnung. Es 
werden zu diesem Zwecke zunächst die expliziten Ausdrücke für die Aquipotential- 
flächen und das äussere Gravitationspotential abgeleitet für den Fall von Gezeiten- 
störungen und Rotationseffekten bei beliebiger Dichteverteilung. Speziell werden 
dann das homogene Modell und das Rochesche Modell betrachtet. Ebenso werden 
die Trägheitsmomente berechnet. Im weitern werden die recht komplizierten 
Terme bestimmt, die aus der Wechselwirkung von Gezeiten und Rotation auftreten 
und hier nicht mehr vernachlässigt werden dürfen. Schliesslich untersucht KopaL 
noch die nichtradialen Schwingungen, insbesondere die Möglichkeit von Resonanzen 
zwischen freien und erzwungenen Schwingungen, wobei aber keine definitiven 
Aussagen gemacht werden können und offensichtlich die dynamische Theorie 
herangezogen werden muss. Die entwickelte Theorie 2. Ordnung ist von wesentlicher 
Bedeutung für die Theorie enger Doppelsterne und die genaue Erfassung der Bewe- 
gung künstlicher Erdsatelliten. Die Theorie sollte beispielsweise in der Lage sein, 
die freie Gestalt der Erdoberfläche (als Äquipotentialfläche) mit einer Genauigkeit 
von der Grössenordnung 20 cm wiederzugeben. E. ROTH-DESMEULES 
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Grenzschichtforschung - Boundary Layer Research. Symposium der: 
Internationalen Union für Theoretische und Angewandte Mechanik (IUTAM),, 
Freiburg i. Br., 26. bis 29. August 1957. Herausgegeben von H. GÖRTLER (Springer- 
Verlag, Berlin 1958). 411 S., 206 Abb.; DM 67.50. 

Ein Gremium von 90 Strömungs- Wissenschaftlern aus 17 Ländern versammelte | 
sich zur ersten JUTAM-Arbeitstagung 1957 in Freiburg i. Br. Während 8 Sitzungen 
gaben 32 Vortragende und 21 Diskussionsredner ihre Beiträge zu den Fortschritten ||} 
der Grenzschichtforschung bekannt. 

Während der Tagung wurde das Interesse auf die physikalischen Probleme der: 
Grenzschichtforschung konzentriert, obschon dieser Zweig der Strömungsmechanik ‘ff 
für die Technik von massgebender Bedeutung ist. Die De Manuskripte | 
der Referenten und die Diskussionsbeiträge sind in diesem Buch zusammengestellt l 
und in der gewohnten, mustergiiltigen Art beim Springer-Verlag gedruckt worden. ; | 
Im Rahmen einer kurzen Buchbesprechung ist es nicht möglich, auf Details des von! | 
den zahlreichen Autoren behandelten Stoffes einzugehen; kurze Hinweise auf die !} 
Themen (und Angabe der Verfasser) mögen zur Einführung dieses bedeutenden | 
Sammelwerkes genügen: | 

Beiträge zur turbulenten Reibungsgrenzschicht (TOWNSEND, BJÖRGUM, WIEG- | 
hardt), spezielle stationäre Grenzschichten (ACKERET, LUDWIG, SETH, STEWARTSON, 
GLAUERT, THWAITES, GÖRTLER), Stabilitätstheorien und Umschlagsbedingungen 
(SCHUBAUER, GÖRTLER und WITTING, ZAAT, LAUFER, PFENNINGER, DRYDEN, 
WILLE, SCHOLZ, Tatsumi, Lin, HOWARD, EICHELBRENNER und MICHEL, BERGH, 
VAN Driest), Temperatur- und Reibungsgrenzschichten bei Überschallströmungen || 
und in Gasen kleiner Dichte (OSTRACH, SCHUH, POPPER und REINER, SCHAAF und 
TALBOT, Lunc und LUBONSKI, KAPPELER und ZADDACH, SCHERBERG), Wechsel- 
wirkung zwischen Grenzschichten und Verdichtungsstössen (GADD, FERRARI, 
MIRELS, MASSIGNON, IBERALL), Grenzschichten bei instationären Vorgängen und 
bei periodischer Absaugung (MOORE, PERSEN, WUEST, PFENNINGER, WORTMANN, , 
Tanı), Grenzschichttheorie bei entstehender Ablösung und für Zweikomponenten- - 
Flüssigkeit (NIKOLSKIJ, RACHMATULIN), dreidimensionale Grenzschichten, Ablöse- 
bedingungen, laminar-turbulenter Übergang im Freistrahl und anderes (TIMMAN, 
OSWATITSCH, WALZ, Tani, WEHRMANN und WILLE, NICKEL, FRÖSSLING, DE KRa- 
SINSKI). 

Physiker und Ingenieure, die sich mit den Phänomenen der Reibungsgrenzschich. - 
ten zu befassen haben, finden in dem Buche nicht nur neueste Forschungsergebnisse, 
sondern auch die dazu gehörenden Literaturhinweise. Die Beiträge sind in deut- 
scher oder englischer Sprache geschrieben. H. SPRENGER. 


Physical Climatology, 2. Aufl. Von HELMUT LANDSBERG, U. S. Weather: 
Bureau, Washington (Gray Printing Co., Inc., DuBois, Pennsylvania, 1958). 446 S., , 
109 Fig.; $ 6.00. | 

Die erste Auflage dieser grundlegenden Einführung in die Klimatologie erschien | 
1941. Nachdem das Werk in kurzer Zeit vier Neudrucke erlebt hatte, wurde es in. 
der jetzt vorliegenden zweiten Auflage einer ebenso notwendigen wie gründlichen 
Revision unterzogen. Das Buch, das keine Kenntnisse der höheren Mathematik | 
voraussetzt, gliedert sich in vier Kapitel. Im ersten Kapitel, das sich mit der | 
Sammlung und dem Gebrauch von klimatologischen Daten befasst, werden neben ı 
den Untersuchungsmethoden und der Einrichtung der Instrumente, vor allem auch . 
die statistischen Methoden behandelt. Das zweite Kapitel geht auf die klimatolo- 
gischen Elemente selber ein. Es ist erfreulich, dass die immer wichtiger werdende 
Wärmebilanz der Atmosphäre hier eine eigene Darstellung erfährt. Unter der Ver-. 
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bindung der klimatologischen Elemente, die den Inhalt des dritten Kapitels aus- 
macht, versteht H. LANDSBERG ihre Vereinigung zu Bildern des Klimas der Welt, 
grosser Regionen der Erde oder auch ganz kleiner Bezirke, also des Klimas der 
bodennahen Luftschichten im Sinne von R. GEIGER. Das letzte Kapitel schliesslich 
handelt von der angewandten Klimatologie. 

Das sehr anschaulich und instruktiv geschriebene Buch ist nicht nur eine 
ausgezeichnete Einführung in die Klimatologie für Studierende der Meteorologie; 
auch der Fachmann wird es mit Vorteil lesen. J. C. THams 


Theorie und Anwendung der direkten Methode von Ljapunov. Von 
WOLFGANG Haun. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Neue Folge, 
Heft 22 (Springer-Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1959). 142 S., DM 28.-. 

Die Frage nach der Stabilität spielt bei Bewegungen und vor allem bei Schwin- 
| gungsproblemen, insbesondere in der Regelungstechnik, praktisch eine hervor- 
ragende Rolle. Zu ihrer Untersuchung erweist sich die zweite oder direkte Methode 
von Ljapunov (die die Kenntnis der Lösungen der Differentialgleichungen nicht 
voraussetzt) als sehr geeignet, und sie lässt sich auch zum Aufbau einer allgemeinen 
Stabilitätstheorie heranziehen. Die Theorie der direkten Methode ist in den letzten 
Jahren vor allem durch russische Mathematiker stark gefördert worden, und da 
heute ein gewisser Abschluss erreicht wurde, erscheint eine Übersicht dringend 
notwendig, besonders auch deshalb, weil manche Originalarbeiten nur schwer zu- 
gänglich sind. Diese Übersicht vermittelt in ausgezeichneter Weise die Darstellung 
von W. Hann. Die beiden ersten Kapitel entwickeln die elementare Theorie (hin- 
reichende Bedingungen), das dritte bringt Anwendungen auf technische Probleme, 
während die restlichen dem Ausbau der Theorie (Umkehrung der Hauptsätze, 
Empfindlichkeit gegen Störungen, kritische Fälle) und dem Aufbau einer allgemei- 
nen Stabilitätstheorie gewidmet sind. Im Vordergrund stehen naturgemäss die 
Stabilitätskriterien für gewöhnliche Differentialgleichungen; nur das letzte Ka- 
pitel bringt die Erweiterung auf partielle Differentialgleichungen und Differenzen- 
gleichungen. Die Darstellung schliesst mit einem Literaturverzeichnis, das bis zum 
Jahre 1957 möglichste Vollständigkeit anstrebt. Das Buch füllt im deutschen 
Sprachgebiet eine empfindliche Lücke aus, und sein Erscheinen ist daher sehr zu 
begrüssen. E. ROTH-DESMEULES 


Plasma Physics and the Problem of Controlled Thermonuclear Re- 
actions, Vol. III. Herausgegeben von M. A. Leonrovicu. Übersetzung von J. B. 
Sykes, Harwell. (Pergamon Press, London 1959). 422 S., 114 Fig. £ 8.-. 

Der vorliegende Band ist Teil einer vierbändigen Reihe und enthält eine Serie 
von kürzlich zur Publikation freigegebenen Arbeiten des Institutes für Kernphysik 
der USSR. Die meisten Artikel stammen aus den Jahren 1955-1957 und vermitteln 
ein eindrucksvolles Bild von den Fortschritten Russlands auf dem Gebiet der 
{Fusionsforschung bis zum Zeitpunkt der Genfer Konferenz 1958. Der dritte Band 
enthält 26, vorwiegend theoretische Arbeiten, an denen etwa 20 Autoren beteiligt 
sind. Die behandelten Probleme sind in erster Linie die Erzeugung hoher Tempe- 
raturen, die magnetische Führung geladener Teilchen, Rekombinationseffekte in 
ionisierten Gasen, Strahlungsverluste usw. 

G. I. Bupker diskutiert Methoden zur direkten Umwandlung thermonuklearer 
Energie in elektrische Arbeit. Einen besonders interessanten Beitrag liefert 18}, N, 
TRUBNIKOW, in dem er zeigt, dass die magnetische Bremsstrahlung einer Plasma- 
schicht die Minimalgrösse eines selbsterhaltenden Fusionsreaktors bestimmt und 
dass diese kritischen Dimensionen selbst im Falle eines D-T-Reaktors sehr beträcht- 
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lich sind. Einer der wenigen experimentellen Artikel ist der von N. V. FILIPPOV, in 
dem er eine Methode zur Messung von Drucken in gepulsten Gasentladungen mit 
Hilfe von Piezoelementen beschreibt. L. I. Rupakov und R. Z. SADGEEV schlagen 
eine Methode der Plasmaerhitzung durch Hochfrequenz vor, die von der Zyklotron- 
resonanz Gebrauch macht. In einer Arbeit von V. I. KoGan wird die Rekombina- 
tionsstrahlung aus einem Wasserstoffplasma berechnet und mit der Intensität der 
Bremsstrahlung verglichen. S. I. Brapınskıı und B. B. KADoMTSEv zeigen, dass es 
mit Hilfe einer «Guardring»-Methode möglich sein sollte, die Form einer Plasma- 
oberfläche zugunsten einer möglichst stabilen Konfiguration zu beeinflussen. 
A. A. VEDENov und R. Z. SADGEEv weisen die Möglichkeit auf, dass für eine aniso- 
trope Geschwindigkeitsverteilung Plasmainstabilitäten auftreten können, die bei 
der hydromagnetischen Behandlung in älteren Arbeiten eventuell übersehen wur- 
den. Im Ganzen beurteilt, dürfte dieses Buch ein neuer Beweis dafür sein, dass die 
vielseitigen Bemühungen des Pergamon Institutes, dem westlichen Leser die Lite- 
ratur der USSR zugänglich zu machen, ausserordentlich fruchtbar sind. 

F. HEINRICH 


Kommunikation und Kybernetik in Einzeldarstellungen. Band 1: 
Grundlagen und Anwendungen der Informationstheorie. Von Prof. Dr. W. MEvER- 
EPpprLer. (Springer-Verlag, Berlin 1959). 446 S., 178 Abb., 1 Tafel; DM 98.-. 

Das Buch ist als erster Band einer Reihe über Kommunikation und Kyberne- 
tik in Einzeldarstellungen erschienen, deren Herausgeber ebenfalls der Autor war. 
Es ist nur zu hoffen, dass durch den leider zu früh erfolgten Hinschied von 
W. MEYER-EPPLER (Juli 1960) die Herausgabe der Reihe keinen Unterbruch er- 
fährt und die folgenden Bände eine ähnliche Höhe der Qualität aufweisen werden. 
Die Darstellung der Informationstheorie hätte in keine bessern Hände gelegt wer- 
den können. Es ist erstaunlich, wie originell und gut fasslich die bereits bestehende 
zahlreiche Literatur mithinein verarbeitet wurde. Der Quellennachweis wurde 
aufs sorgfältigste geführt; und doch erscheint das Buch wie aus einem Guss. 

Inhaltlich ist es in die folgenden elf Kapitel gegliedert, wobei die Klammern 
die Seitenzahlen angeben: Die Kommunikationskette (5) — Strukturtheorie der 
Signale (34) — Eigenschaften linearer Übertragungssysteme (14) — Symbolstatistik 
(80) — Gestörte Systeme (20) — Sicherung gegen Übertragungsfehler (19) — Die Sinnes- 
organe als Informationsempfänger (78) — Signal und Zeichen (32) — Akustische und 
optische Valenzklassen als Zeichenträger (47) — Formstrukturen und Konstruktionen 
(25) — Die gestörte sprachliche Kommunikation (48) — Anhang mit einer Tabelle der 
Funktion -pldp und getrenntem Namen- und Sachverzeichnis (15). 

Besonders ausführlich — und mit Recht - sind die Kapitel über Symbolstatistik 
und die Sinnesorgane als Informationsempfänger gehalten. Im erstern sind die 
Kernsätze der Informationstheorie am Beispiel der Sprache entwickelt, und im 
andern finden die Eigenschaften der Sinnesorgane bezüglich ihrer Zellenstruktur, 
ihrer Reizschwellen, ihrer Unterscheidbarkeitsgrenzen und der Darstellung der 
Reizempfindungen (Farbdreieck, Phoneme, Vokaldreieck) ihren Platz. Erst 
durch die eingehende Kenntnis beider lässt sich die Kommunikationskette infor- 
mationstheoretisch untersuchen, was in den dem oben genannten Kapitel folgen- 
den durchgeführt wird. 

Das vorliegende Buch schliesst eine Lücke im Schrifttum, es befriedigt nicht 
nur den Theoretiker, sondern auch den Fernmeldeingenieur, und selbst der Lin- 
guist wird es mit grossem Gewinn zu seinen Arbeiten verwenden können. . 
W.MEYER-EPPLER hat sich mit diesem Buch selbst das schönste Denkmal ge- | 
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Vol. XII, 1961 185 


Oscillatory Flow near the Entry ofa Circular Tube 


By H. BULENT ATABEK and CHIEH C. CHANG, Minneapolis, Minnesota, USA!) 


1. Introduction 


Steady laminar flow near the entry of a circular tube has been studied by 
many authors. One of the simplest solutions is an approximate one due to 
TARG (see SLEZKIN [2]?), p. 351). TARG’s special assumption is that the velocity 
of the convection occurring in the inertia terms remains the same as it was at 
the entrance section. This assumption removes the non-linearity from the 
equations of motion, and it leads to a solution which is in good agreement with 
experimental results. In this paper we shall make the same assumption for the 
case of unsteady laminar flow. 


2. The Equations and Boundary Conditions 


It will be appropriate to use cylindrical polar coordinates 7, 0, x with the axis 
of x lying along the axis of the tube, and the origin of the coordinates in the 
entrance section. By symmetry conditions, the flow will be independent of 0. 
The velocity distribution at the entrance section will be uniform provided the 
connection between the tube and reservoir is shaped like a smooth bell mouth. 
Thus the entrance velocity will be a periodic function of time only, and it may 
be taken as 

Hr, ty |, 9 = Mo f +) (a coskmt+b,sinkot)}. (1) 


k=1 


| By WEIERSTRASS’S second theorem (ACHIESSER [1], p. 32) any continuous 
‘periodic function of period 2x (in the variable m?) can be approximated 
uniformly by a finite trigonometric sum in this form. The solution of the 
problem corresponding to (1) will therefore enable one to make calculations 
corresponding to any periodic entrance velocity. 

In the absence of external forces, the Navier-Stokes equations are 


Ou Ou Ou 1 0p ( Ou, 1 Ou er) 2 

Tre 0.08 | dr? " vr Or ox? }? (2) 
Ov ov Ov 1 0p 02V 1 © Dos One 
ar Pr Poe o Or le Le ee ar ya" 0x2)? (3) 


1) Department of Aeronautical Engineering, University of Minnesota. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 201. 
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where # and v denote the x and r components of velocity respectively, and the 
equation of continuity is 


Ou MC 
a ae Tema (4) 


Equations (2) and (3) are non-linear because of the inertia terms on their 
left hand sides, and the system of equations is difficult to solve. We can however 
make a number of reasonable approximations that will simplify the analysis. 
In the first place we assume that the transverse velocity v is very small (it is 
actually zero on the walls of the tube and on the axis), so that (3) may be 
replaced by 


Op _ 
eu (5) 


Moreover, the transverse velocity gradient will be much larger than the longi- 
tudinal one in the region near the walls where viscosity effects are most 
important, and so 0?u/0x? can be neglected in (2) compared with the other 
terms on the right hand side. At this stage we have simply made the boundary 
layer approximations usually adopted in the analysis of steady inlet length flow. 
We now follow TARG in assuming that the inertia terms w (0u/Ox) + v (Ou/Or) | 
in (2) can be replaced by 


Uo 1 Str ay (a, cos k © t + b, sink @ ] cu 5 

k=1 ‘ 
A justification for this substitution is that it is valid without error at x = 0,, 
and that were (w, v) differs most from 


Ê (: où (a, cos k © t + b, sink w 0) ; ) 
=1 


namely where the flow has become fully developed (i. e. no longer influence 
by the entry), the gradients 0u/0x and Ou/0r are both zero so that the substi- 
tution is again valid without error. Of course between the extreme positions 
there will be some error in the substitution. With the three assumptions we 
have just made the equations to be solved reduce to 


m _ : Ou 1 Op vy O Ou 4 
FT + Up MODULES EE == 5 sth : wit el (6° 


Ou LOGS 


Ox [2 
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where D = f(x, ft). The boundary conditions are: 


H = Uy c +) (a; coskwt+b,sinkwi)|, | 
k=1 (8) 

v=) Tor r=Uid (era, | 
= Vg Da for r=a and «> 0 (9) 


for all values of £, where a is the radius of the tube. 


3. The Developed Flow 


Developed flow is the Poiseuille flow far downstream where the velocity 
profile has become independent of the x-coordinate. In this case, with du/dx =0, 
equation (4) can be integrated to give 


where C is an arbitrary function of time. In view of the boundary condition 
v = 0 at r=4z, it is seen that C(t) must be identically zero. Therefore v = 0 in 
developed flow. Thus the equation of continuity is satisfied automatically and 
the equations (2), (3) and (4) reduce to 


Ou _ 1 0p ; Oru 1 ou 

Ot oe x u (sor y Or ) : (10) 
ap 
Oe (11) 


with the boundary condition: 
u=0 at r=a. (12) 
In our problem the velocity at x = 0 is prescribed. Since the flow is incom- 


pressible, the rate of flow through any cross section of tube at any time is equal 
to the rate of flow at x = 0 at the same time. In other words, 


a 


furar- a f + 3 (a, coskwt+ b, sink). (13) 
k=1 


0 
By multiplying equation (10) by r and then integrating it from zero to a, 


it follows that 


ie 2 0 
en > (a, À sink wt — b, À cos k wt) + © 5). (14) 
Rod 
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In writing this expression (13) has been used except that the value of the 
constant term in it, namely a? w,/2, has been lost by the differentiation with 
respect to £. 

By eliminating 0p/0x from (10) and (14) we obtain: 
Ou = y Le 2v (ou (NN) Ou 
Ape tod, (a, ksinkwt — b,kcoskwt) — = > + — (7 ay ) „193 


If u is considered as the real part of the function w this equation can be rewrit- 
ten as 


n 


ou rey igor: 2% (Ou: AOL Ou 
où - | ( en ds) ae a lor i = y OV (’ OY ) é 7 (16) 
and the boundary condition (12) becomes 
b=) av ya. (17) 
Equation (16) suggests a solution of the type: 
ar) + ee. (18) 


Kal 
Substitution of this into (16) gives 


; 5 Ze | ake el d EN 
) TROT To) (Se) =e G Ir \| pikot 
[ax up (2 a, + Oy) a dr Ja AT dr z 


k=1 
2» [ago vy a dgo 
A". 


Because of the linear independence of the functions e'*®’, this equation and the 
boundary condition (17) yield the following differential equations for the q’s: 


ae ci 


Gola) = 0, (20) 
and 
qe I dar Ro 2 ( addy ko : 
a Ur dy yp KG | en le ma Gas (21 
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_ The solution of (19) with the boundary condition (20) is 


ne a) cl), 


a? 
To determine C, equation (13) can be used, and it gives 


a 
a? u ÿ Ga: 
5 c= / Gr) td? = ae 


so that C = 2 u,. Therefore 
Gol?) = 2 wo (1— 2), (23) 
which is the well known result for steady Poiseuille flow. 

We shall now consider (21), for which the general solution is 


er) 4,7) (Ze yk = - + By Yo (ss? VA 3 À | 


. NO dam 
+ Ug (ax — 1 B,) + _ ee | 


kama \ dr 


(24) 


where A, and B, are constants to be determined and 
a=al/. (25) 
7 


Since for r = 0 the function Y, becomes infinite, and the velocity on the axis 
of the tube must be finite, the constant 2, is necessarily equal to zero. From 
(24) it follows that 


(dt) = ame * 7, (are) 


dr 
and using this in (24) we obtain 


JT) = 4; [Je (a Yka A am : I (32 Ve x) 


312 | WB ee 


+ tty (a; — 10,). (26) 


The boundary condition (22) gives 


and substitution of this into (26) yields: 


Jo @P Vk ara) — Jo EVE à) 


au) = Ha te | no I nier 


190 H. BÜLENT ATABEK and CHIEH C. CHANG ZAMP 


Therefore the final result is: 


y2 
Me = 20m, (1 — =) | 


| : [APE VR ara) = jo (EVE) | shel 
+ u, Re is (a, — 1 b,) | lea e | 


4. The Entry Flow 


First we shall eliminate p as we did in the case of developed flow. We 
multiply (6) by r and then integrate with respect to r from 0 to a; this gives 


> a 
: > : a iP : 
fr r dy + Uo Ä + à (a cos À © £ + b, sin À w ] Fr | urdı 
0 = F 
1 op f Ou 
Le 0 Ox | dE (>; 1 À 
0 


From (13) we see that 
DP 
Mr 
=> / urd 0, 


0 


and so the expression for 0p/0x turns out to be the same as for developed flow, 
namely 
yee 
0 Ox 


n 
= tha oD” (&% ksinkwt—b,kcoskq@t) + = (5) . 
k=1 z 


Substitution of this expression into (6) gives 


4 N À Ou 
ee 1 ve cos À wt + b, sink w ] On | 


— C : Be . _ 2» (ou Oo 
= — > (a, ksinkot — b,kcosk ot) Zw (55) dr ae (7 =) 4 | 
This is a linear non-homogeneous equation and is to be solved subject to the 
boundary conditions (8) and (9). 

Since developed flow is a particular solution of (29), this equation can be 
made homogeneous by writing 


ur, 0 = (a 7,1) + uloo, 7,2), (30) 


where w(oo, 7, ¢) denotes the developed flow, which is given by (28). The} 
substitution of (30) into (29) and the boundary conditions (8) and (9) yield the 
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following differential equations and boundary conditions for the function Uy: 


0 4 ) 
= + Ug a + N (a, cosk wt + b, sink w n | 
kei à (31) 
… _ 2» (Om, I Qe | 
ss a | OY a Ty Or (’ or 2 
and 
Hal, 2%) = 0, (32) 
a (0,.7, 2) = u, c + D>) (a coskot+b,sinko ] — 2% (1 — =) | 
k=1 
(33) 
= (82 Vk œrla) — Jy (2 Vk a) | pol 
— u, Re | (a, — 1 b,) & zum ur IT De 
en nem sd | 
Let us seek a solution of (31) in the form 
U(x, 7, t) = w(t, 4) d(7) , (34) 


with the variable 7 separated from x and ¢. Substitution of (34) into (31) 
followed by separation of the functions y and ¢ gives 


ia + Ug I + I (a, cosk wt + b, sink w | | | 
y | ot | te! | Ox (35) 
1 2» (dd y ad dd\] __ 22 
ei db [- a (= ja = y dr (r | SUN. 
The separated equations are 
d*h 1 db pas of AO) ; 
dr? = y dr ies a IR eo) 


nf de : day 5 iss 
bed + Up c 2 cosk wt + b, sink w n a +yMy=0. (37) 


If we first consider the homogeneous equation (36), we notice that since the 
boundary condition (32) implies the homogeneous boundary condition 


dla) =0, (38) 


the determination of a non-zero solution for (7) is an eigenvalue problem. 
The general solution of (36) which is bounded at 7 = 0 is 


bir) = A An + Fe (SE). 
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From this equation it follows that 


) =-AA fa). 


With this result the general solution becomes 

un =A [hla — 5 Aa). (39) 
The boundary condition (38) gives 

da) =A [AR — 5 Ala a)| =0. 
Therefore, for a non-trivial solution, it is necessary to have 
Has hal. 
In view of the recursion formula 
2 JL) = hl) + De) 
this last expression is equivalent to 
Ra) =0. (40) 


If y; ( =1,2,...) denote the roots of the equation J,(y) = 0.(JAHNKE and 
EMDE [3], p. 168), then the eigenvalues are 


=, a) 
À = +. (41) 
The corresponding complete normalized eigenfunction system is 


a 2 V2 | Joly; rla) I 
= and @;= 1 — lie ho ae ene 42 
Br Ke P 1 2 
This system is orthogonal with respect to the weight function r. 
Now let us consider (37). If we denote by y; the solution which corresponds 
to the function ¢,, after making use of (25) equation (37) becomes: 


Ow; a i OY; We 
a + Uy | 1 = (a, cosk mt + b, sink w ] a = woy,=90. (43) 


If we (temporarily) change the independent variables to £, y instead of t, x, 
where 
210 


Ss, 
a) 
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in which 
n il 
S=ot =. h (a, sink wt—b, coska@ty) , (44) 
= 
(43) reduces to 
Ow, ys a 
DE 4? u: 


The general solution of this equation is 
Ws = Bly) ee, 
where /; is an arbitrary function. In other words 


Oe, Di Lie a (45) 


oy) 
Now we have to determine f; (x — a9 s/w). For x = 0 from (45) we get 
fi(— 2°) = y(t, 0) erro" (46) 
fj ae iN? : 


Or 
: Uy 5 \ ee aRls)/a2 
fl ee ° ) = pi, F (s), 0| e’; (s)) 


where wt = F(s) is the solution of (44) for the variable » ¢. If we replace s in 
(46) by s — x w/u,, we obtain 


ua") ft Fe 12), oer 


oO , 


and then (45) may be written as 


> 2 XW / 

we Jy P(s—— ee (47) 

where x w/u, is replaced by x «?/a R, and R = u, a/v is the Reynolds number. 
Therefore, to complete the solution it is only necessary to determine y;(f, 0). 
Before we do this, we may note the following facts about the function 

s = s(wt) and its inverse mt = F(s). A differentiable function has a single- 
valued inverse in an interval, if its derivative is greater than zero in that 
interval. Therefore the inverse function of s = s(m?) exists and is single- 


valued if 


ds . : 
a 6, 


In view of (1) this condition is equivalent to saying that the rate of flow 
through the tube should be positive for all time. 


ZAMP XII/13 
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Integrating this last equation we see that 


at 
s=/ #09 dws) + Const. (44a) 
J Ug 

0 
where u(c f) denotes the average velocity. That is, for a given entrance velocity 
(which is equal to the average velocity) s is related to the total amount of flow. 
Therefore once (1) is given, the graph of the function s = s(w #) can be readily 
drawn. The same graph also gives the inverse function » ¢ = F(s). In particular 


6 
N) S(wt) 
Sail i 
4 9 
2 A-xa?/aR 
3 
S-4 
PRE) 
| 
RS, Laer - 
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 


’ 
Figure 1 


Procedure to find F(s — A) for a given mt. (1) For a given wt, read s; (2) subtract A = xo2/a R 
from this value of s; (3) read the corresponding (F(s — A) on w t axis. 


since in all calculations the argument of the inverse function F is equal to 
(s — x a?/a R), the value of the constant which appears in (44a) is immaterial 
and may be taken equal to zero. Figure (1) represents the function s = s(w t) 
for the entrance velocity w/u, = 1+ 0:5 cos m t and in the legend the process 
of finding the value of F(s — x «?/a R) is explained. 
Now let us consider the determination of y,(t, 0). For this we observe that 
the series x 
vi t) pr) , (48) 
j=0 
is a solution of (31) provided it converges and is term-wise differentiable in the 
variables x,7,¢ as many times as required by (31). This solution must also 
satisfy the boundary condition at x = 0, namely 


1(0, 7, £) myn es 


7—=0 


where #,(0, 7, £) is given by (33). This enables us to determine y;(0, t) Indeed, 
by multiplying both sides of this equation by rd,(r) and integrating with 


Vol. XII, 1961 Oscillatory Flow near the Entry of a Circular Tube 195 


respect to r from zero to a, we find that 
p;(0, t) = | (0, r, t) d;(r) rdr; 7 =0,1,2,.... (49) 
0 
For the zero subscript 


polo, # = N“ mr, rdr = 0 
0 
since the rate of flow with velocity u, is 0. By substituting (33) into (49), the 
y,(0, ¢) for subscripts other than zero are found to be: 


7 ui ikot 
y,(0, t) = — ae Ho A Rey. Dez Pan 7 | 
Yj | ea nn | ist 
= — u, Ü FI Mu; (a, cos (kwt — 0,;) + b,sin(kwt — Dj] 1 | 
gy k=1 _ 
where 
N 
en en = : = 1 
M,; =. Vi + a Gr) and 6,;=tan- k(,.) : 
Then the substitution of (42) and (47) into (48) in view of (50), gives 
ns, 7,t) = md 
= 11 
| DA PAT TRE aie : R _g. IL (51) 
x i +My [a cos(A PIS] = 655) + 3s sin(k F(s : zT): )|, ( 
Oe Ia fps aa ee) 
oS ie [ F(s = 0) nl Di | 
Now we are able to write down the expression for the velocity of the 
original flow. Indeed, by inserting into (30) the values of w,(x, 7, ¢) and #(00,r, t) 
from the equations (28) and (51) we find that 
meee) Ia fa MR 
Faire (1 =) 
(812 VR arja) — Ja Vo) sel 
Re 7 (ag A ) | ES Dies 
F4 | I i (i 3/2 | Ro) | (52) 


LA HSE I} RS, fa, cos (k(o t — A) — 8) + b, sin (k(w t — À) — D] 
j ] k=1 


ee p|- an A 
ap sar era 
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In this equation we have replaced F(s — x o?/a R) by (wt— A). The value 
of the phase displacement angle A can be determined graphically as explained 
in Figure 1. When # has been determined, v can be obtained by integrating (7): 


= a / UT ar . (53) 


Since the rate of flow through any cross section, given by (13), is only a function 
of time, it is clear that the condition v = 0 at v = a is satisfied if v is calculated 
from (53). As this component of the velocity is not going to be used in the 
following, its calculation will not be given here. 

The pressure gradient: The x-component of the pressure gradient is given 
by (14). Let us calculate (0u/07), and substitute it in that equation. Differen- 
tiating (52) with respect to r, and noting that 2 J,(y;) = y; Jo(y;), we find that: 


| du x Ug 1 lol / on Jet Reo) te Ser | 
eng Rep I Yh (a — i by) : an) exp|i (tot+ | 
— = nn : Sy 1+ Dane [ax cos (k(w t — À) — 0,;) 
Sere si | 


+ by sin (R(@ t— A) — 0,;)] 


I, 
exp( = 4). 


Substitution of this equation in (14) and conversion of the resulting equation 
into dimensionless form give 


1 Op ee 4 
Ca 2 (a, Rsink ot — b, k cosk ot) 


> 


2% Rei LT y ee exes (Rots =] 


(1312 Vk x) = 
8 Le = 
= à e ae dD, \14 D/ Mixa, cos(k (ot = A) = Oxy) 
j=l k=1 


4- b, sin(k (wi À) — u) exp(— 4 4} | 


Let us note here that, although it is not apparent from equations (52) and | 
(54), the velocity and pressure gradient are periodic functions of time with a 


period of 2r/w. This can easily be proved by showing that A is a peo | 
function of time. 
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5. The Inlet Lensth 


As seen from (52) the velocity wu reaches its developed value asymptotically ; 
that is, it requires an infinitely long tube for the flow to become fully developed. 
For steady flow, it is a common practice to define the inlet length as the distance 
between the entrance section and the location where the ratio 


TESS DS EN, 


u(oo, Vv) 1 


is equal to 0-01. Here x(®, r) denotes developed flow for the steady case. 
Therefore, the entrance length L is given implicitly by the equation 


wo, 0) — u(L, 0) _ 0-01 . 

u(oo, 0) 

For oscillatory flow the velocities entering in this equation are functions 

of time, and the equation does not lend itself easily to numerical calculation. 

In order to simplify the calculations the following equation will be adopted 
instead to define the oscillatory inlet length: 

Are = SAD a. (55) 


/ u(co, 7, t) dt 


(2) 


ZI) 
t r=0 


Since for the present case 


t+ 27/0 


22 / “lod, 7,1) di = 2 Uy, 


equation (55) becomes 

u(oo, 0, t) — u(L, 0 _ 0-01 

x 2, de. 
Substitution of the values of u(oo, 0, ¢) and u(Z, 0, t) from equations (28) and 
(52) respectively into this equation yields the equation 


| 


By 1 + IM, [ax cos (Rw t— A) = 6,;) + b, sin (k(t — A) — I 
1 7 Bi 


ee. 


for the calculation A. For a given flow the only unknown in this equation is 
the phase angle A. If we can calculate A from this equation, we can determine 
the inlet length Z graphically from Figure 1. Indeed for a certain wt and 
corresponding A, the difference A of the ordinates of the curve s = s(w }) 


(56) 
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corresponding to the abscissas © ¢ and mt — A is equal to L «?/a R. Therefore 


we have 


R 


Pas (57) 


a2 

Now let us consider the problem of solving (56) for A. The left hand side 
of this equation is an infinite series. This series converges uniformly for ¢ > 0, 
and A > 0. Because of the exponential factor, convergence is very fast, and 
therefore we may approximate equation (56) by taking only the first term of 
the series. Doing so we have 


yy Palo t— 4) [1 — 525] exp(— 3 A) = 001, 2 


where 


By (wt) =1 OP [a, cos(k wt — 6,1) + 6, sin(kwt—6,,)]. (60) 


k=1 


Thus (59) gives us a relation between ß,(wt— A) and A. This relation is pre- 
sented in Figure (2) for different values of the parameter «. On the other hand, 


7 6 5 4 8 3 a=2 
/ Lu 
A 
774) 
/ 42-0 
/ 
iG 
41-6 
NS 
ey | 
7 1182 
au 
4 | 
a 40:4 
ee, B, 
ee +360°) 5] 
1 1 ES L LE de 


MN 240 S200 TN 1) 80 40 0 


=<—— A 


Figure 2 


A versus wt for different values of the parameter &. The dotted lines in the figure represent the » 
extensions of the corresponding solid lines to the left. The values of A for these lines are obtained by : 
adding 360° to the corresponding abscissas. 


knowing the entrance velocity and the value of the parameter « we can present: 
graphically the function ß, versus wt from (60). Now let us plot this curve on} 
transparent paper taking the scales of w ¢ and ß, equal to the scales of A and 
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Pı of Figure (2). Superpose this curve on Figure (2) so that the point (© t, 0) of 
the 6, versus « £-graph coincides with the origin of Figure (2) and the « t-axis 
is directed along the A-axis. Then the coordinate A of the point of intersection 
_ of the proper A versus ß,-curve (the one which corresponds to a given «) with 
the f, versus @ ¢-curve gives us the phase displacement angle for the »t under 
| consideration. 


6. A Simple Example 


Let the entrance velocity be 


1Æ = 


a 6 = ty (L+0-5coswi) and a=a | = 


This information is sufficient to determine the flow in the inlet length as a 
function of #, and the Reynolds number R. 

For this flow a, = 0:5, k = 1, « = 4. By substituting these values into (52), 
velocity profiles can be calculated for different values of x/a R. These calcul- 


wt=0° 


0:04 0:08 0-12 
x/aR —> 
Figure 3 
Velocity distribution in the inlet length for u,-o =w(1+05coswt) anda=4. 
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Uf 08 06 OF 02 0 02. 05) B08) fe 
ria 
Figure 4 


Velocity distribution in the developed flow for u|, Lo = %(1+0:5coswi) and a =4. 


02 


Steady inlet length 


01 


D — 


0 6 120 160 240 300 360 
wt—> 
Figur 5 


Inlet length versus © t for ul, _9 = “0 (1 + 0:5 cost) anda=4. 


ations have been carried out and the results are presented in Figure (3). 
Developed flow comes out of these calculations as a side product and it is 
shown in Figure (4) for different values of w £. Figure (5) gives a presentation 
of L/a R versus  t for the same flow. 
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Sommaire 


On étudie l'écoulement laminaire oscillatoire d’un fluide incompressible visqueux 
près de l’entr&e d’un tube circulaire sur la base des équations linéairisées Navier- 
Stokes. On suppose que la vitesse du fluide soit uniforme à l’entrée et qu’elle soit 
une fonction de temps connue périodique arbitraire. On obtient des formules pour 
les composantes longitudinales de la vitesse et le gradient de pression et on calcule 
la longueur d’entrée. 


Zusammenfassung 


Die periodische laminare Strömung einer zähen inkompressiblen Flüssigkeit 
in der Eintrittspartie eines zylindrischen Rohres wird auf Grund der linearisierten 
leichungen von NAVIER und Stokes berechnet. Es wird dabei angenommen, 
ass im Eintrittsquerschnitt in jedem Zeitpunkt eine über den Querschnitt kon- 
tante Geschwindigkeit herrsche, die jedoch eine Funktion der Zeit ist. Formeln 
ür den Druckgradienten und die Geschwindigkeitskomponenten in Richtung längs 
er Rohrachse werden erhalten. Ebenso wird die Einlaufstrecke berechnet. 
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Ein mechanisches Rechengerät zur Behandlung des ebenen 
Dreikörperproblems 


Von P. CURTI, Zürich 


Kraft und Weg 


Wir betrachten zunächst nur einen Massenpunkt P,, unter dem Einfluss 


einer Kraft, die ständig nach dem festen Zentrum M zeigt (Zentralbewegung, 
Figur 1) und deren Grösse eine Funktion der Entfernung a ist (a = M PM 
Es kann dies zum Beispiel die Kraft eines gespannten Gummifadens sein 
(elastische Kräfte) oder die Schwerkraft, die stets durch das Erdzentrum geht. 
Handelt es sich speziell um eine Gravitationskraft, so übt die Masse M auf 
P,, eine Anziehung aus, deren Beschleunigung nach NEWTON 
be (k = Gravitationskonstante) 
ist. Der Index von by, bezieht sich auf diejenige Masse M, welche die Be-- 
schleunigung ausübt; angesetzt wird der Pfeil am Punkt P,,, welcher die: 
Beschleunigung de 


Figur 1 


Integrieranlage K, Aufzeichnung der Bahn 


Mit den a von by ergeben sich die Bewegungsgleichungen fiir 
den Punkt P,, 


ARE M Ar le 
Gs ky COSA = —k | =, a} 
ey. Shi My | 
ae by aaa ae te -sin & = — ties (2 
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Durch zweimalige Integration nach der Zeit ergeben sich daraus die Wege s: 


[Dat=», fodt=s. 


u u 


Wir betrachten zunächst b, und b, als gegeben und integrieren mechanisch wie 
folgt: 

a) Wir setzen b, um in die Drehung einer Welle W (Analogierechner) ; diese 
führen wir zum Integrator /,, der — durch den Zeitmotor unter dem Tisch 
angetrieben — die Integration Î b,- dt =v, besorgt. Demnach tritt rechts v, 
aus dem Integrator J, heraus und geht in J, hinein, wo die zweite Integration 
fr, - dt erfolgt, so dass rechts dx aus J, heraustritt. Analog liefert der Ein- 
gangswert b, die Weg-komponente dy am Ende rechts des Kastens Kj. 

Summarisch ausgedrückt: Wenn wir links die Beschleunigungskomponen- 
ten 6, und 5, in den Kasten K, hineingeben, dann kommen rechts die Weg- 
komponenten dx und dy heraus. 

Das Detail der Integration übergehen wir, die Kreise können sowohl 
Scheibenintegratoren als auch Kugelintegratoren darstellen, wie solche in 
letzter Zeit von der Firma Amsler bedeutend verbessert worden sind. Verstär- 
ker sind weggelassen, der Zeitmotor, der die vier Integratoren antreibt, befindet 
sich, wie schon erwähnt, unter dem Tisch. 

Ue sind Übersetzungsgetriebe für den Wechsel der Maßstäbe und Verzer- 
ungen, À Kupplungen. 

b) Die x-Welle endigt in einer Spindel Sp, die den Läufer Z nach rechts 
der links bewegt. 

Am Ende der y-Welle ist ein gezahnter Zylinder Z, welcher den Stab St 
(dessen untere Fläche gezahnt ist) entsprechend y in den Führungen F des 
äufers Z verschiebt. Die Spitze des Stabes 5? steht momentan auf P,,, sie 
eschreibt die gestrichelte Bahnkurve. 


Prinzip der mechanischen Lösung 


Die vorstehend beschriebene Apparatur zur mechanischen Integration ist 
ekannt und kein Problem. Schwieriger ist es, ihre Eingangswerte b, und 5, zu 
ilden, da diese vom Ort P,, abhängen, also von Endwerten x und y, die zu 
rmitteln wir erst im Begriffe sind. 

Es kommt hinzu, dass wir später einen zweiten Körper mit ins Spiel 
ringen werden, so dass dann vier Differentialgleichungen simultan integriert 
erden müssen. 

Wir betreten deshalb den Weg einer mechanischen Lösung, da bei einer sol- 
hen das Prinzip der Rücksteuerung (im Gegensatz zu den graphischen und 
echnerischen Methoden) uns erlaubt, Endwerte spontan wieder als Ausgangs- 
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werte in einen Kreislauf laufend einzusetzen, und dies mit beträchtlichem 
Zeitgewinn. 

1. Wir führen in Figur 2 von P,, aus über M einen Faden auf den (nach a 
geteilten) Umfang eines Funktionszylinders A. Dessen Mantellinien (Ordinaten) 
geben uns dann laufend die Grösse des variablen Wertes b = F(a) an. Wir: 
tasten sie bei A ab, um sie durch eine Kette Ke von unten in die Rille À der 
Richtungsscheibe S überzuführen. Auf der Unterseite der Scheibe S liegen 


Figur 2 


Prinzip der mechanischen Lösung. 


parallel zu R zwei Zylinderfedern, die sich in den Punkten I und II abstützen. 
und den Endpunkt der Kette nach aussen drücken. 


2. Die Richtung von a (Linie P,,M) nehmen wir mit dem Tastarm T ab. 
Ein Motor 1 dreht die Wellen w und ihre Schnecken Sn und damit die Rich- 
tungsscheibe S sowie den Tastarm 7. Berührt der letztere den Metallfaden 


P,,M, so schaltet ein Relais den Strom zum Motor 1 ab; so wird auf de 


Richtungsscheibe S die Beschleunigung 0 stets zu P,,M gleichlaufend gehalten 
(Kreisnachlaufwerk). Wir haben damit d nach Grösse und Richtung. 


3. Schliesslich zerlegen wir den Vektor 6 auf der Richtungsscheibe S im 
seine Komponenten b, und b,: 

Die Spindel Sp, angetrieben durch den Motor 2, verschiebt den Tastarm Ts 
nach links. Erfolgt Kontakt, so schaltet ein Relais den Strom des Motors 2 ab 
Die Zahl der Drehungen von Sp ist ein Mass für b,; sie wird der Integrieranlag 
K, durch eine Kette Ke zugeführt. 
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Ähnlich wird die Komponente b, abgetastet; wir wollen aber damit die 
kleine Figur nicht überlasten. 


4. Schalten wir zuletzt den Zeitmotor ein, so zeichnet das obere Ende der 
Stange S? automatisch die Bahnlinie auf. Der ganze Ablauf der Apparatur 
wird einzig und allein durch das Newtonsche Gesetz regiert; wir brauchen nicht 
zu wissen, dass die Bahn eine Ellipse, der Hodograph ein Kreis ist und M der 
Brennpunkt. 

Vorerst allerdings ist der Apparat keine Notwendigkeit, da wir den Bewe- 
gungsvorgang rechnerisch durchaus beherrschen. 

Die Anforderungen an die Genauigkeit sind beträchtlich: Das Ende der 
Bahn muss genau und tangentiel in den Anfangspunkt einlaufen, um den 
Umlauf auf der aufgezeichneten geschlossenen ersten Umfahrung zu wieder- 
holen (später, beim Dreikörperproblem, sind die Bahnen nicht immer ge- 
schlossen). 


Zwei Körper M und u 


"Grösse der Beschleunigung b (Figur 3): 
1. Die Kräfte X, mit denen zwei Massen M und w sich anziehen (Figur 3a) 


sind gleich, nämlich 
M u 
Dr 


K= (Newton) 1) 

2. Dagegen sind die Beschleunigungen ungleich Figur 3b; die grosse Masse 
M übt auf jedes Teilchen der kleinen eine grosse Beschleunigung aus, die kleine 
Masse u vermag den grossen Körper M nur wenig zu beschleunigen. 


Figur 3 
a Kräfte b Beschleunigungen c Zusatzbeschleunigung b, 


1) Aus dem Getriebeplan ist ersichtlich, wie unser Analogiegerät ein übersichtliches Modell des 
ewegungsvorganges ist: wir sehen auf dem Reissbrett die drei Massen M, u, m ihre Bahnen ziehen, 
erner auf dem Brett der sechs Richtungsscheiben S laufend Grösse und Richtung der sechs 
eschleunigungskomponenten sich ändern. N 

Nun ist das Dreieck M u m allerdings eine Darstellung von begrenzter Grösse, welche hin- 
ichtlich grösserer Genauigkeit keine bedeutende Steigerung erlaubt. Um eine solche zu erreichen, 
üssen wir die Dreieckseiten a, b, c und die Richtungen &, P,y ebenfalls als Drehungen von Wellen 
Analogierechner) darstellen und auf engem Raum sozusagen aufspulen. Das führt auf eine sehr 


mfangreiche Apparatur. 
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Ist M die beschleunigende Masse, so übt diese eine Beschleunigung aus: 


M | Be 
> ebenso «.. 0, =k ae 


by = À 


3. Beide Massen M und u sind in Bewegung. Wollen wir M zum Stillstand 
bringen (Figur 3c), so müssen wir in M eine gleichgrosse, in der Richtung: 
entgegengesetzte Zusatzbeschleunigung b, anbringen, und (damit das System 
der beiden Massen in sich ungestört bleibt) ebenso in u (Figur 3c). 

Betrachten wir also die Bahn von u in bezug (relativ) auf die feststehende 
Masse M (im Koordinatennullpunkt N), so haben wir ihr nach Figur 3c eine 
zentrale Relativbeschleunigung 


M + u 
Pret 2 bir I; b ae 72 


la) 


zuzuteilen; sind die Massen gegeben, so legen wir 
bra = F(a) 


um den Funktionszylinder A von Figur 2. Die vom Apparat Figur 2 aufgezeich- 
nete Kurve ist dann die Relativbahn von w, betrachtet vom festen Standort 
M aus. 


Drei Körper 


Die Beschleunigungen: 

Die drei Massen sind M, u, m; über ihr Grössenverhältnis wird keine ver- 
einfachende Annahme gemacht. 

Die Seitenlangen des Dreiecks sind a, b, c. 

Wir halten jetzt die Masse M fest und betrachten von ihr aus die Bewegung 
der Masse # und nachher die Bewegung der dritten Masse m. 


Figur 4 


Bewegung der Masse y. 
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Für die Masse u gilt nach Figur 3c: 


Dre = (z = att ) I 


Nun tritt aber die dritte Masse m als Störmasse hinzu und erteilt der Masse u 
eine Beschleunigung 


bu =(k Gs) U 
und der Masse M eine Beschleunigung 
Mm 
bu=(ks) U 


Da wir aber M festhalten wollen, muss dort zu bj]; in entgegengesetzter Rich- 
tung eine gleichgrosse Zusatzbeschleunigung III (punktiert) angesetzt werden 
und ebenso (damit das System der drei Massen in sich nicht gestört wird) 
bei u und bei m. 

Für jede der drei Beschleunigungen benötigen wir einen Funktionszylinder 
(I, II, III); ändern die Massen, so sind die Funktionslinien neu aufzuzeichnen. 


Störglieder 


: wpe b/2 si 
KM, en 
di 2) a [je ; 


Per 
Figur 5 
Übertragung der Distanzen a, b, c (Fadenlängen) auf den Umfang der Funktionszylinder. 


Die drei Zylinder werden (siehe Figur 5 und auch Getriebeplan) durch die 
Metallfäden a, b, c gedreht. Ein Faden, der in m befestigt ist, ist über « und 
M auf das Differential D geführt, wo er das eine Sternrad gemäss (a + b) 
dreht; das andere Sternrad wird vom Faden a gedreht, so dass uns die Achse 
des Planetenrades im Differential die halbe Differenz [(a + 6) — a]/2 = 6/2 gibt 
und hierauf die Übersetzung 2. 1 die verlangte Drehung 6 des Zylinders II. 
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Für die Masse m und u als Störungsmasse sind nach Figur 6 die Beschleunigun- 
gen im Punkt m: 


M + m - = ade i ieee 7 
bra=(e I) IV,  by= (x 5) V, bn (E £) Vi. 
u 
MI se 
ne N 
/ N 
2 BE 
da’ de 
4 \ 
¥ \ 
“i N u 
Be NK b,- (Ka V 
/ m € 
4 bl) ; ae 
< 
oz ou n 
aS vor > 
bn=(K3)V 
Figur 6 


Bewegung der Masse m. 


Die Funktionszylinder sind IV, V, VI in Figur 5. Dabei sehen wir, dass I und 
VI vom Faden a gedreht werden, II und V vom Faden 5, III und IV vom 
Faden c, weshalb je zwei auf dieselbe Achse gesetzt sind. 
Von den Zylindern sind die Beschleunigungen durch eine Kette auf die: 
Richtungsscheiben S zu übertragen (vergleiche die Prinzipskizze Figur 2). 
Die Übertragung der Winkel «, B,y auf die Richtungsscheibe S zeigt 
Figur 7. Jeder Motor M treibt zwei Scheiben an und einen Tastarm T. Berührt 


Figur 7 


Übertragung der Richtungen «, 6, y auf die Richtungsscheiben S. Diese zeigen laufend Grösse und] 
Richtung der Beschleunigungen I bis VI. 
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die Spitze von T den Metallfaden, so schaltet ein Relais den Strom zum 
Motor ab. 
Die Rillen der Scheiben S sind immer den Dreiecksseiten a, b, c parallel. 
Mit den Hilfsfiguren 2, 5, 7 (zu Figur 9) dürfte nun der Getriebeplan am 
Schluss verstandlich sein. 


Die Bewegsunssgleichungen?) 


können jetzt aus den Figuren 4 und 6 abgelesen werden. 

Für die Masse u, deren Relativbewegung wir von M aus verfolgen wollen, 
sind die Komponenten in der X- und Y-Richtung mit m als Störmasse nach 
Figur 4. 


| dx | M + y m 2 

ae b, = (k en COS & + (x m ) coop — (% =) cosy) UL) 
| 2 | =, =— (1) sina — (ID) sin B + (IM) sin y. (2) 
| u 


Die ersten Summanden dieser beiden Gleichungen bezeichnet man als die 
Kepler-Gleichung, den zweiten und dritten zusammen als die Störfunktion. 
Die Klammerwerte finden wir auf den Funktionszylindern I, II, III, Figur 5. 

Für die Masse m mit Störmasse u sind die beiden entsprechenden Glei- 
chungen aus Figur 6 (ß nach Figur 4): 


d’x | P N: M im ; i PR 4 4 
| dt? E = db, = (4 2 | cos y (4 | cos B (x a cosa, (3) 
| oe + 6, = + (IV) sin y + (V) sin 8 — (VI) sing. (4) 


Diese vier Gleichungen (1) bis (4), die längst bekannt sind, werden also durch 
unseren Apparat körperlich dargestellt und — wenn wir den Zeitmotor laufen 
lassen — als System simultan integriert. Als Resultat erhalten wir die Relativ- 
bahnen der beiden Körper u und m in bezug auf die feststehende Masse M. 


Beispiel (Spezialfall) : 

Die drei Massen M, m, u bedeuten der Reihe nach Erde, Mond, Satellit. 

a) Für den Mond m gilt Gleichung (3); # als Störmasse ist jetzt verschwin- 
dend klein, so dass die zwei Störglieder mit u in der Gleichung (3) wegfallen. 
Die Zylinder V und VI drehen sich zwar (weil die Fadenlängen a, b, c laufend 
sich ändern); da aber die Ordinaten der Funktionslinien auf den Zylindern 
Null sind, bleiben die Abtaster A stehen. So bleibt in Gleichung (3) nur der 
erste Summand. 


2) Vergleiche Prof. W. Scuaus, Die himmelsmechanischen Grundlagen der Raumfahrt, Gl. (78), 
S. 63, im Buche «Raumfahrtforschung» von H. GARTMANN (Oldenbourg-Verlag, München 1952). 
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b) Beim Sateliten u dagegen gelten in Gleichung (1) alle drei Summanden, 
nur im ersten ist u wegzustreichen. Alle drei Zylinder I, II, III arbeiten. 

Der Satellit ist senkrecht gestartet in programmgesteuerter Aufstiegbahn 
in das Perizentrum P der Fahrt-Ellipse eingefahren worden. Dort hat er jetzt 
einen Abstand o, vom Erdzentrum und eine Abgangsgeschwindigkeit vp, deren 
Grösse zwischen der Kreis- und der Parabelgeschwindigkeit liegt und so gross 
sein muss, dass das Apogäum jenseits der Mondbahn sich befindet. 

Mit v,0, ist die störungsfreie Ellipse bestimmt; aber die Pfeile 1, 2, 3 
deuten an, wie der Mond die Tendenz hat, den Satelliten aus dieser Bahn zu 
zerren (Störungsmasse m des Mondes in der Satelliten-Gleichung (1)). 

Wir kuppeln jetzt aus und stellen am untern Rand rechts des Getriebe- 
planes ein: 

Am Zeit-Indikator des Zeitmotors: t = 0. 

Mit Kurbel G, an der Spindel Sp: — x = o, und v, = 0 am Integrator J. 

Mit KurbelG, am gezahnten Zylinder Z: + y = 0 undv, = vgam Integrator J. 

Ebenso ist am obern Rand des Getriebeplanes, exakt zur selben Zeit ¢ = 0, 
die Konstellation des Mondes m nach Ort (x, y) und Geschwindigkeit (v,, v,) 
einzustellen. 


Figur 8 
M Erde m Mond y Satellit. 


d) Legen wir speziell die X-Achse in die Verbindungslinie der drei Massen 
M, m, u (Figur 8), dann haben wir in Figur 4 für den Satelliten u die drei. 
Beschleunigungen I, II, III nach links in die Horizontale zu drehen; ihre: 
Summe ist dann 


ASPET IT ORE Re a 200 00 


a? b2 cou 


Die Richtungsrillen R aller Richtungsscheiben S liegen jetzt waagrecht und | 
alle drei Faden a, b, c liegen in der X-Achse. Bezeichnen wir noch (Figur 8):! 


de Rune on ER 


, 
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so folgt: N =|b rf ge M+u er BZ | 


wie bei SCHAUB, S. 86, Gleichung (122), Fall 2, wenn HE 0: 

Die sekundären Einflüsse (Sonne, Erdabplattung) sind auf zusätzliche Be- 
schleunigungen ¢, e, zurückzuführen und diese durch Differenziale auf den 
beiden Wellen für db, und 6, zu addieren. 


Vv V W 
le), --(K #2) cos (Ki) cos P-(K 2) cos at | 
V~ 4: 
a,ım 
W 


rc (KR) Bk Bas 7 


a 
ii I I B 


Figur 9 
Getriebeplan. 


Summary 


The project concerns the problem and principle of solving the three body 
problem by known mechanical means: function cylinders with a photoelectric 
follower, integrators, and adding machinery. The equations of motion each contain 
three terms (including the perturbation function); these are represented indivi- 
dually on the function cylinders, resolved along the axes x and y, and plotted in 


the working plane. 
| One of the three bodie 
matically the relative paths of the other two. 


(Eingegangen: 23. August 1960.) 


s is held firm, and the apparatus then records auto- 
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On the Centre of Flexure 


By Emeric DEUTSCH, Bucharest, Rumania’) 


1. In a paper printed in 1950, BERMAN [1]?) has determined the coordinates 
of the centre of flexure of a prismatic beam when only the boundary-values of 
the torsion function are known. In this paper we shall arrive at this result in a 
much simpler way and without taking the axes to be the principal axes of the 
cross-section. We shall apply the result thus obtained to the case when the 
section of the beam can be conformally mapped on the unit circle. 


2. Let a cantilever beam of uniform, simply-connected cross-section have 
one end (z= 0) fixed and the other end (z = /) loaded by a force (P,, P,, 0) 
lying in the plane z = /. The z-axis is taken along the central line of the beam, 
while the x- and y-axes are any orthogonal axes intersecting at the centroid of 
theend2=0: 

We denote the boundary of the section z = 0 by J’ and the region interior 
to I’ by À. We introduce the notation 


lL = || ya de dyı. (1) 
R 
We have, since the origin is the centroid of R, 
I, = Loi = 0. 
It is known [2] that the flexure problem is reducible to the problem of 


finding three functions y, 9, and @,, harmonic within the region R, whose 
normal derivatives are prescribed on the boundary: 


2 je yon (nt) coË (4) kon De 2) 
OF: (1 4») a=» 92} cos (a,x) on I, 3) 
0 

st = [(1 +») y? — » x?] cos(”, y) on I. (4) 


Here # denotes the exterior normal to the boundary J", » is Porsson’s ratio and 
œ is the torsion function. 


1) Professional School ,,Klement Gottwald”. 
*) Number in brackets refer to References, page 218. 
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The coordinates (x,, y,) of the centre of flexure are given by 


4 = J (Lao Se Li: Salis y= J Tia So los Sr (5) 
where 
ale), (6) 
and 
? ee 
Si = |] ÉCART By — vy] dx dy , | 
“ i 
ae a ke 
= E m N. u (1 +») xy? + » x] dx dy . | 
% 


We try to express the quantities S, and S, with the aid of the torsion 
function g. We denote 


De = ffx HE) se) eet Ne (8) 
R 


Oy Ox 


According to GREEN’S formula, we have 


D, = Il a. ee] dx dy = i px (x dx + y dy) 


= -Ÿ 9, Ly cos(n, x) — x cos (n, y)] ds, 
P 


or, making use of (2), 
a=, 
De=— 5% ds (k=1,2). (9) 
if 


Now, if we make use of the identity 


en (A) 


where ® and Y are two functions harmonic within a closed region, bounded by 
a simple — closed contour C, the above formula (9) becomes 


D, = D pr as (Leo (10) 
or, with the aid of (3) and (4) 
De —> p [(1 +») 22 — y y2)] cos (n, x) ds (11) 
Zu 
and 
D,=-G pl +») y? — y x7] cos(n, y) ds. (12) 
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But we have 


Ÿ (x2 — y?) pcos(n, x) ds 


Val a 
= f p (4 2% 9) ds + 2 Ÿ g x y cos (n, y) ds 
N cy, 


T Ti 


a? 2 Op ae N s N COS )) d 
(= — x9) 52 as 2p px y cos(n, y) s 
‘a 


ri 
= $ (= —% ÿ?) (x dx + y dy) +2 f y x y cos(n, y) ds 
} - 


T4 


Te lie f yxy cos(n, y) ds 
2 


where we have successively made use of formula (A), boundary condition (2), 
GREEN’S formula and notation (1). 
Thus, (11) becomes 


D, =v (Iys- 3 Lo1) — f op [x* cos(n, x) +2»xycos(n, y)] ds; 
ig 


similarly we find 


D, = v (3 1,2 — Iso) — f y [2x ycos(n, x) + y? cos(n, y)] ds. 
a 


With the aid of these expressions for D, and D,, relations (7) become 


Je (1 = 29) 15, — f #2 cos (n, x) + 2v x y cos(n, y)] ds, | 
Be 


(13) 
S,=— (1—27)1,.= $ p[2vx7ycos(n, x) + y? cos(n, x)] ds. | 
i 


Unlike the formulae (7), relations (13) help us to find the quantities S, and 
S2 (and therefore the coordinates x,, y,), without our necessarily knowing the 
functions @, and @, but only the values of the function @ on the boundary J. 

If the axes are taken to be the principal axes of the region R, we have 
I], = 0 and thus formulae (5), with the aid of (13), become 


2(14- 9) foox,= —(1—2y) La $ pl2vxycosin, x) + y? cos(n, y)] ds, 
4 1” 


AY) 16% == (= 29) Daa + P pa cos (n, a) + 2» x y cos(n, y)] ds. 
ir 
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These formulae coincide with those found by BERMAN by a more difficult 
| method. 
| It can be shown that formulae (13) may be put in the form 


y= (l— 297) 17.,-1m0, S,=—(—29)1,,=Re 0, (14) 
where 
Q = — > f(z) + f@)] [( — 2») 2dz+ (142) 2dz—22z2zdz]. (15) 


Here, 
z=x+2y and f(z)= (x, y) +72 y(x, y) 


is the complex torsion function. 
Formulae (5) and (14) reduce the problem of determining the centre of 
flexure to the calculus of the integral (15). 


Ballet 
2 — OC), (16) 


be the function which maps the region R on the unit circle | £ | <1 in the 


¢-plane, and let 
Tod) = Flo(d)] 


denote the complex torsion function expressed in terms of the variable ¢. 
It is known that 


ye. oh (a) w(1/o) 
= zp ao, (17) 
7 
where y is the boundary of the circle | Ê | = 1 and o = 239, 


Formula (15) becomes 
O= 5 > [flo + fo (5) | 
x a = ») &(o) dev(a) + (1 + 2») 0 =) doo(c) — 2 w(o) o( +) do )| | 


Formulae (17) and (18) yield the value of Q if the mapping function z=o(£) 
is known. 


4. Suppose the mapping function «(¢) is written in the form 
2= o() = a, 0%, (19) 
n=0 


Bin = 0, 1, 2, ...) being complex coefficients. Let us find in this case a formal 
xpression for Q, in terms of the coefficients a, 


(18) 
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It is known that 


aD as 
n=0 


where 
+00 
Dr ) ade 
r=0 


It is found, after some algebraic manipulation, that 


co? = Sa 0% w?(a) dw(a) = =i Do" dé, | 


or. ) do(o) zu SB, o dO, 2 0(0) 0.) dol) = NIC, 0°40, | 


n= —CO à n= — 00 


where 
n 
Rn a (n—= 0,12.) 
p=0 


n 


Dan nel, 2%) 


f Lo + fo(5)] 05) dot) = -22 80, Boy — Dy Ba) 


ZAMP 
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since o = e'® and the integral of every term involving o” (n + 0) vanishes. 
Thus (18) becomes 


Q = Dad a 2.9) b, Pa = (1 as 2 y) (b, BS = b, Ba) ze b, C, a 


rn 4 n Cl 
n=1 
or 
BS f=) , A, +8, 4, — 29 (bp, KE, B_y—6,B,)), (27) 
= 4 
where 
A, =B,+C,= > (2p4 2) &a,4, (n=0,42,.), | 
p=0 
DE (28) 
As = BI EC ei 2p AM 5, 2 = ene 
p=0 


-Obviously, formula (27) may be directly applied whenever the mapping 
function «(¢) is a polynomial or whenever the mapping can be approximated 
with sufficient accuracy by a polynomial. 


5. As an illustration of the foregoing procedure, we consider a beam whose 
cross section is a cardioid. When the origin of the axes is at the centroid of the 
section, the parametric equations of the cardioid are 


*=2+6cost—3cosZ?, y=6sinéi—3sin2?. 


The analytic function which maps the interior of the cardioid on the unit 
mcle|¢| 1 is 


The non-vanishing coefficients a,, b,, «,, Pu An A_» By, B_, are given in 
he following table: 
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They were found after some straightforward computations with the aid of 
(21), (23), (24), (25) and (28). 
We have now 


+00 _ +00 


DA, Pa ra b, AR + b, A,) Si 972 > DAL, Pr ae b, De En b, B,) — — 2268 ’ 


aol n = 


» 


and therefore from (27) we have 
O= 81a (ssp 14»). 
According to (1) we find 


1701 


7 ’ 


1e = 240 ee = 0 = 1 er 0 LIENS 
From (6) and (14) we have now 


J=1701x (14%) 10, S1=0, S,=—162% (3 +4») 


and now from (5) 


7 2(3 +49) ae 
x= — At ÿ =O. 
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Résumé 


Dans une publication publiée en 1950, BERMAN a determine les coordonnées du 
centre de flexion d’une barre prismatique lorsqu’on connait seulement les valeur 
de la fonction de torsion sur le contour. 

Dans le travail présenté ici on retrouve ce résultat par une voie beaucoup plu: 
simple, et ceci sans choisir les axes principaux comme axes de coordonnées. 


On applique le résultat trouvé au cas où la section de la barre peut être repré 
sentée d’une manière conforme sur le cercle unité. 


(Received: October 3, 1960.) 
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| Hydromagnetic Flow over a Plane Wall with Uniform Suction 


By TsuNEHIKO KAKUTANI, Kyoto, Japan!) 


1. Introduction 


This paper deals with the flow of an incompressible, viscous and electrically 
conducting fluid over a non-conducting plane wall with uniform suction in the 
presence of a transverse magnetic field. 

Assuming that all physical quantities depend only on the distance y from 
the wall, we can obtain an exact solution of the hydromagnetic equations, i. e. 
the simultaneous equations of modified NAVIER-STOKES and MAXWELL’S 
equations. The solution thus obtained is valid or fails to be valid according as 
the magnetic pressure number S, based upon the suction velocity and the 
intensity of the applied magnetic field, is smaller than unity or not. The velo- 
city distribution reverts, of course, to the ordinary hydrodynamical one when 
S is equal to zero and/or the magnetic Prandtl number P, is zero. 

It should be noted here that no steady solution can be obtained for the case 
of uniform injection instead of uniform suction being distributed upon the wall. 

From the results of the calculations, it is found that both the shear-stress 
and the heat-transfer at the wall are not affected by the hydromagnetic effect, 
and that the displacement thickness of the boundary layer increases with S 
but does not depend on P,, unless P,, is zero. It is quite surprising and somewhat 
paradoxical that the displacement thickness does not depend on P,,. This point 
will be discussed in the main text. 

Recently, the same problem was treated by Gupta [1]?) who concluded 
that the steady solution can be obtained for both cases of suction and injection 
when S > 1, and no solution can be obtained when S < 1, in contradiction to 
the present result. It seems, however, that his boundary condition for the 
magnetic field at the wall does not reflect the fact that the magnetic field is 
applied transversely. In fact, his solution gives a finite value of H, at the wall, 
H, being the component of the magnetic field along the wall. On the other 
hand, since the wall is assumed to be electrically non-conducting as in the 
present paper, no electric current flows in the wall and thus the magnetic field 
in the wall should be curl-free, which leads to À, being a constant in the wall. 
his constant must be identical with the value of H, at the wall by virtue of 


1) Department of Physics, Faculty of Science, University of Kyoto. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 230. 
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the continuity condition of the tangential component of the magnetic field at 
the boundary. This means that the magnetic line of force in the wall is not 
transverse but oblique to the wall. Thus we may say that his solution is an 
isolated one in a sense that it is valid only under a particular magnetic field 
whose x-wise component in the wall is just identical with the boundary value 
given by his solution. Mathematically speaking, since the highest order deri- 
vative of H, with respect to y contained in the basic equations is the second 
order one, two boundary conditions must be given for H, in order to determine 
the solution completely. Whereas he gave only one condition for H,, so that 
his condition is insufficient to solve the equation generally. 

Moreover, there are some further inconsistencies in his paper. In the first 
place, he says that the total electric current in the direction Oy is zero. Ac- 
cording to his solution, however, it is not zero but finite, since 


oe 
rouen / (- 


0 


i dH, 
4a dy 


1 
) dy = — ne À 
In the second place, he asserts that his velocity distribution reverts to the 
ordinary hydrodynamical one when S is zero. But this comparison is quite: 
nonsense, because his solution is valid only when S is greater than unity. In 
fact, if we put S = 0 in his equation (27), the velocity distribution does not 
revert to the ordinary hydrodynamical one when R, (= P,, in our notation) is; 
greater than unity. 
This paper has been written with an intention to comment on his paper and! 
to propose an alternative solution. 


2. Fundamental Equations and Boundary Conditions 


Ihe fundamental equations for the velocity of the fluid, v, and the intensity 
of the magnetic field, H, are derived from the modified NAVIER-STOKES equations: 
of motion and MAXwWELL’s electromagnetic equations. Assuming, as usual, 
OHM'S law to be valid, we have the following dynamical and induction equa 
tions for v and H in the steady state: 


il 
(v : grad) v = — „grad +» Po + tee. (curl H x H), (2.1) 
curl(u x H)+nV?H=0, (2.2) 


together with the equations of continuity for the velocity and the magnetic 
fields: : 


divy=0, (2.3% 


Gino =, (2.4! 
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where 2 is the pressure, o the density of the fluid, » and n (=1/4 x wo) the 
| kinematic and magnetic coefficients of viscosity of the fluid respectively, and 
|) and o are the permeability and the electrical conductivity of the fluid res- 
pectively. The electromagnetic units of system have been used throughout the 
present paper. 

Now, we take the coordinate origin O at an arbitrary point on the wall, 
which is assumed to be electrically non-conducting and to have the same 
permeability as that of the fluid, and use Cartesian coordinates x, y and z with 
the axes Ox and Oy along and perpendicular to the wall respectively, and 
assume that 

1. all physical quantities are functions of the space coordinate y alone; 

2. the velocity field is two-dimensional, that is, v= v(u,v,0) and the 
suction is uniformly distributed over the whole surface of the wall: 

3. the applied magnetic field is uniform and perpendicular to the wall, 
that in the region considered, H = H(H,, H,, 0). 

The boundary conditions for the velocity field are exactly the same as 
those in ordinary hydrodynamics, namely 


a 
© 


a TEE ESP y>oo! uU, (25) 


where U and v, denote the uniform x-wise velocity at far distance from the 
wall and the suction velocity, respectively. 

Next, we shall consider the boundary conditions for the magnetic field. 
Since we have assumed that the wall is electrically non-conducting, no electric 
current flows in the wall. Therefore the magnetic field in the wall should be 
curl-free, that is curl H = 0. Thus, remembering the above assumption (1), we 
have —dH,/dy = 0 or H, = constant. This constant must be taken to be zero, 
since the applied magnetic field is normal to the wall. On the other hand, by 
virtue of the above assumption (1), divH =O implies that dH,/dy = 0 or 
H, = constant in the wall. This constant must be identical with the intensity 
of the applied magnetic field. Therefore, we have 


Ni ec, (2.6) 


in the wall, where H, is the intensity of the applied magnetic field. 

Now, both the normal and the tangential components of the magnetic field 
should be continuous at the fluid-wall interface, and the continuity condition 
for the normal component?) may be derived from div H = 0, while that for the 
tangential component from curl H = 4x j by remembering that there flows no 


3) Strictly speaking, we should request the continuity of the normal component of the ‘magne- 
tic induction B’, instead of the magnetic field itself, since divH = 0 should be replaced by div B= 0. 
We have assumed, however, that the permeability of the wall is effectively the same as that of the 
fluid, that is, both the fluid and the wall are assumed to be non- magnetic. This assumption is not 
very restrictive and may be easily removed if necessary. 
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sheet current at the fluid-wall interface®), where j denotes the electric current 
density. 

On the other hand, at far distance from the wall, the magnetic field tends 
to the applied transverse field, since the x-wise velocity component # tends to 
the constant value U. Thus we have the following boundary conditions for the 
magnetic field: 


y=0: HO, A,=H, y>oo: 4,58, H,> Hy, (2.7) 


It should be noted here that there is a constant electric field along the 
z-direction throughout the whole space. In fact, since curl H has the z-com- 
ponent alone, 7, = j, = 0. Similarly, v x H has a component in the z-direction 
only. Hence, the combination of OHM’s law and the relation curlH — 4x j 
gives rise to E,—E,—0. Furthermore, since curlE =0 implies that 
dE ,/dy = 0, so that E, must be a constant, say E,. Since the magnetic field at 
infinity tends to the contant value A,, there is no electric current at infinity, 
so that the constant E, must be equal to — u U H, by virtue of Oum’s law. 
From the continuity condition of the tangential component of the electric 
field at the fluid-wall interface, we have the constant electric field —u U Hy 
throughout the whole space including both fluid and the wall. 

It should also be noted that the total flux of the electric current across the 
direction Oy is zero, because 


| eur ee 
total current =) Pre | (curl H) dy = Fer / dy 4 | 
5 Oe (2.8) 
1 
rel N a | 


This is one of the principal differences between Gupra’s result and the present 
one as has been mentioned in Introduction. 


3. Solutions and Shear-Stress 


Now we proceed to integrate the basic equations subject to the boundary 
conditions given above. 

By the assumption (1) in the preceding section, the continuity equation for 
the velocity field (2.3) becomes dv/dy = 0 from which we have 


v= const = %, (3.1) 


where the constant has been determined by the boundary conditions (2.5)8 


4) Note that the wall is assumed to be electrically non-conducting and that the electrical | 
conductivity of the fluid is finite. 
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Similarly, the continuity equation for the magnetic field (2.4) gives 
H, = const = Ay. (572) 


The fundamental equations (2.1) and (2.2) now reduce to 


du du m dH, 
PTE dy? 470 0 dy (3.3) 
Cp u 3) 
2 ( er H?) = 0, (3.4) 
d GIER, 
ae ie = Oe (3.5) 


These three equations serve to determine three unknowns #, H, and p. Induc- 
tion equation for H,, i. e. 7 d?H,/dy? = 0 subject to the boundary conditions 
(2.7), is automatically satisfied by virtue of (OZ). 

If we denote the "pressure at infinity by p4, it follows immediately from 
(3.4) that 


p+ Hi =, (3.6) 


which shows the balance between the fluid pressure and the magnetic pressure 
in the flow field, since H, is uniform throughout the whole flow field as shown 
by (3.2). Since H,(0) = 0, the pressure at the wall is equal to 2. 

Integrating Equations (3.3) and (3.5) with respect to y and remembering 
that u > U, du/dy >0; H,—0, dH,/dv > 0 at infinity, we have 


du 7 TT ie 

Vpu=yYv a 3e a Tree + Vo UE (3.7) 
dH, 2 

wa, ud mis Cr (3.8) 


Elimination of H, between (3.7) and (3.8) yields 


du Vo du vs 1 ae vs 
Sr — 9) “= 
dy? v u EN Ts T vn ) vn 


where P, (= v/n) is the magnetic Prandtl number and S (= y H5/4 x o vi) the 


magnetic pressure number. Equation (3.9) is easily integrated, obtaining the 
following formal solution: 


u=U+ Ac? + Be", (3.10) 


where A and B are constants of integration, and «, and x, are given as 


nu: Karajan’ as), 6m 


y 
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plus and minus signs corresponding to a, and a, respectively. It is found that 
both «, and «, are always real, since 
Ce (1 qui EN a - + (1 SE = vi id es) Are 4 Ser, u > Os 
v 


vn 


Let us first consider the case of uniform injection which corresponds to 
v, > 0. In this case, x, and «, are both positive when S < 1, so that « diverges 
at infinity unless both A and B are zero. Hence no steady solution can be 
obtained in this case. On the other hand, when S > 1, «, is positive, so that the 
constant A should be zero. Then the remaining arbitrary constant is B alone 
which would be determined by the boundary condition: #(0) = 0°), so that there 
remains no freedom to satisfy the boundary condition: H,(0) = 0. Thus we 
may conclude that in case when v, > 0, namely, the uniform injection is 
distributed upon the wall, no steady solution can be obtained for both cases of 
S < 1 and S > 1 in the presence of ‘transverse magnetic field’. 

We next proceed to consider the case of uniform suction which corresponds 
to v, < 0. In this case, the expressions (3.11) for «x, and «x, may be rewritten as 
follows: 


| = Aa [US Pl Ve Pe 1205] | 


When S > 1, «, is positive, so that no steady solution can be obtained for the 
same reason as in the case of v, > 0 and S > 1. Next, when S < 1, both of 
%, and a, are negative, so that the boundary condition at infinity for # can be 
satisfied for any values of A and B. Therefore, we shall deal exclusively with 
this case hereafter. 


Now the boundary condition at the wall for # requires that 
U+A+B=0. (3.13) 


Insertion of (3.10) into (3.7) leads to 


470 


N [(% va) Ae + (vg — va) Be*?]. (3.14) 


Since % and «, are both negative, the boundary condition at infinity for H, 
has been already satisfied. On the other hand, from the boundary il: 


>) This case corresponds to Gupra’s solution. T hus, his magnetic field in the wall is not trans- 
verse but oblique to the wall. Moreover the angle between the magnetic field and the wall is a | 
particular one determined by the value of H x(0) (+ 0) given by his solution. 
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at the wall, it is required that 

(Yo — vo) A + (v9 — va) B=0. (3.15) 
Solving (3.13) and (3.15) for 4 and B, we have 


WELLEN HE nen 
v (a — Oy) . 2 a oe : 
(3.16) 
Bee V Xi — Uo (= ssa nr De 


(ay — >) % 


where « stands for V\(1 — P,?+4SP 


m Is 


Insertion of A and B thus determined into (3.10) and (3.14) yields 


1 = "IR N pa 
n a ee ee perl eee (3.17) 
and 
He UP = es 
u, 2 m p%V _ pr : 3 8 
H, = (e e*%>P) (3.18) 


he above (3.17) and (3.18) together with (3.6) are the exact solutions for the 
hydromagnetic flow over a plane wall with uniform suction in the presence of 
transverse magnetic field, under the restriction of S < 1. It is to be noted 
hat when S +0 and/or P, +0, u reverts to the ordinary hydrodynamical 
ne obtained by GRIFFITH and MEREDITH [2]. 

The related quantities such as the electric current density and the intensity 
f the electric field may be obtained as follows. From the relation 


reale 
04% 
ve have 
+ ir 1e = 1 Ta en as’ _ (+ P + gy) ee 
+ AUS PAU ou UNE, el ee a) € ( 1 N CALE 2 
(3.19) 
nd again with the help of OHM’s law, we have 
1B 
f= = ee — —] 3.20 
B= ONE eu A ( ) 


hich has already been obtained in the preceding section. From (3.19) it will 

eadily be seen that 7. changes its sign at 
y lee 

wenn Uo & ia | 1+ Py, a 

plying that the electric current flows in the negative z-direction in y < y, 

nd in the positive z-direction in y > y,. The total current across the direction 

y is, of course, zero as was shown by (2.8). 


AMP XII/15 
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In the limiting case of very large P,,, the expressions for #, H, and 7, become 


m? 
respectively 
(1—S)y | 


ae 
By) eg ae (3.21) 
A, Uo À 
AD 
er) 
@ HAL! Tel, 


excepting the very vicinity of the wall, implying that the electric current is 
confined in a-narrow region near the wall and the induced magnetic field 
changes steeply there. 

Some typical distributions of uw, H, and 7, plotted against y for various: 
numerical values of the parameters S and P,, are shown graphically in Figures: 
1 and 2. 


The shear-stress at the wall, t, can be obtained from the formula: 


du . 
T=o»| ee a (3.22) 


1-0 1-0 


0-5 


ar -0-5 


1-0 -]-0 
Figure 1 Figure 2 
Distributions of velocity, induced magnetic Distributions of velocity, induced magnetil 
field and electric current density for various field and electric current density for vario 


values of S when P,, = 1. values of Py, when S = 0-5. 
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which ıs identical with the one in ordinary hydrodynamics. Therefore we may 
assert that the shear-stress at the wall is not affected by the hy dromagnetic 
interactions. On the other hand, the drag upon the wall due to the direct 
magnetic effect, i.e. the MAXWELL’s stress, is zero in the present problem, 


=i) 
The displacement thickness 6 may be obtained as follows: 
7 (1 — “ dy 
es 
Pere Cu 
| es 2 pes 0) ’ 
“0 


displacement thickness increases with S but does not 


depend on P,, unless P, is zero. It is quite surprising and somewhat paradoxical 


m 


m 


that the displacement thickness does not depend on P,,, since this means that 


m? 


no matter how small the electric conductivity of the fluid may be, 6 is affected 
by the presence of the magnetic field. Inspecting the limiting case when P, is 


vanishingly small but 


not zero, we find that this paradoxical situation is due 


to the fact that an integral of the type 


eg 
/ a ye = 0) 


0 


is not uniform with respect to the parameter ¢, namely, 


5 | 1 (6 0), 
Je Era 
J |o (e=0). 


0 


Then, in order to clarify the effect of the conductivity of the fluid upon the 
oundary layer thickness, we introduce tentatively an alternative thickness 


* defined by 


(= mY dy, (3.24) 


hich may be ‘a certain measure’ of the boundary layer thickness, although 


t has no direct physical meaning. 
By a simple calculation the value of 6* is obtained as 


RE ER (3.25) 


OS RE 
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Here — »/2 v) (= 0%, say) corresponds to the ordinary hydrodynamical value. 
Thus, the ratio A of the thicknesses for the cases with and without the hydro- 
magnetic effect is given by 


oe rar, (3.26) 
ar este 


from which it is shown at once that 


OA Pa =) 04 = = U 

as Wesen an OP. star Fu 7 (3 27) 
A 2 Pr >( A = = UV | 

gs! C= Se Py op (L—S) (1+ Py)? ~~ * 


Therefore, we may say that the thickness of the boundary layer increases with 
P, as well as with S, and the curves of A versus S and P,, would become 
concave and convex upward, respectively. 

It is to be emphasized here that the thickness 6* defined above may give 
only a certain measure of the boundary layer thickness. In fact, as may be seen 
from Figure 2 the curve of the velocity distribution for infinite P,, cuts those 


for finite P, and approaches to unity more rapidly than those for finite P,,. 
Nevertheless, we may say at least that the boundary layer thickness in the 
case of non-zero P, is thicker than that in the case when P,, = 0. 


m 


4. Energy Equation and Heat-Transfer 


In the steady state, the equation of energy may be written as: 
oc (u grad) T—AVT = À D. (4.1) 


where 7 is the temperature, ® the viscous dissipation, and c and A are the: 
specific heat and the thermal conductivity of the fluid respectively. 
In the present problem, remembering the assumptions in Section 2, we have 


GTA TN N tal AR: du \2 
er PS (+. L 


Insertion of (3.17) and (3.18) into the above equation yields 


er Ope CLs eu UE 
dy? v dy Scan? | 


| (4. 3) 
ol En ei) ER Et | 


m m 


where P, (= ov.c/A) is the Prandtl number. 
The solution of (4.3) subject to the boundary conditions: 


y=0: THT woot TST (4.44 
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| 
is given by 
mr 7. [i U2 P. ee ge ae: a 
=a ae = Ir — 3 3 m rYv/r | 
Ty — To 2 C (Ly — To) Ro | 
0% 1 (1 Se Ie =< «) (1 1 a) 2 \ | 
oe | pe a (4.5) 
en (1 Pop os a) (1 En + a) 292) | 
B+« 


where f stands for 1+ P„— P, and T, and 1, denote the temperature at 


the wall and at far distance from the wall, respectively. 
The heat-transfer at the wall, q,, can be obtained by the formula: 


"\ay Las un) ' | 2¢ on TEE | (4.6) 


which is just identical with the ordinary hydrodynamical one. Thus, we may 
say that, just like the shear-stress, the heat-transfer at the wall is not affected 
by the hydromagnetic interactions. 


5. Concluding Discussions 


In this paper has been investigated the problem of the hydromagnetic flow 
over an infinite plane wall with uniform suction in the presence of a transverse 
magnetic field, and an exact solution for the steady state has been obtained 
when the magnetic pressure number is smaller than unity. It is concluded that 
both of the shear-stress and the heat-transfer at the wall are not affected by 
the hydromagnetic interactions but the boundary layer thickness increases due 
to the presence of the magnetic field. It has also been found that no steady 
solution can be obtained for the case of injection. 

Although we are concerned with the wall having infinitely large thickness 
in this paper, the problem may be easily extended to the case when a thin 
infinite flat plate is immersed edgewise in the flow field. In fact, assuming the 
flow field to be symmetric with respect to the plate, we would have the present 
solution for either half flow field in such a case. 

The solution obtained in this paper may be an asymptotic one in a sense 
that it may be realized on a long wall (or plate) with uniform suction at some 
downstream point from the leading edge. Evidently, the boundary layer begins 
to grow from zero thickness at the leading edge and tends asymptotically to 
the value given by (3.25), and the velocity profile and other quantities such as 
H, and j, may attain the forms obtained in this paper. 

The reason why no steady solution can be obtained in the case of S 2 1 
may be explained as follows. It is clear that the suction serves to check the 
rowth of the boundary layer thickness so that the asymptotic steady state can 
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be realized. On the other hand, the presence of the magnetic field counteracts 
this checking effect of the suction, so that the asymptotic thickness of the 
boundary layer increases with S and ultimately when S (= u H2/4 x o vi) 
reaches to unity the counter effect of the magnetic field balances with the 
checking effect of the suction. Therefore no steady solution can be obtained for 
S — 1, just like in ordinary hydrodynamics no steady solution exists in the 
case of no suction. According to this argument it is quite natural that no 
steady solution is obtained for the case of S = 1, and also for the case of 
injection. 
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Zusammenfassung 


Diese Abhandlung behandelt die Strömung einer inkompressiblen, zähen und 
elektrisch leitenden Flüssigkeit über eine ebene Wand mit homogener Absaugung 
und senkrechtem Magnetfeld. Eine exakte Lösung der hydromagnetischen Glei- 
chungen kann erhalten werden, wenn die magnetische Druckzahl kleiner als eins: 
ist. 

Aus den Rechnungen findet man, dass sowohl die Reibungsschubspannung als: 
auch die Wärmeübertragung an der Wand unabhängig sind von der hydromagneti- 
schen Wirkung, aber dass die Grenzschichtdicke zunimmt mit der Zunahme de 
hydromagnetischen Einflusses. 

Es seı bemerkt, dass keine stationäre Lösung erhalten wird für den Fall des 
Ausblasens. 


(Received: September 20, 1960.) 
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Rotationssymmetrische, wirbelbehaftete Strömung 
als Variationsproblem 


Von BOHDAN KRAJEwSKI, Warschau, Polen 


Einleitung 


Die stets weitergreifende Verwendung der Strömungsmaschinen bedarf 
einer eingehenden Kenntnis des Geschwindigkeitsfeldes, die es erlaubt, hieraus 
die richtige Schaufelform zu ermitteln. Die bekanntesten Arbeiten auf dem 
Gebiet der Berechnung der Strömungsmaschinen sind die von Runen [1}}), 
Wu [3], GOLDSTEIN [4], Monroe [5], STRSCHELETZKY [7] und GRAVALOS [8]. 
In den bis jetzt veröffentlichten Arbeiten verwendet man vor allem die Itera- 
tionsverfahren zur Lösung auftretender Differentialgleichungen. In der vor- 
liegenden Arbeit wird ein neues Verfahren zur rechnerischen Ermittlung des 
Geschwindigkeitsfeldes vorgeschlagen, wobei die Begrenzungen der Strömung 
sowohl aus festen Wänden als auch aus Stromflächen bestehen können. Die 
Form dieser Begrenzungen entspricht dem Zustand des gasdynamischen 
Gleichgewichtes des strömenden Gases in dem betreffenden Raum. Die An- 
nahme der rotationssymmetrischen Strömung ermöglicht zum Beispiel — zwar 
angenähert, aber meist mit genügender Genauigkeit — die in Turbomaschinen 
vorkommende Strömung zu berechnen. In dieser Abhandlung wird sowohl die 
absolute Bewegung, die im Leitrad und im Übergangsraum vorkommt, unter- 
sucht als auch die relative Bewegung, die im Laufrad stattfindet. Im folgenden 
werden also die wirbelbehafteten Strömungen untersucht, deren Geschwindig- 
keitsfelder axiale, radiale und Umfangskomponenten der örtlichen Geschwin- 
digkeit aufweisen, wobei angenommen wird, dass sowohl die Verteilung der 
örtlichen Geschwindigkeiten, Drücke und Temperaturen als auch die Verteilung 
der totalen Enthalpie nur von der axialen und radialen Koordinate abhängen. 


1. Die Grundgleichungen 


Für die stationäre Strömung eines reibungsfreien idealen Gases konstanter 
spezifischer Wärme gelten bekanntlich die Gleichungen: 


Zustandsgleichung 
ZI, (1) 


1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 241. 
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Kontinuitätssatz le 21) (2) 
Impulssatz 
se = grac( = ¢ rotc = — —gradp (3) 
Energiesatz à 
Til esc rad 50 (4) 


wobei vorausgesetzt ist, dass in der Strömung keine Energiedissipation und 

keine Wärmeleitung stattfindet. Die Gleichung besagt dann, dass die EntropieS 
in Richtung der Stromlinie bzw. auf der ganzen Stromfläche einen konstanten 

Wert hat. Das bedeutet, dass die Entropie eine Funktion der Stromfunktion 

sein muss! 


San (5) 
Nach dem ersten Hauptsatz der Warmelehre gilt bekanntlich 
dh= Tas + À. (6) 


Durch Einführen der Gleichung (4) in die letzte Beziehung erhält man 
Dh\ _ 1 [Dh 
(pe) = à (ae): (7 
Für die totale Enthalpie gilt folgende Abhängigkeit: 
c? 


H=h+ : (8) | 


2 


Bei Beachtung der Gleichungen (3) und (7) erhalten wir für die Energiegleichung ! 
den Ausdruck 
DEN 
rt EX rote) 0, (9) 


Dabei ergibt sich wegen ähnlicher Zusammenhänge wie bei der Entropie S 
Her). (10) | 


Nach der Elimination von / und # aus den Gleichungen (3), (6) und bei Beach-: 
tung von Gleichung (8) erhalten wir als grundlegende Beziehung für die weitere: 
Untersuchung 


grad — J pradS = ¢ X rote. (11)1 


Diese Gleichung, die zuerst von VAzsoNvi [2] hergeleitet wurde, spricht deni 
verallgemeinerten Croccoschen Wirbelsatz aus und bezieht sich nur auf die: 
absolute Strömung, die im Leitrad bzw. im Übergangsraum vorkommt. Um die: 
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entsprechende Beziehung für die relative Strömung herzuleiten, führen wir den 
Begriff der relativen, totalen Enthalpie ein. Es ist nämlich 


J=ıh- > 2 =H-olrC,. (12) 


Auf Grund der Beziehung für die absolute Geschwindigkeit 


c=w+u, (13) 
obei 
120), 24 ist, (14) 


rhalten wir fiir den Impulssatz die Gleichung: 


De _ Dw aa vn 1 
Er Dit Om > gradp , (15) 
JO 
D = 
ay = grad (-) — wr rotw (16) 


edeutet. 
ei Beriicksichtigung der Gleichungen (6), (12), (15), (16) und nach einer 
einen Umformung ergibt sich als grundlegende Beziehung fiir die relative 
tromung 
grad J — TgradS = wx rotw + w x 2 &. (17) 


erwendet man die Gleichungen (13) und (14), so erhält man 


rotc = rotw + 2&. (18) 


ach Einsetzen von (18) geht die Gleichung (17) über in 


grad/ — T gradS = w x rotc. (19) 


ieser Zusammenhang ist zuerst von Wu [3] angegeben worden. 


2. Krummlinige Orthogonalkoordinaten 


Um die vektoriellen Gleichungen (11) und (19) in drei skalare Gleichungen 
zerlegen, führen wir ein lokales Bezugssystem ein. Wählen wir als Parameter 
| n Drehwinkel © in der Meridianebene, in welcher die Parameterlinien ortho- 
bnale Netze bilden, dann ergibt sich nach Drehung um die Drehachse x die 
arstellung der Rotationsflächen. Wie zuvor erwähnt wurde, hängt das Ge- 
hwindigkeitsfeld der Strömung nur von der axialen und radialen Koordinate 
‚und deswegen genügt es, die Strömung in der Meridianebene zu betrachten. 
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Fiir unseren Fall, wo es sich um orthogonale Koordinaten handelt, wird zweck- 
mässig der Winkel eingeführt, der im allgemeinen eine Funktion des Ortes ist 
und von x, y oder m, n abhängt (Figur 1). Werden die örtlichen Krümmungs- 


+ > 
0) X 
Figur 1 


Krummlinige Orthogonalkoordinaten. 


radien der Meridianlinie und der Normallinie entsprechend mit 0, und @) 
bezeichnet, dann lassen sich die zugehörigen Verschiebungen dm und dn längs 
der Meridianlinie und Normallinie angeben durch 


dm = 0,40,; ‘dn =, ao, - (2.1 


Im folgenden wird die entsprechende Krümmung in M als stetig und von nul 
verschieden vorausgesetzt. Fiir ein Bogenelement gilt bekanntlich 


ds =dmi, +rdOig+dni,, (2-8! 


m 


i,,, 1, bedeuten die Einheitsvektoren, die entsprechend in die Richtung de: 
Tangente der Kurve «m» oder «n» fallen. ig bedeutet den Einheitsvektor in de 
Umfangsrichtung. 

Die Vektoren i,,, ig sollen mit 7, ein Rechtssystem bilden. Nach Einsetzer 
von (2.1) in die Gleichung (2.2) geht diese über in 


ds = On, APm im + r dO ig + On Api, - (2.2 


Im Falle krummliniger orthogonaler Koordinaten lässt sich der Wirbelvektor 
in folgender Weise als Determinante aufschreiben ?) 


Om bn ’ Yr 1g ) On i, D 
1 0 0 0 
a rote ees ie is. | 2. 
5 Om 7 On OPm 00 OPn ( i 


Om CA > Yr Gy » On C 


me 


2) Vergleiche [6]. 
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Bezieht man die Analyse der Strömung im betreffenden Falle auf die ortho- 
gonalen Koordinaten m, n, so ergeben sich Zusammenhänge, welche die weitere 
Untersuchung wesentlich vereinfachen. 

Da die Strömung rotationssymmetrisch ist, verschwinden die Ableitungen 
nach ©. Ausserdem ist in der Meridianebene m, n nur die Meridiankomponente 


der Geschwindigkeit C,, vorhanden, wobei C, = 0 ist. Unter Berücksichtigung 
des vorhergesagten und nach Einführung der Operatoren 


0) 0 0 0 


a) vn ? i 9 WV ? 
On 0Pn on Om OPm Im 


ergibt sich anstelle der Gleichung (2.4): 


1 o(7 Cy) ; Doc): d(r C,) 
ZU | m ml ANETTE 
> Y On mi 0, On lot vom € (2.5) 
erwendet man die Beziehungen 
DEI: DIA, DE; 
Brad Harn | 
nd (2.6) 
DSL TOS Hg 0: 
ye ose a | 


o ergeben sich nach Zerlegung der Gleichung (1.1) in die drei Richtungen 
m 39, 1, die drei skalaren Gleichungen 


oH SC LOC, 


. U 
om T om 2 om ” aa 
OH 05 4 Cm or Cy) : (2.8) 
vy 0O r 00 E om 
OH 05 > Kom Can) Cy OY Cu) 2 9 
Tan u ae 


Aus früheren Betrachtungen (Gl.(4) und (9)) geht hervor, dass sowohl die 
ntropie S als auch die totale Enthalpie H auf ein und derselben Stromfläche 
inen konstanten Wert hat. Da jeder Meridianlinie nur eine Stromfläche zuge- 
rdnet ist, ergibt sich dann aus der ersten Gleichung: 


DEE po en 
om om ; om 


ür die zweite Gleichung erhält man wegen der Rotationssymmetrie die Be- 
ehungen: ia 

oT m 
ro wa y 0O : 
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Daraus folgt, dass die Gleichung (2.9) die Grundgleichung der rotationssym- 
metrischen, wirbelbehafteten Strömung darstellt. Zur weiteren Umformung der 
letzten Gleichung gehen wir aus von der Darstellung des Wirbelvektors in 
Zylinderkoordinaten. In diesem Falle lässt sich der Wirbelvektor folgender- 
massen als Determinante aufschreiben: 


i j k 
1| 0 0 Ô : 
= a <= | = = 2G 
> Lore r | Ox~ 00 ? or ’ | ) 


| Cy FC CE 


Da nun die Einheitsvektoren ig und j sowohl zu der m, n-Ebene als auch zu der: 
x, y-Ebene senkrecht gerichtet sind, müssen die Umfangskomponenten des; 
Wirbelvektors gleich sein: 

Re le 


ae Pre 2) 
Om On or Ox | (2.11)) 


Setzt man die letzte Beziehung in Gleichung (2.9) ein, so gilt 


OH OS 0C, IC, Gy WAC) 
On T on Cm | Or Ox )+ 7 on - (2.12) 


Bei der rotationssymmetrischen Strömung ist es möglich, eine Stromfunktio 
zu definieren. Durch Einführung einer Stromfunktion lässt sich die Kontinui- 
tatsbedingung identisch befriedigen. An die Stelle der Stromlinien treten dorti 
die Stromflachen, die Rotationsflachen sind. Jeder Stromflache kann ein de 
Durchsatz charakterisierender Parameter Y zugeordnet werden. Der Betrag 
des Gradienten ist bei rotationssymmetrischer Strömung gleich der mit 7 multi- 
plizierten Stromdichte. Es ist nämlich 


07 Cr = Qo | grad |. (2.133 


Daraus ergibt sich fiir unseren Fall 
OW 
07 Cn = Coa: (2.14 
Da die Meridianlinien «m» eine einparametrige Kurvenschar derart bilde 
dass durch jeden Punkt der Meridianebene eine m-Kurve der Schar hindurch: 
geht, ist es nun möglich, folgenden Operator einzuführen: 
Ina 
| 00 orC,, On ~ (24 
Setzt man die eben erhaltene Beziehung in Gleichung (2.12) ein, so erhä 
man nach einer kleinen Umformung 


no OH 770705 e o[(r C,)?/2] oC oC | 
= TS = u x r 
Qo OV Qo ov Y Qo Ow a Or Ox * (2. | 
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Verwendet man die Beziehungen 


OW Os iS 
Bere =D, a DC = 90, ne (21.2) 
so geht die Gleichung (2.16) über in 
EB OH 70,05 3,00 010) 12 0 [oo (ow 
am OP Dy Bu, rn A @ Or Fe | or )| | 
(2.18) 


0 [oo (ov | 
ale 
n Analogie zum letzten Vorgehen können wir die entsprechenden Beziehungen 
uch für die relative Bewegung herleiten. Es wird nämlich 


A Or dx. 7 on (2.19) 


Of T os _wy ( OC, er aE) 2 Wy Orc, 
on on ve . 


s kommen noch zusätzlich die Beziehungen hinzu, die die Gleichungen (13) 
nd (14) liefern, nämlich (Figur 2): 


CE Was C= Or — W,. 


Figur 2 


Das Geschwindigkeitsdreieck. 


ach Einsetzen der letzten Beziehungen und bei Beriicksichtigung von Glei- 
hung (2.15) ergibt sich dann nach kurzer Umformung 


a 07 rer DRE row dr Cu) si me _O[(r Cy)?/2) 
MOT oy Ov 09 OV 7100 OV 
oje; Ose. O | OF 2.20 
+ el (220) 


3. Variationsproblem 


Wir gehen jetzt zur Untersuchung des Variationsproblems fiir ein Doppel- 


tegral über: 


Uy GP 
FYY = N CE ae ae al dx dr = Extremum. (3.1) 
B 
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Es wird die Funktion Y(x, r) gesucht, die das Integral F zu einem Extremum | 
macht und am Ende des Bereiches «B» gegebene Werte annimmt. Das Integral | 
F besteht nur dann, wenn die Eulersche Differentialgleichung des Variations-- 
problems erfüllt ist. Für unseren Fall lautet diese Gleichung 


or oe) on 6-4 


Um unterscheiden zu kônnen, ob eine Extremale wirklich ein Extremum 
liefert, muss zusätzlich die Legendresche Bedingung erfüllt werden. In unserem 
Falle lautet diese Bedingung 


ee 
my * On 207 (3.3)) 


Es ist leicht zu prüfen, dass die Gleichungen (2.18) und (2.20) die Eulersches 
Bedingung (3.2) erfüllen, so dass die zugehörigen Integrale sich folgender- 
massen schreiben lassen: 


1. für die absolute Bewegung 


FY =| [#10 [HGP) = T ser) — 


| @ 
En Il al I) dx dy = Extremum , (3.4} 


mit ly Ce 


2. fiir die relative Bewegung 


FE re(y) 
2 7? | 


FY = || un ven 22,5) tol) = 


Oo [(OW\2 | (OWN, \ 

u 27 @ Il Or ( a |j dy = Extremum. (3.55 
Die letzten beiden Gleichungen sind auch einer physikalischen Deutung fähig: 
Wir betrachten zu diesem Zweck das Integral (3.4). Bei Berücksichtigung der 
Beziehungen (6) und (8) erhalten wir: 


ie T aS =a(5)+ 2 


wobei 
CC C7 
Verwendet man zusätzlich die Beziehung 


ara]. 


Vol. XII, 1961 Rotationssymmetrische, wirbelbehaftete Strömung als Variationsproblem 239 


dann ergibt sich anstelle der Gleichung (3.4) 


BIP) 1 2 (r 0 [ce a |} dx dr = Extremum . (3. 6) 
B 


ezeichnen wir die Masse o C,,, welche durch die Flächeneinheit eines Ouer- 
chnittes in der Zeiteinheit fliesst, als die Stromdichte, dann kann die letzte 


leichung wie folgt gelesen werden: Liegt die rotationssymmetrische Strömung 
est, dann erreicht die Summe der Impulsdichte 


C(¥) hat einen konstanten Wert auf der ganzen Stromfläche) 


nnerhalb des Rotationshohlraumes einen Extremwert (Minimum). 


4. Randbedingungen 


Aus den vorangehenden Betrachtungen geht hervor, dass jeder Strom- 
lâche ein den Durchsatz charakterisierender Parameter Y zugeordnet ist. 
ieser Parameter ändert seinen Wert beim Übergang von einer Stromfläche zu 
er anderen, stellt aber eine stetige Funktion sowohl innerhalb des Raumes als 
uch an seinen Grenzen dar. Wählen wir nun die Kontrollfläche, die senkrecht 
u der Symmetrieachse steht, dann geht sie durch jede angetroffene Strom- 
äche hindurch. 
Die stetige Funktion stellt nun die Durchsatzverteilung längs der Linie 7 
ar und nimmt am Rande des Integrationsbereiches die vorgeschriebenen 
erte an (Figur 3). Denken wir uns die gesuchte Funktion W(x, 7) durch den 
Igenden Ansatz angenähert: 


WR, 1) = mix, 7) + O41, Gy, Ga ...,0). (4.1) 


ie A N ‚Koniroliiache 


| A e 
x 


Figur 3 
Die beiden Koordinatensysteme (x, y) und (m, n). 
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Dabei ist g(x, 7) eine beliebige Funktion, welche die angenommene Durchsatz- - 
verteilung darstellt und folgenden Randbedingungen genügt: 
G 
Ne en (4.2) 


70 
kG es 8 
Gl | verfügbarer Durchsatz; 
Ss 
r(x) Radius der inneren Begrenzungswand; 
1 (4) Radius der äusseren Begrenzungswand. 


Dagegen lauten die zugehörigen Randbedingungen vom zweiten Glied des An- 
satzes (4.1): 
A ee Oe (4.3) 


wobei 4, a, ... a, noch zu bestimmende Konstanten sind. Benutzt man di 
Bezeichnungen gemäss Figur 3, dann se für die Funktion g(x, r): 


G =, Y 
ais te re ee (4.4) 
Yo P(x) NG i(#) 


Dagegen lässt sich die Funktion (x, 7, a}, a, ... a,), die die gesuchte Durch- 
satzverteilung darstellt, folgendermassen schreiben: 


Q(X, 1, Ay, Ao, -.-, Ay) = [1,(%) — Nr - nella tar tar ta,xr...). A 


Wenn die a, so bestimmt werden sollen, dass F(Ÿ) ein Extremum wird, sc 
müssen die partiellen Ableitungen von F nach a, verschwinden 


Te ent oe) Loan oF | \ 
ee aad Da Fr = (0), (4.6) 


n 


Mit den aus diesen Gleichungen sich ergebenden Werten der a; gehen wir in (4.1! 
ein, womit die gesuchte Naherungsfunktion gewonnen ist. 


5. Rechnerisches Vorgehen 


Um eine numerische Lésung von Gleichung (3.4) und (3.5) gewinnen zu 
können, müssen noch weitere Annahmen getroffen werden, die die rechnerische 
Ermittlung wesentlich vereinfachen. Zu diesem Zweck wird unsere Betrachtung 
nur auf solche Funktionen A(P), S(P), T(P) beschränkt, die linear von W 
abhängen. Es können natürlich Bedenken entstehen, ob nicht viele technisch 
wichtige Probleme bei einer derartigen Beschränkung ausser acht gelassen 
werden. Jedoch lässt sich die Mehrheit der in der Technik auftretenden Pro 
bleme erst mit dieser Annahme behandeln. Auf Grund dieser Voraussetzung 
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liefert uns die Gleichung (4.6) «n»-lineare Gleichungen mit den «n» Unbekann- 
ten a,, dy, ag, ... , a,, die sich in üblicher Weise errechnen lassen. Es steht natür- 
lich nichts im Wege, von der Potenzreihenentwicklung der Funktionen Hele), 
S(P), P(P) noch mehr Glieder in Betracht zu ziehen, aber die rechnerische 
Ermittlung wird dadurch erheblich erschwert. Demgemäss ergeben sich fol- 
gende Beziehungen: 


HR Pd «Sm +; Vs lem 4a, VW; (5.1) 


wo k, m, n bekannte, sonst beliebige Konstanten sind. Die Wahl dieser Kon- 
stanten ist von der gestellten. Aufgabe abhängig, es kann aber frei über sie 
verfügt werden. In unseren Integralen (3.4) und (3.5) treten noch die Funktio- 
nen o,/o und o/o, auf, die am Anfang der Rechnung unbekannt sind. Um diese 
Schwierigkeit zu beseitigen, benutzt man zuerst die Werte von o,/o und 0/0, 
die sich aus der eindimensionalen Betrachtung ergeben. Die Voraussetzungen 
seien die gleichen wie beim Vorentwurf, das heisst, wir ersetzen die komplizierte 
Geschwindigkeitsverteilung in den betrachteten Kontrollquerschnitten durch 
Mittelwerte. Mit den auf diese Weise gewonnenen Werten bilden wir entspre- 
chende Ersatzfunktionen von o,/o bzw. o/o, und gehen dann in (3.4) bzw. (3.5) 
ein, womit die gesuchte Näherungsfunktion gefunden ist. Man könnte die 
Rechnung noch verfeinern, indem man mittels der gefundenen Funktion Y 
eine neue Ersatzfunktion für o/o, und o,/o bildet und die ganze Rechnung 
wiederholt. Der erste Rechnungsgang liefert jedoch schon eine genügende 
Genauigkeit für die in der Technik vorkommenden Probleme. Die Geschwin- 
digkeitskomponenten lassen sich aus folgenden Beziehungen berechnen: 
(ED DENT near (5.2) 
x DON. 2 o 70% u {2 
Hat man das Geschwindigkeitsfeld ermittelt, dann sind wir imstande, die 
Schaufelform zu bestimmen. 
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Summary 


This is an analysis of the axially symmetric rotational flow which takes place 
(amongst other things) in turbomachinery. The problem can be reduced to a partial 
differential equation with given boundary conditions. Bearing in mind that the 
differential equation considered corresponds to a variational problem, the Ritz 
method is used for a numerical solution. This requires a few additional assumptions 
to facilitate the computation procedure and enables us to correlate various design 
parameters. The velocity field being thus obtained, it is possible to determine the 
form of the blades. 


(Eingegangen: 9. Juni 1960.) 


Treffertheoretische Untersuchung von radioaktiven 
Einwirkungen auf gelöste Substanzen’) 


Von KARL-HEINZ MÜLLER, Saarbrücken?) 


Einleitung 


Durch Bestrahlung treten oft bei biologischen Objekten entscheidende 
Umwandlungen auf, die auch auf benachbarte, nicht unmittelbar der Strahlung 
ausgesetzte Bereiche des Organismus übergreifen. Man spricht in Anbetracht 
dessen von einer primären Wirkung, der durch die Strahlung an empfindlichen 
Molekülen statthabenden Umwandlung, und von einer sekundären Wirkung, 
der Summe aller Effekte, die eine primäre Umwandlung mit sich bringt. Die 
wohl wichtigste Sekundärreaktion ist die Diffusion. Durch sie können eine 
Reihe weiterer in Gang gebracht werden. Man denke dabei an das Heranschaffen 
von Schutzstoffen gegenüber Strahlenwirkungen — ein Positivum —, daneben 
auch das Infizieren «gesunder» Zellen durch umgewandelte Moleküle — ein 
Negativum. 

Die sich in Wirklichkeit abspielenden Prozesse sind meist so ausserordent- 
lich komplex, dass jede mathematisch noch zu bewältigende Untersuchung nur | 
eine approximative Information zu liefern vermag. Eine sehr fruchtbare Ar- _ 
beitsmethode stellt die Treffertheorie dar. Sie versucht Umwandlungen durch | 


1) Gefördert durch das Bundesministerium für Atomenergie und Wasserwirtschaft, Bonn, 
Kontrakt: FN 1.222. 


*) Universität des Saarlandes, Institut für Mechanik. 
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das Erfassen der sich im einzelnen abspielenden molekularen Prozesse (Treffer) 
zu analysieren. Unter einem Treffer versteht man hierbei die Aufnahme einer 
für die jeweilige Molekülart charakteristischen Strahlungsdosis, die eine Um- 
wandlung bewirkt. 

Während die «klassische» Treffertheorie nur mit relativ speziellen Reak- 
tionen arbeitet, nämlich solchen, bei denen das Wirkvolumen von der bereits 
aufgenommenen Dosis unabhängig ist, und mögliche rückläufige Prozesse un- 
beachtet lässt, soll bei uns auch auf Vorgänge dieser Art «treffertheoretisch » 
eingegangen werden. Wir wollen jedoch die oft beobachtbare Tatsache, dass 
diffundierende Teilchen Veränderungen an anderen Teilchen verursachen, nicht 
berücksichtigen. Sekundärreaktionen solcher Art lassen wir ausser acht; wir 
untersuchen also nur Direktumwandlungen bei unmittelbar auftreffender 
Strahlung und spontane Umwandlungen (zum Beispiel Erholung). Die Abhän- 
gigkeit des Wirkvolumens von der bereits absorbierten Strahlungsdosis vermag 
man auch zu erfassen, wenn zwischen dem «Ausgangszustand» (x) — Molekül 
vor der Bestrahlung — und dem «Endzustand» (©) — Molekül nach vollzogenem 
Treffer g— ein oder mehrere «Zwischenzustände» (ß) (y) ... eingeschaltet werden, 
das heisst solche, bei denen nur ein Teilquant (q,, g,, ...) der zum Erreichen des 
Endzustandes erforderlichen Strahlendosis appliziert ist. Schematisch sieht 
dies so aus: 


(x) + 95 > (B) , | 
(8) +9, > (y), 


: (c #7: 1) + Gy > (cw) , 


wobei sich insgesamt die Reaktion abspielt: 


[22] 


(a) +g—(w); q= 2% (2) 


Gegenläufige Spontanreaktionen künnen in den einzelnen Stufen des Schemas 
(1) auftreten, wenn die Lebensdauer kürzer ist als der Zeitraum bis zur Auf- 
nahme des nächsten Quants. 

Ein Teil der einfallenden Strahlung wird von der nicht-strahlungsempfind- 
lichen Substanz inklusive den Molekülen des Endzustandes absorbiert und so 
der radiochemischen Wirkung entzogen; dies bedeutet oft einen gewissen 
Schutz für die Zellsubstanz selbst. 

Wir wollen unsere Untersuchungen in folgende Abteilungen gliedern: 

1. Störungsprozesse, das heisst Prozesse während der Bestrahlung, 

2. Ausgleichsprozesse, das heisst Prozesse nach der Bestrahlung. 

Während die Ausgleichsprozesse allein durch die Diffusionsgleichung regiert 
werden, benötigt die Beschreibung der Störungsprozesse nichtlineare partielle 
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Differentialgleichungssysteme, deren Integration in der Regel grossen mathe- 
matischen Aufwand verlangt. Um diesen Aufwand nicht ins Uferlose wachsen 
zu lassen, beschränken wir unsere Betrachtungen auf relativ einfachgebaute 
Strahlenquellen wie 

a) den Parallelstrahler (Parallelstrahlen überall gleicher Flächendichte: Ebene); 
b) den achsensymmetrischen Strahler (Strahler ist geradlinig: Draht, Röhrchen) 

und 

c) den punktsymmetrischen Strahler (Strahler ist punkt- oder kugelförmig: 

Kugel). 

Diese Typen erfassen die in der Physik und Strahlentherapie am haufigsten 
auftretenden Fälle, stellen also fiir die Praxis keine allzu fremden Spezifika- 
tionen dar. 

Der Vereinfachung halber soll die Reibung des Zellinhalts an den Zell- 
wänden nicht in die Rechnung eingehen, auch nicht Temperaturschwankungen 
und Inhomogenitäten des Lösungsmittels, in das die strahlungsempfindlichen 
Moleküle eingebettet sind; fernerhin soll die Wahrscheinlichkeit, von einem 
Quant getroffen zu werden, für alle Moleküle des gleichen Zustandes gleich 
sein. Wir arbeiten also mit Mittelwerten. Die zugehörigen Diffusionsgeschwindig- 
keiten seien konstant. 


1. Störungsprozesse 


Der ablaufende Prozess setze sich aus einer Reihe von Teilreaktionen zu- 
sammen. Durch die Absorption eines Quants werde ein Teilchen des Ausgangs- 
zustandes (x) in den Zwischenzustand (6) und durch Absorption weiterer 
Quanten Schritt für Schritt in die übrigen (m — 1) Zwischenzustände umge- 
wandelt. Nach Aufnahme eines Quants durch ein Molekül im letzten Zwischen- 
zustand werde der Endzustand (w) erreicht. Solchen Direktumwandlungen 
können nun auch gegenläufige Spontanreaktionen überlagert sein. Berücksich- 
tigen wir auch solche Vorgänge, dann gehen neben den Wirkungsvolumina 
(4,9... v,) und den Diffusionskonstanten (x,, 7, ... ,*,) noch die sogenannten 
Riickumwandlungskonstanten (ug, 4,, -.. u,) als weitere Parameter in die Dif- 
ferentialgleichungen ein. Wir bezeichnen fürderhin die Flächendichte der Strah- 
lung mit J = /(t, 2); x ist dabei der Ortsvektor. Auf Grund der Poisson-Stati- 
stik, deren Gültigkeit wir hier voraussetzen wollen, und den Gesetzen der Dif- 
fusion errechnet sich die zeitliche Änderung der Konzentration N ;(t, f), das 


heisst der Anzahl der Moleküle pro Kubikzentimeter des i-ten Zwischenzu- 
standes, zu: 


ON; 
wine 4 AN, + Wa Ni — N) T+ ia Nia SN) | 


ı 


(1<i<m), | 


(für Ausgangs- und Endzustand gelten Differentialgleichungen gleicher Art). 


(3). 
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Das so gewonnene Differentialgleichungssystem ist wegen der Produkt- 
bildung der zunächst unbekannten Konzentration N mit der Flächendichte J 
nicht linear. Auch ist das System nicht vollständig, es fehlt noch eine Aus- 
sage über die Variation der Strahlungsdichte J. Die Tatsache, dass der für den 

 Quantenstrom undurchlässige Teil des Raumes proportional der absorbierten 
Strahlung ist, führt uns zur fehlenden Relation zwischen J und den möglichen 
(m + 2)-Zuständen N;: 


0 A m+2 
| +50). (4) 


Es ist dabei |r | =r gesetzt. A misst die Divergenz der Strahlung und die 
Absorption durch das Lösungsmittel ( = Absorptionskoeffizient [em-1]): 


Strahler Q A 
Parallelstrahler Ar | (5) 
Achsensymmetrischer Strahler 1+Ar | 
Punktsymmetrischer Strahler 2+Ar 
Zu Beginn der Bestrahlung sei: 
| No = const le | 
FO Nich) = für 4 (6) 
| 0 | +a. | 


Das Verhalten der Moleküle an der Oberfläche r = r, des bestrahlten Körpers K 
(Figur 1) erfassen wir mit: 


B eu +, N] =E (04, (7) 


To 


Py 


Figur 1 
Ein Teil der Strahlung trifft auf einen strahlungsempfindlichen Körper. 


wobei 0/0n die Normalableitung, a, und b; Konstanten und F;(t,, t) vorgegebene 
Funktionen bezeichnen. 
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Ein Mass für die den Körper K zwischen P, und P, treffende, also «ein- 
fallende» Strahlung, ist: 


T (to, #) = Jo) - (8) 


Diffundieren nun noch Schutzstoffe von aussen her in À hinein, dann ist deren 
Konzentration ebenfalls durch (3), (6) und (7) erfassbar. Zu beachten ist dabei 
lediglich das Verhalten der Moleküle dieser Stoffe im Innern von K, also die 
Kenntnis der zugehörigen Parameter x, À, u, v. 

Wird jedoch die Anzahl der reagierenden Moleküle im Körper (vom Volu- 
men V) nicht geändert, dadurch etwa, dass die Wandung für sie impermeabel 
ist oder dass die gleiche Anzahl ein- wie austritt, dann gilt noch 


nm+2 


| SN WV = NV. (9) 


K 1=1 


Die alle Vorgänge beschreibenden Gleichungen (3-9) erfahren nur, das sei noch 
kurz erwähnt, eine geringfügige Modifikation, wenn man statt mit den Konzen- 
trationen N, mit den Wahrscheinlichkeiten W, für das Zustandekommen von 
Trefferereignissen rechnet; wir brauchen deshalb hier nicht näher darauf einzu- 
gehen. 

Zum Schluss der grundsätzlichen Betrachtungen wollen wir noch die Spalt- 
prozesse von Molekülen erwähnen. Die bisher angegebenen Gleichungen sind 
hierbei nun auch auf die Spaltprodukte anzuwenden, und zwar auf folgende 
Weise. Zur Illustration wählen wir ein einfaches Beispiel, den «Eintreffervor- 
gang» mit einfacher Spaltung. Ist N, die Konzentration des Ausgangszustandes, 
N, und N, die der Bruchstücke, dann gilt: 


ON ON 1 
ann ar. 
Er 


a 1 0] A 
= AN, ENT, = 7 | a Cr Ne 


= 7 


Synthetisierungsvorgänge erfasst man auf ähnliche Weise. 


2. Ausgleichsprozesse 


Auch eine grosse Anzahl von Ausgleichsprozessen vermag man mit dem 
bisher von uns verwendeten Differentialgleichungssystem (3) zu erfassen. Dif- | 
ferentialgleichung (4) entfällt ja, da wir — laut Definition — unter Ausgleichs- 
prozessen solche Umsetzungen verstehen wollen, die ohne augenblicklich ein- | 
wirkende Strahlung vonstatten gehen. Wir nennen sie | 
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a) Rückumwandlungen. Aus dem System (3) wird, da J = 0: 


[Misa Nisa . : | =) | 
für 7 
[Pee EN 


also ein System von linearen Differentialgleichungen, sogenannten «inhomo- 
genen Diffusionsgleichungen», wie die einfache Transformation offenbart: 


x A+ mi) Ne 


ot (11) 


ı 


Wii = —uit 
N meer | 


Bi oi 4) ne. ie mn, eli bis)? oe | <® | (12) 
; 0 


b) Nebenreihen. Ein Spezialfall von Ausgleichsprozessen verdient, hier noch 
erwähnt zu werden, nämlich die spontanen Umwandlungen der betrachteten 
Teilchen — nach einer gewissen Inkubationszeit — in einen neuen, nicht bereits 
durchlaufenen Zustand. 

Eine Erweiterung unserer Umwandlungsschemata (1, 2) illustriert dies am 
besten: 


Hauptreihe Nebenreihen 

(x) + 9p > (8) = (B 0) — (B 1) — (B 2) ee 
WO) gyi (yy) = Oi to 

— @=1)+9,>@)=(0) EM 

Hauptreihe: (J)+g9>(o0): N,(t,4); u; %;, I 

Nebenreihe: (i) > (kl: Ny (t,0; Win ir: pe 


Man beachte: u, N, erfasst den Anteil der Partikel des Zustandes (7), der in 
den Zustand (i — 1) zurückfällt, w,, N, aber den Anteil der Partikel des Zu- 
standes (r), der in den ersten Zustand (a 1) der Nebenreihe übergeht. Nebenrei- 
hen sind nur möglich, wenn 

U; < Hir: (15) 


as Differentialgleichungssystem (11) wird also modifiziert: 


(5-4 + Baa) N: = en IND EL 


ot 0 | =, (16) 


Nm ee 


0 à 
(3 = gH Hix) Nix = bin Nie» für &S1. 
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Nebenreihen können natürlich auch während der Bestrahlung auftreten, die 
Gleichungen (3,4) sind dann entsprechend abzuändern; wir brauchen dies hier 
nicht zu explizieren. 

Auf dem nun von uns dargelegten Wege lassen sich bereits eine Reihe für 
die Strahlenbiologie und Radiochemie wichtigen Verhaltensweisen von biolo- 
gischen Objekten und Substanzen in guter Näherung beschreiben, beispiels- 
weise das Abklingen der Strahlenwirkungen mit der Entfernung vom Strahlen- 
herd, das heisst die Eindringtiefe und der Einflussbereich der Strahlung, dann 
die kritische Bestrahlungsdauer, mit deren Überschreiten tiefgreifende Schädi- 
gungen auftreten, dann Regenerationsmöglichkeiten und deren Dauer, um nur 
einige für den Strahlenschutz wichtige Fragen zu nennen. 


3. Integrationsverfahren 


Während uns zur Integration von (11) die klassischen Verfahren der Theorie 
der Diffusion bzw. Wärmeleitung (wie Fourier-Methode, Laplace-Transforma- 
tion, Wärmepole, Integralgleichungen u. a. [1]?) zur Verfügung stehen, sind 
diese Verfahren für Störungsprozesse ungeeignet, da nunmehr keine linearen 
Differentialgleichungssysteme auftreten, sondern nichtlineare zu ihrer Be- 
schreibung herangezogen werden müssen. 


a) Linearisierung. Wird aber neben der Voraussetzung, dass nur ein 
kleiner Bruchteil der den Körper treffenden Strahlung absorbiert wird, der 
Grossteil also den Körper durchtritt, noch angenommen, dass nur kurzzeitig 
bestrahlt wird, das heisst, dass die mittlere Lebensdauer der Zustände lang ist 
im Vergleich zum Bestrahlungszeitraum, dann kann man das Differential- 
gleichungssystem (3,4) linearisieren. 

Wir transformieren dazu das System (3,4) mit 


N, — M(x, t) Yes | 

IN (4,0) = für 2 (17) 
M(x, t) | F&, | 

T(x, t) = Jo— T(x, 2). (18) 


Nun können wir, da M, < Ny; I « Jo, für die in (3,4) auftretenden Produkte 
N, J setzen: 


No = Mayu aS IN ay If = Uy dl; 
N Yon EN, aM; 
| M; (fy— 1) & LM, 


) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 260. 
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Damit wird aus (3,4): 
(57-44%, Jo M, = Mayen 
Ot od a Jo) Ma = up! pete Ne: 


0 \ 
(4 —2#,A+4; Jo + di) Mie tes Min M; 1, 14. 


Ô à 
+ NT= D pe Zn M. (21) 


tah 


Der Zwischenzustand (¢ = ß) ist damit auch erfasst, wenn man in (20) statt 
(Nil: = No — M, setzt. 

In einigen sehr einfachen Fallen gelingt eine geschlossene Integration des 
Systems (3,4). Allgemein jedoch muss man sich mit einer mathematischen 
Approximation der Lösungen begnügen. Die wachsende Verbreitung von 
elektronischen Digitalrechnern legt natürlich eine numerische Integration des 
gerade interessierenden Trefferproblems nahe. Der Nachteil einer solchen Vor- 
gehensweise liegt oft darin, dass dabei der Überblick über die funktionale Ab- 
hängigkeit der Lösung von den verschiedenen Parametern verlorengeht, der 
übliche Einwand also. 

Eine Schwierigkeit ist — auch für den Digitalrechner — darin zu sehen, 
ass ein Anfangs-Randwertproblem vorliegt. Der programmierungstechnische 
ufwand und damit die Bearbeitungsdauer liesse sich aber in tragbaren 
renzen halten, wenn es gelänge, das Anfangs-Randwertproblem auf ein reines 
nfangswertproblem zu reduzieren. Man müsste dazu zum Beispiel die gesuchte 
ösung aus Funktionen aufbauen, die zwar das Differentialgleichungssystem 
nd die Randbedingungen erfüllen, aber den Anfangswerten nicht zu genügen 
rauchen. 

Im folgenden wollen wir nun — ausgehend von einer Bemerkung von 
.MisEs [2] — eine Approximationslösung für (3,4) konstruieren, die dann auch 
ls Basis für die Programmierung für einen Digitalrechner verwendet werden 
ann, gewissermassen als «Unterprogramm», wie wir sehen werden. Die Ab- 
eitung geschieht der Übersichtlichkeit wegen an einem einfachen Spezialfall; 
ie Verallgemeinerung der Vorgehensweise ist danach evident. 


b) Konstruktion einer Approximationslösung. Eine zwischen parallelen im- 
ermeablen Wänden eingeschlossene Lösungsmittelschicht (Figur 2) enthalte 
ine strahlungsempfindliche Substanz. Bevor auf das eingeschlossene Medium 
in paralleler konstanter Quantenstrom überall gleicher Flächendichte J, trifft 
arallelstrahler), mag N (x, t) = N, > 0, die lokale Konzentration der strah- 
ngsempfindlichen Substanz im Ausgangszustand, räumlich und zeitlich kon- 
ant sein und die Konzentration N,(x, t) = 0 für { £ 0. Der Bestrahlungszeit- 
um sei durch 0 < ¢ < #, gegeben. 
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X=0 I 
Figur 2 


Strahlung der Intensität J, trifft auf eine strahlungsempfindliche Parellelschicht der Dicke I. 
Mit der Transformation 
_ : _ 2 
f= MNT SAN Ae, 


Zee ee 


= » ND 
Ne Der No 


xa bya 8, ey, tin, 


Xa Va 


reduzieren wir für diesen Fall im Differentialgleichungssystem (3,4) die Anzahl | 
der freien Parameter: x,, Hg, Vas Ve, Jor tN get aut 32, ve i ee 


no Zoe F )0Zp NR 0 Ze eee 
De Co ee he ore Soe al 7 > 


Anfangsbedingungen: Z,(€,t)=1; Z,(&,71)=0 für t=0; 


Randbedingungen! IE, t) = ip fur ee 
OZ x WA “s 
TE — “re -0 für £=0; L. 


Für den Sonderfall x = 1 erhalten wir mit Z = Z, + Z, aus dem System: 


JE 
LOTO ER 
mit Z = 1 furry = 0 und Oz/0é = 0 fir é = 0; L. 
Die Lésung dieser Differentialgleichung kann bei den angegebenen An- 
fangs- und Randbedingungen nur die triviale sein 4) 


2,60) + Zu, D =1. (231 


4) Vergleiche [1], Seite 578. 
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Es ist also statt (22) nur das System: 


ÔZx OZ > 0, 
oo el = Dee = 


zu integrieren. Z, findet man dann aus (23). 
Ohne weiteres lässt sich die 2. Differentialgleichung aus (24) einmal formal 
nach £ integrieren mit dem Ergebnis: 


JET) = J exp - En 0) | ZA(E, t) dg (25) 


Die aus (24, 25) fliessende Integrodifferentialgleichung: 


OZ x OPL x T : 7 
> —— Jo Za EXP - yE—(1— ») | A a =—p"(E,t) (26) 
6 


linearisieren wir dadurch, dass wir den auf der rechten Seite stehenden, an 
sich glatten g”(£, r)-Verlauf hinsichtlich t durch einen Polygonzug ersetzen 
(Figur 3). Bei t = 0 beginnend, errechnen wir 


go(é) = e"(E, t% = 0) = he 


T 


Figur 3 


Treppenpolygon approximiert den glatten Funktionsverlauf. 


ir verwenden diese — nur von & abhängige Funktion — approximativ für das 
esamte Zeitintervall 0 <r<r, und erhalten so statt (25) die inhomogene 
iffusionsgleichung: 

OZ x 027 
dz 08 


=). 


aessich bei dem Integral dieser Differentialgleichungen um eine Approximation 
on Z, handelt, nicht um Z, selbst, führen wir ein neues Symbol ein: Z, > m. 


am) 02m) 
ÔT 0908 


a Ge (27) 
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Die Integration dieser Differentialgleichung geschieht mittels Fourier-Reihe. 
Zuvor transformieren wir (27) zweckmässig mit: 


(L —- £)? + 27T @r2T 


mO(E, x) = wE, 7) + gold) + = 800) — Zr all) (28) 
auf die Form 
UE ow! (29) 
OT dE? ? 
mit der Anfangsbedingung: 
O(E, 0) = Denn (D) D 30 
wE, 0) = 1 — 08 FO) + 57 = (SO) 


und den Randbedingungen: 


dw) 


DE =O) Türe 2 0517: 


Die für das Zeitintervall O<r<r, gültige Approximation lautet nun in 
Fourier-Darstellung: 


UB 
WOE, t) = - a ) ae + 2 Sten (valL}*® cos I | Gate) cos PTE le (31) 
é 


Hieraus finden wir ein m(&, t) =m (&). Dieselbe Vorgehensweise wenden 
wir an, um zu einer Näherungslösung für das Zeitintervall 7, <t XT, zu. 
gelangen, usw. 

Ersetzt man in (28) das (0) > (n) und den Index 0>n, so erhält man, 
zusammen mit: 


Te: as IE 
WE, ©) = + | J D, (E) dé + 2 2 Tree | B,(E) cos TE «| > | 


DE) = ME LE — ER, gy ar men, 


gültig für tr, St 7,1, sukzessive die Näherungen bis zu einem gewünschten, 
Zeitpunkt r,. 


Diese Näherungslösungen bauen wir nun zu einem Kurvenzug zusammen‘ 


à J fete ef} mE, 2). (33) 
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é(t) symbolisiert dabei die elementare Heavisidesche Sprungfunktion: 


[1 9 
e(t) = für 
0 | 0. 


Eine gewisse Schwierigkeit liegt bei diesem Verfahren in der zweimaligen 
Quadratur der Funktion g/(£) > g,(£). 

Man umgeht sie und ersetzt zugleich die Reihendarstellung durch eine 
Integraldarstellung der Approximationslösung, wenn anstelle des Differential- 
quotienten 0m™)/dt der zugehörige linksseitige Differenzenquotient: 


Ma+ılE) — Maé) 
a 69 
tritt. Aus (27) wird so 
d? LD 4 " 
er) (85) 
À 1/17. Die Einarbeitung der Randbedingungen bringt: 
2 
M +1(5) =] G(E, s) h,(s) ds, (36) 
0 


wobei G(£, s) die Greensche Funktion für die vorgegebenen Randbedingungen 


Cosi (L — &) Cosi s 


pe ye re u 
1 Sina L | Le. 
Ces) = für 
Cosi (L — s) Cosa & er, 
Sines az 


iese Lösung (36) ist auch für eine numerische Auswertung gut geeignet. 

Die Möglichkeit zur Verallgemeinerung zeigen wir am geometrisch gleich- 
eformten Beispiel auf. Die Abweichung gegenüber dem eben durchgerechneten 
iegt darin, dass nun x = x,/x, + 1 ist. Hier gilt (23) nicht mehr. Wir miissen 


Il 


ce oe IE Z € I | fız 8) dé | x g"( > ) » 
T a g T 


€ 
— ut va = Zac |= @ +4) a = + %.g.(&,7) 
0 


nter den oben genannten Anfangs- und Randbedingungen integrieren. pe (5,7) 
pproximieren wir wieder — wie oben — durch ein Treppenpolygon und separie- 
en und linearisieren so das System (37) für das Intervall tr, St ST,41. Jede 
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der beiden Integrodifferentialgleichungen von (37) ist damit unabhängig von 
der anderen zunächst für 0 <7 <1, lösbar. Am Intervallende 7, errechnen 
wir dann wieder die Funktionswerte m/?)(E, 7,); m'(&, T2) und nehmen diese als 
Anfangswerte für das Intervall 7, <r= Tp, usw. 

Wir sehen, dass eine Verallgemeinerung auf mehrere Zwischenzustände am 
formalen Ablauf des dargelegten Weges nichts ändert; die Integrodifferential- 
gleichungssysteme werden auf diese Weise stets für jegliches 7, ST=T,;ı 
linearisiert und separiert. 

Auch die Berücksichtigung von rückläufigen Spontanreaktionen, von Spal- 
tungen und anderem mehr bringt keine wesentliche Abweichung. (37) ist also 
auch die Lösung für ein beliebiges Differentialgleichungssystem (3,4), wenn 
man h,(s) geeignet interpretiert. 

Programmierungstechnisch gesehen, wird man also in allen durch (3,4) er- 
fassbaren Fällen ein Unterprogramm für (37) benötigen; über h,(s) wird dabei 
zunächst natürlich noch nicht verfügt; G(£, s) richtet sich nach den Randbe- 
dingungen. Ein weiteres Unterprogramm ist für (33) herzustellen, auch das ist 
stets gültig. Mit der jeweiligen physikalischen Problemstellung variiert bei 
gleichbleibender geometrischer Konfiguration allein das Programm für h,(s). 
Als weiterer Vorteil kommt noch hinzu, dass die Exponential- und Hyperbel- 
funktionen, wie sie in (37) auftreten, bei jedem Digitalrechner als «Archiv- 
programm» niedergelegt sind. 


@ Strahler 


© Medium 


a) 


Figur 4 
a) Parallelschicht, b) achsensymmetrische, c) kugelsymmetrische Einbettung des Strahlers in das: 
strahlungsempfindliche Medium. 


Bei Körpern beliebiger geometrischer Gestalt treten nach einem gegenüber! 
dem obigen etwas abzuwandelnden Lösungsverfahren statt (37) Mehrfach- 
integrale auf. Man wird also versuchen, soweit es die Umstände irgendwie: 
gestatten, mit den geometrischen Grundkonfigurationen (Figur 4) auszukom-! 
men, um so nur eine Ortsvariable in der Rechnung berücksichtigen zu müssen. | 

Im Falle, dass ein achsen- oder punktsymmetrischer Strahler ausserhal 
des zu betrachtenden Mediums liegt, kann man für einen nicht allzu grosser 
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_Winkelbereich y in erster Näherung folgende Anordnung durch die Grund- 
| konfiguration (a) ersetzen. 


| 


Figur 5 


Blende von kleinem Öffnungswinkel @ erzeugt approximativ eine Parallelstrahlung. 


Bevor wir nun zu Beispielen übergehen, sind noch die beiden folgenden 
Fragen zu beantworten: 

1. Existieren zum System (3,4) in 0 <* </;0 £# < #, stetige und stetig 
differenzierbare Lösungen mit den gewünschten Anfangs- und Randbedin- 
gungen ? 

2. Konvergieren unsere Näherungslösungen gleichmässig in x und » mit 
At + 0 gegen die Lösung von (3,4) ? 

Man kann zeigen, dass die Existenz von Lösungen der gesuchten Art ge- 
sichert ist [4, 5]. Wir verzichten hier auf die Wiedergabe eines Beweises. 

Die Frage 2 beantworten wir mit dem Beweis des 

Satzes: Der Unterschied U,,,(x)} = NL, +1) — n(4%, 4,41) = N,H1- 41 
geht für » = 0; 1; ...; [£,/Af] mit At gleichmässig in x und v gegen Null. 

Beweis: Der Bestrahlungszeitraum sei0 < #4 < 4,. N, g,(x, N), 0g) JON seien 
stetige und mindestens einmal stetig differenzierbare Funktionen ihrer Argu- 
mentendO<xs1;0<t<t;t. U(x) =0. 

Setzen wir in die Differentialgleichung 


ŒN 0N y» ON Ni ee 
ne EN), (Gere) (8 


ein, dann geht bei stetigem N der Lim 6,,,(x) > 0, und es ist zum Zeitpunkt 
f= t,,, mit À = 1/4t: an 


i 1/4 
el RE ON (OU 
ir subtrahieren davon nach (35): 


2 N 
SRE Ram) + BO) 
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und erhalten: 


ru Fa U, = A U, a [g" (x, N, +1) rr ge" (x, ny) | GS 6, +41(*) | 


dx? Dita > 


(39) 
= —H (x; À). | 


U, 41(x) genügt also einer Differentialgleichung vom Typ (35). Die zugehörigen 
Randbedingungen sind dU, ,,/dx = 0 für x = 0; I. 
Um die gemäss (36) gefundene Lösung 
l 
i Mee 
Url) = 45 | Gl, &) HE, 2) dE (40) 
6 


abschätzen zu können, führen wir die Hilfsfunktion V(x) ein, über 


Vi = BV = He A| und tu (41) 
Nach (36) ist dann 
I 
ne 
VO = ja | Cle §) [HE D] dé 2 Ul) - (42) 


0 


Man erkennt aus (41), dass V(x) > 0 in 0 < x SJ, da an allen Wendepunkten 
der Hilfsfunktion V(x) > 0 sein muss und an dazwischenliegenden Minima 
(das heisst V" > 0) für V(x) nur positive Werte eintreten können. Die Rand- 
werte verlangen an den Intervallenden horizontale Tangenten. Es liegen dort 
also entweder Extrema oder Wendepunkte vor. Also ist in 0 < x </ stets 
V(x) = 0. An der Intervallstelle, wo | V(x) | einen Maximalwert annimmt, ist 


| Hl, )| - 2 Va) = —V"(x) 201749] < EA 
Die damit gewonnene Abschätzung für U, ,,(x) lautet dann: 
1 1 
ND es 7; Max|H,(x, 2) |. (43) 


Lässt sich noch zeigen, dass H,(x, 2) für wachsendes À beschränkt bleibt, dann 
ist der Beweis fertig. 


Wir setzen in (39) nach dem Mittelwertsatz: 


; | 0 u { 
8", Na) — gx, m) = (Nain) Sr, (44) 


dg" ON ist die Ableitung an einer zwischen N, ,, und n, liegenden Stelle, und | 
erhalten: 
H,(x, À) = P U, = TER EN > CAS a) . | 
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Da die auftretenden Funktionen im betrachteten Intervall stetig und minde- 
stens einmal stetig differenzierbar sind, das heisst 


ee | 
ON 


<A; |N 


v 


un A ON 
Heer N, 


< A 
72 Ot = d,.1(*)| = 72 [B + # 0, 41(%)] 


v+1 


mit konstantem 4; B, unabhängig von »; 2, gilt mit U,(x) = 0; » < 4?4,: 


| 


Uys) | < (1+ | Max|U,(x)| (mod >) 
= (1 ate 2 | Max | U,(x) | (mod ;) 


c) Lösung bei Ausgleichsprozessen. Aus den oben aufgezählten Methoden, 
die zur Integration des linearen Differenzialgleichungssystems (11) zur Verfü- 
gung stehen, wählen wir den Fourier-Ansatz, weil er — im Hinblick auf die 
praktische Auswertung konkreter Beispiele — der einfachste ist. 

Zweckmässigerweise beginnt man mit der Integration der Differentialglei- 
chung für den Endzustand (w). Sie ist ja dem System nicht angekoppelt. Die 
daraus errechnete Lösung setzen wir in die Differentialgleichung für den Zwi- 
schenzustand (« — 1) ein, usw. 

Für die Grundkonfiguration a (Figur 4) wollen wir die Vorgehensweise dar- 
legen. Zu integrieren ist hier zuerst die Differentialgleichung 


ON x Oh 
TT ae sl 


mut On J0x = 0 für x = 0,1 und -#,(¢,7) = D, (x) für 7 = 0. 
Wir setzen — gemäss den Randbedingungen - an: 


= (&) ZUR 00% 
t= DAN) eos re 


k=0 


nd finden so aus der Differentialgleichung (45) und der Anfangsbedingung : 


AQ) = > i DIE) dé 


l 
Pe edt 2k 
A(t) = + eek) rt] P(E) Ti d£, k+0. 


0 


amit gehen wir in die Differentialgleichung: 


2 
eas — 4-1 ee = py e(Ho—1—Ho)* DAL) COS 1 
k=0 


ie Integration dieser Differentialgleichung geschieht nun wiederum mit einem 
ie Randbedingungen identisch befriedigenden Fourier-Ansatz, usw. 


AMP XII/17 
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Für den i-ten Zustand gilt die Differentialgleichung 


co 


oe ae 2h % 
0: 2% 0 2 = ele nis) By: +D(F) cos =| j (46) 
ot Ox k=0 


Die Lésung dieser Differentialgleichung ist bei der Anfangsbedingung 


oo 


; 2kux 4 
it Dates T 2 (47) 


k=0 


gegeben durch: 


t 
AU) = e Ghai 3 Fc ER / ei rial "era au) a 
0 
Da alle A(!)(t) einfache Exponentialfunktionen sind, bietet eine solche rekur- 
sive Integration des Differentialgleichungssystems (11) keinerlei Schwierig- 
keiten. Auf die Ausführung anderer Integrationsmethoden wollen wir hier: 
verzichten. 

Bei achsensymmetrischen bzw. punktsymmetrischen Anordnungen treten 
anstelle der Winkelfunktionen Zylinder- bzw. Kugelfunktionen. Die von uns. 
für den Parallelstrahler abgeleiteten Integrationsverfahren sind nach einer 
geringfügigen Abänderung auch für diese Fälle gut brauchbar. 


d) Beispiel. Vorgelegt sei die Anordnung von Abschnitt 3b) (Figur 2). Die 
Diffusionsgeschwindigkeiten dieses Eintreffervorganges seien einander gleich, 
x — 1, die Teilchen des Zustandes (5) mögen eine gewisse Inkubationszeit T, . 
benötigen, bevor sie sich in den stabilen Endzustand (5 1) verwandeln. Der: 
Bestrahlungszeitraum falle mit der Inkubationszeit zusammen. 

Die zugehörigen Gleichungen sind fiir: 0 < 7 <r,: 


OZ 022% 5 


0 
Hite 4, =, 7.03 07 J0b == 02 tur ZN 
Für t, St St, und % py = %, pa: Up = %,(V, No)? Up: 


VI Ma es OF hapa ee 
OF) ova Ake acon an OG 


1 


mit 2, =D), 2 Vierer, 02,105 = 02,,/0E = 0 für E=0; L, 


Mittels numerischer Integration von (49) nach obigem Verfahren finden wir Z > 


Dieser zahlenmässig vorgegebene Funktionsverlauf wird der üblichen Fourier- 


>. 


Vol. XII, 1961 U ntersuchung von radioaktiven Einwirkungen auf gelöste Substanzen 259 


| 
Analy se unterworien, mit dem Ergebnis: 


(51) 


Er dient uns danach als Anfangswert fiir das System (50). Man verifiziert 
durch Einsetzen in (50), dass für Tee Sm 


— (üa+4k?n?/L? =z DR 
Z (ET aoe e~ (p+ Kal’) (8-7) cos —_ (52) 


Damit errechnen wir aus der 2. Differentialgleichung (50) unter Berücksich- 
tigung des Anfangswertes 


Zul 7) = Ast rn 


A,(t) = = Hp @k fe 1! 4k?n?/L?) ING — po (upg+4kr/L?) (7-7 | 
De er De ire Ye]. 


Diese Fourier-Koeffizienten konvergieren, wie man leicht überprüft, minde- 
stens wie k~#, also sehr gut. 


Abschliessende Bemerkungen und Zusammenfassung 


Mit Hilfe der «Treffertheorie» gelangt man bei einer grossen Anzahl prak- 
tisch wichtiger radiochemischer Umwandlungsvorgänge zu quantitativen Aus- 
sagen. Wir zogen deshalb diese Theorie zur Bearbeitung von strahlenbiologi- 
schen Prozessen, wie sie neuerdings ganz besonders in der Raumfahrtmedizin 
auftreten, heran. Natürlich sind die durchgeführten Betrachtungen keinesfalls 
allein auf die Astronautik beschränkt. Schon bei einfachen röntgenologischen 
Untersuchungen oder solchen von radioaktiven Einwirkungen ist die Proble- 
matik ähnlich. 

Das mathematische Erfassen radiochemischer Umwandlungen kann mit 
Hilfe partieller Differentialgleichungssysteme geschehen, deren Herleitung — 
beschränkt man sich auf das Prinzipielle und abstrahiert von Nebeneffekten — 
keine allzu grosse Mühe bereitet, deren Integration aber, nahezu in allen Fällen, 
nicht mehr geschlossen zu bewältigen ist, also approximativ durchgeführt 
werden muss. Während bei den sogenannten Sekundärreaktionen (Ausgleichs- 
rozesse) die beschreibenden Differentialgleichungssysteme linear bleiben und 
o mit den üblichen mathematischen Lösungsverfahren bearbeitet werden 
ner, verlangt die Integration bei den sogenannten Primärumwandlungen 
(Störprozesse) einen ausserordentlich umfangreichen mathematischen Aufwand, 

a hier die Differentialgleichungssysteme nicht mehr linear sind. Man ist in der 
En will man irgendwelche Aussagen für den Reaktionsablauf erhalten, auf 


(53) 
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eine numerische Integration angewiesen. Die gebräuchlichen Differenzenver- 
fahren sind hier jedoch ungeeignet, wie man leicht zeigt; jeder Kompromiss 
zwischen Genauigkeit der numerischen Ergebnisse und Bearbeitungszeit, selbst 
beim Einsatz elektronischer Digitalrechner, bleibt unbefriedigend. Eine nume- 
rische Bearbeitung von Mehrtreffervorgängen benötigt auf diese Weise ausser- 
ordentlich lange Rechenzeiten, handelt es sich dabei doch um Randwertauf- 
gaben, bei denen mehrere Parameter durchvariiert werden müssen, um die 
Randwerte zu erfüllen. 

Um einen Überblick über den Parametereinfluss zu erhalten und um diese 
langen Rechenzeiten abzukürzen, wurde ein geeignetes Integrationsverfahren 
entwickelt. Die Überlegenheit dieses Verfahrens hinsichtlich Genauigkeit und 
Schnelligkeit zeigt sich ganz besonders bei den Mehrtreffervorgängen. Die 
Vorgehensweise dabei ist der Übersichtlichkeit wegen an geometrisch einfach 
geformten Anordnungen hergeleitet und illustriert. Einer Verallgemeinerung 
auf kompliziertere Probleme steht prinzipiell nichts im Wege, da das Integra- 
tionsverfahren sehr flexibel ist und den Rand- und Anfangsbedingungen einer 
grossen Anzahl von Situationen angepasst werden kann. 

In einer folgenden Untersuchung werden damit konkrete Aufgaben bear- 
beitet und eine Fehlerabschätzung für die Ergebnisse angegeben. 
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Summary 


Many substances, when subjected to radioactive radiations, undergo definite : 
changes. With the help of the Target-Theory it is possible to discuss some special | 
effects such as the depth of penetration of the rays, the allowable doses of radiation 
energy, the after effects, protection against radiation and so on. This paper deals : 
with interference processes, i. e. processes where the radiations are incident ‚and 
the compensation process, i. e. processes that follow afterwards. The solution of the 
corresponding differential equations by means of a digital computer is outlined. 


(Eingegangen: 29. September 1960.) 
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_Magneto-Fluid-Dynamics of Thin Bodies in Oblique Fields 


By KEITH STEWARTSON, Durham, Great Britain!) 


1. Introduction 


This paper is concerned with the steady motion of a fluid which is incom- 
pressible, inviscid and electrically a perfect conductor, past a thin non-conduct- 
ing body in the presence of a magnetic field which when undisturbed is uniform 
and orientated in an arbitrary direction. The interest in this problem is partly 
intrinsic and partly because it illustrates the effect of obstacles and boundaries 
on the general motion of the fluid. In addition it raises questions of the correct 
posing of boundary conditions and of the interplay between main stream and 
boundary layer which at the present time cannot be settled by reference to 
experiment but only by ensuring the complete consistency of the assumptions 
made. 

The velocity and magnetic fields have been determined by SEARS and 
RESLER [3]?) if the undisturbed fields are either parallel or perpendicular 
while an alternative view of the solution in the case of parallel undisturbed 
fields has been put forward by STEWARTSON [4]. The object of the present paper 
is to throw further light on the flow pattern, by considering a more general 
problem of which the problems above are special cases. 

In general the boundary conditions specifying the problem contain an 
arbitrary constant (STEWARTSON [4]). This constant is however known for a 
real fluid of high electrical conductivity o and low kinematic viscosity » and 
if our fluid is regarded as the limit of a real fluid then the arbitrary constant 
is equal to 

Lim 4 x (yao)? = À 


G—> 0 
v—0 


where o is the density of the fluid. Now A is the ratio between the discontinuity 
in the tangential components of the magnetic field at the surface of the body 
to the tangential velocity of the fluid there. Further, in the theory it is assumed 
that all disturbances caused by the body are relatively small and hence it 
follows that unless A is vanishingly small this assumption breaks down. We 
conclude that for a general prefectly conducting inviscid fluid the disturbances 
in the steady state motion of the fluid are not small, not only when the undis- 


1) Department of Mathematics, Durham Colleges in the University of Durham. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 271. 
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turbed fields are aligned, as has been suggested earlier, but also for oblique 
fields. There remains only the case A = 0 and fortunately this is the one which 
is most likely to be of interest from an experimental point of view. We shall 
show in this paper that if A = 0 the disturbances produced by the body are 
small in general, consisting of a potential field and two waves extending to 
infinity on either side of the body directions on the downstream side of that 
of the magnetic field. In particular the solution given by SEARS and RESLER [3] 
for a perpendicular field is recovered as a special case. However, the solution 
obtained does contain an arbitrary constant of a similar kind to that occurring 
in conventional aerofoild theory where it is removed by the Kutta condition, 
of finite velocity, at the trailing edge. This condition in aerofoil theory is in 
agreement with experiment and supported by a considerable theoretical 
argument. Here there are no experiments available and a corresponding 
theoretical argument involves difficult questions of magnetohydrodynamic 
boundary layers which are not yet resolved and are beyond the scope of this 
paper. We do show, however, that the application of a Kutta condition at the 
trailing edge leads to no difficulties if m > 1 where m is the ratio of the speeds 
of the fluid and of Alfvén waves. If m < 1 however, there is an infinite discon- 
tinuity in the forces on the body when the angle between the directions of the 
magnetic field and the velocity field is 1/2 arccosm? unless there is a local 
transference of the Kutta condition from the trailing to the leading edge of the 
body. 

Apart from this case the solution breaks down only when the undisturbed . 
magnetic and velocity fields are parallel, both wavelike components to the flow : 
being formally infinite. As the angle between the magnetic and velocity fields, 
arctan ß, tends to zero it is found that increasingly large disturbances are: 
propagated to infinity without any diminution, approximately upstream and! 
downstream of the body if m < 1 and downstream only if m > 1. Further, the: 
drag on the body also tends to infinity. The theory is not completely valid | 
when f is of the same order or less than the slope of the body but it is considered | 
that it does provide support for the view of the solution, when the field is: 
aligned, given by STEWARTSON [4]. 


2. Governing Equations 


Consider a perfectly conducting inviscid incompressible fluid of density @) 
in steady motion. Relative to fixed axes O x y z let the undisturbed velocity 
of the fluid be (U, 0, 0) and the undisturbed magnetic field be (a H, B H,0)) 
where U, H, à, ß are constants, 8 > 0 and a? + 6? = 1. A thin non-conducting 
cylindrical body is fixed in the fluid near O so that the equations of its upper‘ 
and lower surfaces are 


JE ja), || EEE rte (2.1)) 
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respectively f(x) being small. The presence of the body disturbs both the 
| magnetic and velocity fields; let us write 


| v=Ul+u,u 
for the velocity field and 
H—H(a +h, B + h,, 0) (253) 


y 9) (272) 


for the magnetic field at a general point of space where w,, u,, À, , h, are assumed 
to be small quantities whose squares may be neglected. With ae same assump- 
tions as in STEWARTSON [4] MAXWELL’s equations become 


curl (uv, H)=0, divH=0 (2.4) 


and EULER’s equations, modified by the addition of the electromagnetic body 
force, 


RE des 1 | 
raie curlH, H, diva = 00125) 


where p is the pressure and the permeability is unity. Substituting from (2.2), 
(2.3) and neglecting squares and products of small quantities we get 


Oh: _, Mn | ou, Oy u u, 
as ir ey? NU oP dy ’ | 
U2 OUy 1 op BU? (oe 52). 
Ox 9 Ox m: Ox Oy (2.6) 
v2 Oy ER À: 00 ee U? (Si = Se) 
Ox 0. OV fi \ 0% oy 
Ohy Oh, OU, ou, 
er IE | Su y — 0 
Ox Le OV 2 Ox Le Oy | 
where 
2 
ae (2.7) 
410 


so that m is the ratio of the undisturbed fluid speed to the speed of Alfven 
waves. 

In view of the symmetry between x and y in these equations we can expect 
that in a typical solution all dependent variables are proportional to F(x — c y) 
where F is an arbitrary function and c is a constant to be found. Thus writing 


h, = F(x —cy) 
we find successively that 
c ae 1 
R.=cHh, ae oe U er: 
=» c PB 2)| F 
o U? er re] 
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whence from the last equation of (2.6) 
@ı11=0 or (Bc- oem. (2.8) 


If c2 + 1 = 0 all the dependent variables are harmonic while if Be-—a=+ m 
they are wave-like. Thus in the steady solution there could be two waves in 
the region y > 0 and two waves in the region y < 0. In order to decide which 
are relevant to the present investigation we must specify the problem more 


undisturbed _ 
yelocity 


Figure 


Zones of wave-like solutions (shown shaded). 


precisely. Let us suppose that initially the body is moving with the fluid, | 
with velocity (U, 0, 0), and that the magnetic field is uniform. At time ¢ = 0) 
the body is suddenly brought to rest, in the configuration described by (2.1).. 
This problem is similar to that discussed in STEWARTSON [4] and a parallel| 
mathematical argument can be used to determine the ultimate steady flow. . 
There is no need to give it here: the conclusions are identical with those of the: 
following simple argument in physical terms. At the instant {= 0, Alfvén waves: 
are set up at the surface of the body and travel outwards, one in the direction: 
of y increasing and one in the direction of y decreasing. Were it not for the. 
motion of the fluid they would travel along the magnetic lines of force but 
in fact they are deflected downstream by convection. Ultimately therefore the 
wave-like part of the solution will consist of two waves one on each side of 
the body and on the downstream side of the lines of magnetic force crossing it. 
The corresponding values of c are 


c= 2 2108 ee). (2.9) 
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The complete solution can be written as 
Od On Od 1 
a EG). By = Oy m Fv — ce, 9), 
D 00. OB, Od 0d 
h,=« pre ß as Fi(%—c,y); h,=—B u + EF, (x -c,y) 
EP © Od cn ! | 
oe U? Ox Bm? Fe ¢..9) 
if y> 0 where 
Od Orb 
PETE 


and 4, is the undisturbed pressure. If y < 0 replace c, by c_, F, by F_ and 
m by — m. 


3. Boundary Conditions 
_ On the body the normal component of velocity is zero and hence 
u,=f,(x) on y=0,, |x| Sa (3.1) 
as is usual in slender body theory. Inside the body since it is an insulator 
divi=cenli=0. 


Accordingly if 4, is to be small in the body 0h,/0y must also be small and so 
the change in h, from one side of the body to the other must be second order. 
Similarly the change in h, from one side of the body to the other is second 
order. At the surface of the body the normal component of the magnetic field 
must be continuous and, since the normal component is non-zero, the discon- 
tinuity in the magnetic field is proportional to the tangential component of the 
fluid velocity. In fact since the undisturbed magnetic field is everywhere 
constant we have 


AU(l+u)=Hh 
AU (1-4) = fh 


‘wid H Nes say aty= 0}, | x | 4, | 


! (8:2 
Er (3.2) 
flu 


, = et a OS ae eo | 
body id 

where À is discussed and defined in the introduction and the usual approxi- 
mations of thin body theory have been made. The presence of the undisturbed 
fluid velocity in (3.2) means that in general the assumption of small disturb- 
ances fails. Fortunately in the flows which are likely to be of greatest interest 
À is extremely small and so here we shall consider the special case À = 0 when 
boundary conditions require the magnetic field to be continuous at the body 


surface. Combining this with the earlier conclusion that the magnetic field 
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inside the body is independent of y to first order it follows that the magnetic 
field in the fluid must satisfy 


Lim h,=Limh,, Lim h, = Lim h,, Tres (3.3) 


y—0+ y—>0— y—0 + 
On the plane y — 0 but away from the body it follows from the fundamental 


equations that w,, u,, h,, h,, p are all continuous and so we conclude that 


F 


AE 


= F (x) = 0 


if | «| > a and that the singularities of & are either inside the body (i. e. on 
|x| <a, y=0 to the order of the approximation) or at infinity. Finally at 
infinity grad d > 0 because all disturbances originate at the body. 


4. The General Solution 
Let 


db = dbo da db, (ET 
where gy is an odd function of y and ¢, is an even function of y and let 


bo 


0 Ib, Od, 
A ren, Sep, Af BG) cen 


oy 
when y = 0, |x| <a. Then from the properties of harmonic functions 


d(x, y) = = : Ane) tan. a" dx’ , 
2413 (4:3) 
a 
(Xx, y) DT / B,(x) log [(x <= x)? Zr y?] dx’ > 
and in particular 


Be AE, A 0e, 44 


a = 


In terms of Ay, A, By, B,, F,, F_ the boundary conditions at the body 
become 


Box) + Bx) =, 
1 


Bolx) — B,(x) + 


N 


from (3.1) and (4.5) | 


2a B(x) — 28 Aula) = F(x) — F(x) 


20 Ay) +2B Bx) =c_ F(x) — 0, F(x), | 
from (O9) | 
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A second relation, in addition to (4.4), between A, and B, can now be 
found from (4.5) by elimination. It is 


m (m? + 1 — 242) B,(x) — B (1 + m2) A,(x) | 
=m (m? + 1 — 202) P(x) — am? Q(x) = R(x) | 
where 


2P(=f.(9 +f (0, 209 —j.(0 —f &. (4.7) 


The solution of (4.6) subject to (4.4) is known apart from an arbitrary 
constant (ROTT and CHENG [2]) and is 


a 


A(x) = —B (1 + m2) R(x) — Pr — a) © = =)" | (= = | 
| ran | (4.8) 
R(x’) dx’ a Crs) gu | 
a (aa = a x)? 


where C is an unknown constant and 


tan 0 x — " ey a, 0£<0<1. (4.9) 
It is natural to fix C by means of a Kutta condition at the trailing edge 
x = a, implying that C = 0, but this means that there is a violent change in 
the solution as m? + 1 — 24? changes sign since 9 jumps from 0 to 1. 
Another possibility is to assume that the Kutta condition is applied at the 
trailing edge if m? + 1 > 2 «? and at the leading edge if m? + 1 < 2 «? which 
is equivalent to requiring 0 to lie in the range (— 1/2, 1/2) and C = 0. The 
precise condition on C can only be found by considering the limit o > oo, 
y > 0 and in particular the boundary layer at the body. Such an investigation 
is difficult as indicated by the work of CARRIER and GREENSPAN [1] and must 
be deferred for the present. It is of interest however to note that if ov = co 
it is easy to infer from their paper that if a flat plate is moving lengthwise 
with velocity U parallel to a magnetic field of undisturbed strength H then 
(i) if # > 1 the boundary layer on the plate starts at the leading edge and 


ends at the leading edge, 
(ii) if m < 1 the boundary layer on the plate starts at the trailing edge and 


ends at the leading edge. 

These conclusions support the view that C = 0 and | 0 | = 1/2, but it must 
be remembered that in the flows described in this paper o v = 0. Further as 
e shall see below the argument of the present paper breaks down if the 


undisturbed fields are parallel. 
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Once A,(x) has been found the other unknowns follow from 


(m? + 1 — 2 a2) F(x) =m (202 — ax m — 1) O(x) + BL —2am+ m?) A(x) 


(4.10) 

(m + 1 — 202) F(x) =m (202+ a m — 1) Q(x) —B(1+2am-+ m?) Ao(x) 
(4.11) 
(m? + 1 — 2.02) Bix) =a" Of) — 2a p Ayia) (4.12) 


The flow field is now known (apart from C) and the lift and drag form on 
any body may now be worked out. Thus on a body of zero thickness, for which 
Oo OMAN 


F (00 oe ie a m? x 
L zZ = De: = Py aos) dx >= 20 u? m? (m? aE LL 2: a? y | Auk 7 dx (4. (4.13) 


—a 


and the drag 
DZ fé y= ewe. Pie ar _)dx 


‘ (4.14) 
ER, Nee ann PD ms 
SU ee | Aol) P(x) dx. 


In particular for a flat plate at incidence & 


4 = 0 aC sin@ x 
P(x) = — ; alla) = & 6 4.15 
(x) € eco (£ = a ee ( ) 
IE, fs (m? + 1)? — 4 a2 m? 
20 U2 x m? (m? + 1 — 20°) N) QUE 


and D=eL. Since 0 + 0 from above as m? + 1 2a? from above it fol:! 
lows that to keep L, D finite C +0 as m? + 1 2a? from above. However: 
0 >1 from below as »? +1 + 2x? from below and so to keep L, D finite: 
C>—2e as m' +120? from below; from (4.15) this suggests that the: 
Kutta condition is transferred from the trailing edge to the leading edge as; 
m? + 1 decreases through 2 &?, or at least that the stronger singularity in: 
velocity is transferred from x = a to x = — a. 

Again for a symmetrical body in which P(x) =0 and },(x) = f_(x) at! 
x = + a, the lift is still given by (4.13) while the drag 


Nah a m[(m? + 1)? — 4 a2 m°] 
2 Bm (m? + 1) | Joss rn [0000 wa 
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the corresponding expression in terms of A, being somewhat more complicated. 
In particular for a body consisting of two circular arcs and of maximum 
thickness ¢ a, Q(x) = — exja, 


te or (w+ 2ad)am sind fa—x\9 | ___ aCsinôx 
. a? m* + 1 — 2 0? i + ) (a — x)i-9 (a wi x)’ (4.17) 
18 (m? + 1)? — 4 «2 m? 2 EH? am 
—— Sn — un — { 
2eU’na m? (m? + 1 — 2a?) je ATEN) | ) (4.18) 
Bm (m? + 1) D, 2 Fr. a(m + 1)? — 4 à? m?) 
20 U?a A '  (m?+1—202)2 — | ( 
} (4.19) 
12 De ad = 4, 2 
x E AM € (1 = en +) ne NIET Cl 2 0)] 2 


In order to preserve finite values for L, D in this case as m2 + 12a? 
from above it is clear that C (m? + 1 — 2%?)-2 must remain finite. On the 
other hand as m? + 1 + 2x? from below, 

2eam 
m? +1-— 202 = 
since § > 1 from below. Again this suggests that as m? + 1 decreases through 
the value 24? the stronger singularity in velocity is transferred from the 
trailing edge to the leading edge. 
It is noted that if the Kutta condition is transferred to the leading edge 


when m? + 1< 20? then the drag given by (4.19) is always positive since 


DIS 1/2 and C = 0. 


5. Magnetic Field almost Aligned with the Stream 


This special case is of interest as it throws some light on the motion engend- 
ered by a body moving in the same direction as the imposed magnetic field, 
about which conflicting theories have been put forward. An aligned field is 
obtained by setting 6 = 0; taking B small, « x 1, the present theory gives 


m (m? — 1) BB-B(l+ m?) Ay = m (m* — 1) P(x) — m? Q(x), (5.1) 


so that either the potential contribution to the solution remains O(e), where 
P, Q are both O(e), or its dominating part is the homogeneous solution of (5.1) 
A, = a CJ(a? — x?) with C = O(1). While this is a mathematical possibility 
it makes no material difference to our qualitative conclusions below and so we 
shall exclude it and suppose Ay, B, are both O(e). Accordingly when f is small 
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other contributions being O(ß). Thus a body without thickness gives rise to 
velocity and magnetic fields which are formally O(e) in the limit ß oe 0. How- 
ever, any body with thickness, so that Q = 0, gives rise to a velocity field in 
y > 0 of 


= 7 Ee - OA, 4, =O) (5,3) 
and a magnetic field 
=F ae Ole), hk, = Ole). (5.4) 


Further the pressure on both sides of the body is 


20 U? 5 
Po ee = 
leading to a drag 
Zio at 
De me | Ox) dx (5.6) 


ni‘ 


which + oo as f > 0. 

The solution suggests therefore that as the fluid becomes aligned the 
perturbations remain small except within‘two bands of widths 2 a B/(1 + m) 
originating at the body. If m < 1 one extends upstream and one downstream 
of the body while if m > 1 they both extend downstream. In these bands the 
pressure and the components, parallel to the undisturbed direction of flow, 
of both the magnetic and velocity fields are large, the other components 
remaining small. 

These conclusions are in agreement with a theory of the motion of a body 
in an aligned field put forward by the author STEWARTSON [4] in which it was 
argued that the velocity and magnetic fields cannot be only slightly disturbed 
everywhere and that directly downstream of the body there would by a finite 
disturbance to the fields even at a distance from it; there would also be a 
finite disturbance at an infinite distance upstream as well if m < 1. 

They appear to be at variance with an alternative theory put forward 
by Sears and RESLER [3] in which they argued that the velocity field would 
be only slightly disturbed everywhere and identical with that when H = 0, 
while the magnetic field would be parallel to the velocity field outside the body 
and zero inside the body. It must be remembered however that the theory 
when f is small is only valid if e/ß is also small and cannot be wholly correct 
if e/B is large because the waves from the body would recross it at some stage. 
It is possible that k,, #, are complicated functions of e/ß which are O(e/ß) when 
e/B is small but + 0 as e/ß > oo. Intuitively such behaviour seems unlikely, 
raising further difficulties of a physical nature and it is considered that this . 
solution provides further evidence in support of the author’s own theory. 
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Zusammenfassung 


Es wird die stationäre Bewegung eines vollkommen leitenden reibungslosen 
Mediums um einen schlanken Körper in einem schräggerichteten Magnetfeld be- 
handelt. Es wird hervorgehoben, dass im allgemeinen eine der Grenzbedingungen 
zur Folge hat, dass die Störungen durch den Körper nicht klein sind. — In einem 
speziellen Falle, der von grossem Interesse sein dürfte, gibt es keine «prima facie» 
Einwände gegen die Annahme vom Vorhandensein kleiner Störungen, und Lösun- 
gen können gefunden werden. Diese enthalten eine allgemeine Konstante ähnlich 
derjenigen, die in der konventionellen Theorie der dünnen Körper (ohne Magnet- 
feld) vorkommt und die in analoger Weise eliminiert werden kann. — Zwei spezielle 
Fälle werden diskutiert, von denen der eine von Bedeutung sein könnte für die 
Theorie der Bewegung in parallelen Feldern. 


(Received: October 3, 1960.) 
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11. Sitzung des Schweizer Komitees für Optik (Sektion Lichtoptik) 
vom 26. Oktober 1960 in Zürich 


Am 26. Oktober 1960 fand im Physikgebäude der ETH in Zürich die 11. Sitzung 
des Schweizer Komitees für Optik (Sektion Lichtoptik) statt. Anlässlich dieser 
Sitzung orientierte der Präsident über die Tagung des Internationalen Optischen 
Komitees vom September 1959 in Stockholm. 


Es folgten 3 wissenschaftliche Mitteilungen, von welchen nachfolgend eine 
Zusammenstellung gegeben wird. 


Möslichkeiten und Grenzen von Sehleistungsprüfungen in Betrieben 
(mit Demonstration eines VersuchsinstrumentesderSBB). Von H. RUETSCHI, Basel?). 

Messungen von Sehleistungen an grösseren Personengruppen der gleichen Be- 
schäftigungsart wurden in Amerika besonders während des letzten Krieges einge- 
führt. Bei uns erschienen sie zuerst oft nur unter merkantilen Aspekten und daher 
nicht immer überzeugend. Inzwischen sind auch hier die nützlichen Seiten für 
unsere Verhältnisse erkannt worden. Eine grobe Einteilung derartiger Messverfah- 
ren kann etwa folgende Dreiteilung aufweisen: 


1) Polyoptic AG., Basel. 
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A B € 
Messungen nach Schema mit Messungen durch optometrisch Messungen 
angelerntem Experten, ohne geschulten Experten unter Be- durch 
besondere optometrische rücksichtigung optischer Kor- Arzte 
Kenntnisse rekturmöglichkeiten 


Bei allen drei Gruppen wird vorausgesetzt, dass der Experte mit den Arbeitsbedin- 
gungen des Prüflings weitgehend vertraut ist. 

Unsere bisherige Erfahrung lehrt, dass sich Messungen nach «A» hauptsächlich 
für selten vorkommende Massenuntersuchungen (Militär) mit groben Ausscheidun- 
gen eignen und dass Prüfungen durch Ärzte kaum durchführbar sind. Somit 
werden Prüfungen mit optometrisch geschulten Experten «B», in kleineren Gruppen 
und mit etwas grösserem Zeitaufwand, am aussichtsreichsten. Es ist auch nicht zu 
übersehen, dass die übliche ärztliche Betreuung unserer Bevölkerung schon eine 
Auswahl herbeiführt, welche grobe Ausscheidungsverfahren ohnehin hinter sich 
lässt. 

Wenn andererseits die Möglichkeit besteht, die Ergebnisse der Ortho-Rater- 
Prüfungen «B» mit einem Arzt durchzugehen, so lässt sich die gesamte Basis ent- 
sprechend erweitern. 

Der Ortho-Rater ist üblicherweise für folgende Messverfahren ausgerüstet: 
Messungen der Abweichungen der Augenachsen, unter Berücksichtigung der Fu- 
sionsanregung. Messung der Sehschärfen mit einer Doppeltestmarke (Figur), sowohl 


binokular wie auch monokular bei binokularer Betrachtung. Ausserdem sind 
Stereoprüfungen und Farbprüfungen möglich. Besonders diese letzteren verlangen 
vom Experten sichere Einfühlung in die Sehbedingungen des Prüflings und eine 
gute Beherrschung der Materie, um gegebenenfalls feinere Methoden zu berück- 
sichtigen. 

Weiter sind für geschulte Experten Refraktionsmessungen und einfache Prü- 
fungen des Gesichtsfeldes durchführbar. In vielen Fällen werden vor allem die 
Refraktionsprüfungen überhaupt nicht zu umgehen sein. Alle Messungen werden 
gegebenenfalls mit schon vorhandenen Brillen durchgeführt, wobei Rückschlüsse 
auf Gläserzentrierung ins Gewicht fallen (Bifokalgläser). Aus dem gleichen Grunde 
werden auch die Testmarken für Ferne und Nähe mit unterschie 


dlichen Neigungs- ! 
winkeln der Blickrichtungen präsentiert. on 
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Der bahnärztliche Dienst der SBB unter Leitung von Dr. SERATI hat eines der 
Ortho-Rater-Instrumente zusätzlich noch für spezifische Aufgaben dieses Gebietes 
_ vervollständigen lassen. Der Apparat gestattet die Einführung farbiger Stereo- 
aufnahmen von Bahn- und Signalanlagen mit eingesetzten Lichtern, sowie Mes- 
| sungen farbiger Signalbilder in variablen Grössen und Kombinationen. 

Es zeigt sich, dass die Einführung solcher verfeinerter Prüfbedingungen den 
Fragenkomplex teilweise in neuem Lichte erscheinen lässt und dass unsere bisheri- 
gen Erkenntnisse über die erforderliche Erfahrung des Experten und die daraus 
abzuleitenden optometrischen Voraussetzungen bestätigt werden. 

Eine Ausdehnung solcher Messungen auf die Interessengruppen des Strassen- 
verkehrs scheint ebenfalls aussichtsreich, doch gelten auch dort sinngemäss die 
angedeuteten Möglichkeiten und Grenzen. 


Ein Gerät zur serienmässigen Prüfung des Farbstichs von Objektiven?). 
Von W. Lormar und R. WAHL, Aarau?) 

Moderne Photoobjektive zeigen häufig einen leichten spektralen Gang der 
Transmission, was einerseits von Absorption der verwendeten Gläser, andererseits 
von der Wellenlängenabhängigkeit der Wirkung aufgebrachter Reflexverminde- 
rungsschichten herrührt#). Bei Farbaufnahmen kann dadurch eine Veränderung 
der Tonwerte hervorgerufen werden, was vor allem dann auffällt, wenn die zu 
einer Kamera gehörigen Wechselobjektive in dieser Hinsicht differieren. 

Die Transmissionskurven von Objektiven, bei denen einer oder beide der er- 
wähnten Einflüsse wirksam sind, zeigen in der Regel den in Figur 1 wiedergege- 


‘00 
ee > 
60} 
40) 
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Figur 1 
Transmission eines Photoobjektivs, schematisch. 


benen Typus, das heisst die Änderung der Transmission ist im ganzen Bereich 
relativ gering. Zur Charakterisierung der photographischen Wirkung genügt es 
daher, wie die Erfahrung gezeigt hat, das Verhältnis zweier Werte im roten und 
blauen Spektralgebiet zu kennen, wobei die Auswahl der Wellenlängen nicht 


2) Ein ähnliches Gerät zur Produktionsüberwachung von Interferenzschichten in Reflexion 
wurde von A. C. TRAUB, JOSA 46, 999 (1956) beschrieben. 


3) Kern & Co. AG., Aarau. 
4) Siehe z. B. A. E. Murray, JOSA 46, 790 (1956). 
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kritisch ist. Die Transmissionswerte der durch die beiden Schottfilter RG 1 und 
BG 12 (Figur 2) begrenzten Spektralbereiche erwiesen sich als hierfür geeignet. 
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Figur 2 
Transmission der Schottfilter BG 12 und RG 1. 


Es wurde ein Gerät gebaut, welches die Differenz der Transmissionswerte eines 
Prüflings für Rot und Blau direkt und sofort anzeigt. Um bei Prüflingen verschie- 
dener Art vergleichbare Werte zu erhalten, wurde die Anlage mit einer automati- 
schen Pegelregulierung fiir das Rotsignal ausgestattet. 

Der Aufbau ist folgender (Figur 3): 


‚Automatische 
Pegelstabilisierung 
(Versfärkungsgrad- : 
regelung) al Pa gis Amplituden- 
Spitzenwert- | Vergleichs - 


ro Gleichrichter | Schaltung 


lampen- 
Stabilisator 


elektronischer 
Umschalter | 


À Photodiode für Umschalter - 
Synchronisierung 
| 


a 


Synchronmotor 
(3000 U/min) 


Figur 3 
Schema des Gerätes. 


_ Der von einer stabilisierten 9-W-Glühlampe ausgehende Lichtstrom durchsetzt | 
einen Kondensor, eine rotierende Filterscheibe mit einem Rot- und einem Blau- 
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filter, hierauf den Prüfling, und fällt auf ein Selen-Photoelement. Dessen Strom- 
stösse werden verstärkt und durch einen von derselben rotierenden Scheibe licht- 
elektrisch gesteuerten Umschalter in ein Rot- und ein Blausignal getrennt, deren 
Amplitudendifferenz dann über eine Vergleichsschaltung angezeigt wird. 

Als Kondensor wurde ein farbkorrigiertes Projektionsobjektiv verwendet. Vor 
das Photoelement wurde eine beidseitig mattierte Linse geschaltet, um eine mög- 
lichst gleichmässige Lichtverteilung über die ganze Fläche zu erreichen. 

Die Anzeigezeit des Gerätes (Intervall vom Einbringen des Prüflings bis zum 
Einspielen der Galvanometernadel) beträgt 1,5 sec, die Empfindlichkeit 2,5 Skalen- 
teile für eine Änderung des Blausignals um 1%. Die Anzeige des Farbstichs kann 
geregelt werden und wird bei Abwesenheit eines Prüflings auf die Mitte der Skala 
(0) eingestellt. Als Standard zur Eichung des Ausschlages dient eine aus gelbstichi- 
gem Glas hergestellte Planplatte. 


Summ avy 


A photometer evaluating the transmission ratio of optical systems for two spectral 
ranges (red and blue) is described. Light falling alternately through two suitably 
chosen rotating spectral filters impinges on a selenium photoelement. Two inter- 
laced pulse trains are thus generated, which, after amplification, are electronically 
separated and compared. Sensitivity is 2-5 scale divisions for a ratio variation of 1%. 


Gesichtspunkte bei der Stoffauswahl für dünne Schichten in der Optik. 
Von E. RITTER, Balzers’), 

Mit Hilfe absorptionsfreier dünner Schichten mit bestimmtem Brechungsindex 
und geeigneter Dicke lassen sich Interferenzeffekte erzielen, die in der Optik in 
zunehmendem Masse verwendet werden (zum Beispiel Reflexionsverminderung, 
Lichtteilung, Kaltlichtspiegel, Schmalbandinterferenzfilter). Den theoretischen Ent- 
würfen stehen jedoch in der praktischen Ausführung zahlreiche Schwierigkeiten 
im Wege, besonders infolge der beschränkten Zahl brauchbarer Stoffe. Die Be- 
schränkung der Stoffzahl ergibt sich aus der Berücksichtigung der folgenden 
Gesichtspunkte: 

1. Herstellbarkeit des Stoffes in Form dünner Schichten, vor allem durch Ver- 
dampfung im Hochvakuum. Etwa 130 Elemente und anorganische Verbindungen 
(ausgenommen Legierungen) wurden bisher als dünne Schichten mittels Vakuum- 
aufdampfung hergestellt. 

Relativ leicht aufdampfbare Stoffgruppen sind: Elemente, Halogenide, Oxyde 
und Sulfide. eh 

2. Beständigkeit gegen mechanische Beanspruchung und Haftfestigkeit. Be- 
sonders kritisch bei dicken Schichtpaketen für UR-Systeme. Durch Heizung des 
Trägers während der Bedampfung günstige Beeinflussung. F0 

3. Beständigkeit gegen chemische Angriffe, vor allem gegen Feuchtigkeit. 
Diese Forderung beschränkt besonders die im UV verwendbaren Stoffe. 

4. Gewünschte optische Eigenschaften. | : ; 

a) Absorptionsfreiheit, das heisst bei dünnen Schichten für den sichtbaren Be- 
merch K <= 107 cm: *. Rn | | 

b) Möglichst konstanter Brechungsindex über möglichst weiten Bereich. Untere 
Grenze stets 1,30-1,34. Obere Grenze im UV 2,05-2,1, ım Sichtbaren 2,4, im UR 


3,5—5,4. 4 
5) Balzers Aktiengesellschaft für Hochvakuumtechnik und dünne Schichten, Balzers, Fürsten- 


tum Lichtenstein. 
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Die nachfolgende Tabelle fasst die Stoffe zusammen, die sich bisher bewährt 
haben. Die angegebenen Zahlen sind lediglich Richtwerte: 


Stoff n(A) Absorptionsfreier 
Bereich 
Na,AlF, 1,35, (52.0.1) 250 mu-14 u 
MgF, 1,38 (550 mu) 250 er) u 
Si,03-S10, 1,55 (550 my) 300 mu 8 u 
SiO 1,6-1,9 (3 u) 800 mu— 8 u 
lan 1,52 (550 mu) 250 mu-12 u 
LaF, 1,75 (350 mu) 1,6. (550 mp) ab 250 my 
NdF, LENS OEM) 1,6 (550 mu) ab 250 my 
(CE, 1,75 (350 mu) 1,6 (550 mu) ab 250 my 
12.0; 2,0 (400 mu) 1,85 (550 mu) ab 300 mu 
Nd,O, 2,1 (400 mu) 2,0 (550 mp) ab 300 mu 
PbF, 2,05 (250 mu) 1,75 (550 mu) 250 mu-17 u 
GeO; 2 2a > Ont) 400 mu-16 u 
74,08) 25) 350 mu-14,5 u 
TiO, 2,4 (550 my) 390 mu-12 u 
Si 3a) ab 800 mu 
Ge 4,1 (2 u) ab 1,5 u 
ie a Meran) ab 3,5 u 


175 Jahre Verlag Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig 


Friedrich Vieweg gründete am 1. April 1786 den Verlag, der noch heute seinen 
Namen trägt. Zu seinen Autoren zählen unter anderen HERMANN V. HELMHOLTZ, 
Madame CURIE, ARNOLD SOMMERFELD, LUDWIG PRANDTL, ALBERT EINSTEIN, 
Max v. LAUE und ERWIN SCHRÖDINGER. Aus Anlass dieses Jubiläums stiftet der 
Verlag Preise von insgesamt DM 15 000.— für wissenschaftliche Arbeiten auf den 
Gebieten der Mathematik, Physik und Chemie, die sich zur Veröffentlichung in 
Buchform eignen. Dem Kuratorium dieser Stiftung gehören an: die Professoren 
J. BARTELS, W. GERLACH, W. Haack, R. HUISGEN, J. MATTAUCH, W. QUADE, 
F. SAUTER, F. SEEL, H. SIEDENTOPF und E. WIckE. Die Ausschreibungsbedingun- 
gen stellt der Verlag Interessenten auf Wunsch gern zur Verfügung. 


IFIPS-Kongress, München 1962 


Die International Federation of Information Processing Societies wird vom 
27. August bis zum 1. September 1962 in München einen Kongress abhalten. Vor- 
tragsanmeldungen, begleitet von einer Zusammenfassung in englischer Sprache im 
Umfange von 500-1000 Worten, sind bis 15. September 1961 einzureichen, entweder 
an den Obmann des Programmausschusses, Herrn Prof. Dr. F. L. BAUER, Institut 
für Angewandte Mathematik der Johannes-Gutenberg-Universität, Mainz, Jakob- 
Welder-Weg 7; oder an den Stellvertreter, Herrn Dr. H. BILLING, Max-Planck- 
Institut für Physik und Astrophysik, Institut für Astrophysik, Abt. Numerische 
Rechenmaschinen, München 23, Aumeisterstrasse. Die Vortragsanmeldungen wer- | 
den auf Grund der Zusammenfassungen vom internationalen Programm-Komitee 
der IFIPS geprüft und alsdann werden die Autoren der angenommenen Zusammen- | 
fassungen aufgefordert, vollständige Manuskripte vorzulegen. 
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Asymptotic Behavior and Stability Problems in Ordinary Differential 
Equations. Von LAMBERTO Cesart. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz- 
gebiete. Neue Folge, Heft 16 (Springer-Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg, 1959): 
E71 5, 37 Fig., DM 68.— j 

Von der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen sind für die Anwen- 
dungen Aussagen über das asymptotische Verhalten und die Stabilität der Lö- 
sungen wesentlich wichtiger als die den reinen Mathematiker interessierenden 
Fragen der Existenz und Eindeutigkeit. Die modernen Entwicklungen der Technik, 
speziell der Regelungstechnik und der Automation, haben in den letzten Jahr- 
zehnten zu einer Fülle von diesbezüglichen Untersuchungen Anlass gegeben, deren 
übersichtliche Zusammenfassung und Darstellung keine leichte Aufgabe ist. Dem 
Bericht von L. CEsarı ist die Lösung dieser Aufgabe aber in vortrefflicher Weise 
gelungen. Im ersten Kapitel werden die verschiedenen Stabilitätsbegriffe diskutiert 
und die linearen Systeme mit konstanten Koeffizienten betrachtet. Das folgende 
Kapitel behandelt die allgemeinen linearen Systeme und bringt die Theorie von 
Lyapunov für Systeme mit variablen Koeffizienten, die Theorie von FLOQUET für 
solche mit periodischen Koeffizienten und ausführlich die Gleichungen 2. Ordnung. 
Das dritte Kapitel, das nahezu die Hälfte des Buches ausmacht, ist den nicht- 
linearen Systemen gewidmet und entwickelt die erste und zweite Methode von 
Lyapunov, die analytischen Methoden (PoOINcARE, KrYLoV-BOGOLJUBOV, Stö- 
rungsmethoden) und endlich die topologischen Methoden (POINCARE, BENDIXSON). 
Das abschliessende Kapitel bringt dann noch die asymptotischen Entwicklungen. 
Der Bericht hebt die allgemeinen Linien hervor und bringt in jedem Abschnitt 
neben den allgemeinen Theoremen meist nur einige wenige typische Beweise, dazu 
illustrative Beispiele. Das bis 1957 reichende Literaturverzeichnis beansprucht nicht 
weniger als 70 Seiten. Das Buch vermittelt jedem, der sich mit diesen Fragen zu 
befassen hat, einen ausgezeichneten Überblick und die entsprechenden Hinweise 
und wird ihm ein unentbehrlicher Helfer sein. E. ROTH-DESMEULES 


Partielle Differentialgleichungen. Von G. HELLWIG (B. G. Teubner, Ver- 
lagsgesellschaft, Stuttgart 1960). 346 S., 35 Fig.; DM 29.80. 

Im Rahmen der von G. KÖTHE betreuten «mathematischen Leitfäden» des 
Teubner-Verlags gibt der Verfasser eine Einführung in die partiellen Differential- 
gleichungen, die vor allem den theoretisch-mathematischen Standpunkt betont, 
also sich mit Existenz- und Eindeutigkeitsfragen befasst. Dabei hat er sich bemüht, 
auch die neuesten Forschungen zu Wort kommen zu lassen, was ihm in didaktisch 
hervorragender Weise geglückt ist. Nach einem Rundblick über die in der mathe- 
matischen Physik auftretenden partiellen Gleichungen wird ausführlich die Ein- 
teilung in elliptische und hyperbolische Gleichungen besprochen, die Charakteri- 
stiken werden eingeführt und Normalformen hergeleitet. Zur Abklärung der Ein- 
deutigkeitsfragen wird in origineller Weise hauptsächlich die Energieintegral- 
methode herangezogen. Sehr modern ist das Kapitel über Existenzfragen geschrie- 
ben. Die Anfangsprobleme beim hyperbolischen Typus werden mittels der Charak- 
teristikentheorie erledigt, während für die gemischten Probleme die Laplace- 
Transformation herangezogen wird. Bei den elliptischen Randwertproblemen folgt 
der Verfasser den neueren Methoden von FRIEDRICHS, Lax, NIRENBERG, die Ver- 
feinerungen der direkten Methoden der Variationsrechnung sind. Ausserdem sind 
einige speziellere Verfahren geschildert (Methode der sphärischen Mittelwerte, un- 
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publizierte Untersuchungen von WIENHOLTZ über die Annahme der Randwerte, 
Weylsches Lemma). Ein letztes Kapitel bringt eine Einführung in die funktional- 
analytischen Methoden und in die Schaudersche Beweistechnik. 

Es ist ein grosses Verdienst des Verfassers, die verstreute neuere Literatur 
über partielle Differentialgleichungen überarbeitet und in einem angenehm lesbaren 
Buch zusammengestellt zu haben. Das Werk wird auch dem angewandten Mathe- 
matiker willkommen sein, der sich um eine theoretische Klärung seiner Probleme 
bemüht. E. STIEFEL 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von 
S. FLÜGGE, Band 37/1: Atome III/Moleküle I (Springer-Verlag, Berlin 1959). 
439 S., 215 Fig.; DM 96.-. 

Der vorliegende Teilband Atome III — Molekeln I der Gruppe VII des Hand- 
buchs (Atom- und Molekülphysik) enthält nur drei Kapitel. Von diesen beansprucht 
das erste über Atom- und Molekularstrahl-Spektroskopie (P. KuscHh und V. W. 
HuGuEs etwa 170 Seiten) zurzeit hauptsächlich das Interesse des Physikers, wäh- 
rend die beiden andern über die Schwingungs- und Rotationsenergie von Molekülen 
(von H. H. NIELSEN, etwa 110 Seiten) bzw. über Elektronenstossprozesse mit 
Molekeln (von J. D. Craccs und H. S. W. Massey) eher der heutigen physikali- 
schen Chemie zugeordnet werden können. 

Der Beitrag über Molekularstrahl-Spektroskopie ist ähnlich, wenngleich be- 
deutend konzentrierter, dem bekannten Buch von N.F. Ramsey und in drei 
Abschnitte über experimentelle Methodik, Theorie und Ergebnisse gefasst. Darüber 
hinaus ist die Literatur bis und mit 1958 berücksichtigt und die Theorie ist stärker 
betont. Man darf diesen Beitrag als hervorragende Übersicht bezeichnen, für 
einen Handbuchartikel scheint er recht knapp konzipiert. 

H. H. NıeLsen’s Beitrag über Rotations- und Schwingungsenergie von Mole- 
keln ist in dieser Form unseres Wissens erstmalig. Die zahlreichen Arbeiten über 
die Quantenmechanik der Rotations-Schwingungszustände von Molekeln — eine 
grosse Anzahl stammt vom Autor selbst — sind hier unter einheitlichem Gesichts- 
punkt zusammengefasst. Ausgehend von der klassischen Hamiltonfunktion von 
rotierenden Massenpunktsystemen mit kleinen Schwingungen, aber ohne interne 
Rotationen, wird deren Quantenmechanik nach steigenden Näherungen speziell 
der Wechselwirkung zwischen Rotation und Schwingungsenergie und der Anhar- 
monizität behandelt. Dabei werden Rotationsprobleme des starren Kreisels und 
das Schwingungsproblem in harmonischer Näherung formal behandelt, ohne Wie- 
dergabe der bekannten numerischen Tabellen der Energieeigenwerte des asymme- 
trischen Kreisels. Für die Fälle der symmetrischen Kreisel mit Schwingungsdreh- 
impuls sowie für die höheren Näherungen des Schwingungsrotationsproblems 
werden (in der Nielsenschen Formulierung) sehr nützliche Tabellen für die Ele- 
mente der Hamiltonmatrix gegeben. Ferner wird die Anwendung der Theorie auf 
die Analyse von Infrarotspektren hoher Auflösung eingehend demonstriert, speziell 
die praktisch oft beobachteten Anomalien, die durch L-type doubling, anharmo- 
nische und rotatorische Resonanz (bis zur 2. Näherung) verursacht werden. 
| Auch der dritte Beitrag über Elektronenstossprozesse mit Molekeln erscheint 
in so kompakter Form wohl zum ersten Mal in der Literatur. Die (knappe) Darstel- 
lung der Theorie der Stossprozesse zwischen schnellen und langsamen Elektronen 
und. Molekeln und die dadurch verursachten Übergänge der Molekelzustande | 
findet unmittelbare Anwendung auf eine grosse Zahl experimenteller Daten. 
Dadurch besitzt der Artikel für den Massenspektroskopiker nicht nur kompilatori- 
schen Charakter, sondern er kann geradezu als Anleitung zur Analyse der Massen- 
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spektren von Molekeln betrachtet werden. Gemessen am Stand der Kenntnisse auf 
diesem Gebiet kommt die Konzeption dieses Beitrags dem Ideal eines Handbuch- 
artikels gewiss sehr nahe. Hs. H. GÜNTHARD 


| Confluent Hypergeometric Functions. Von L. J. SLATER (Cambridge Uni- 
versity Press, London 1960). 247 S., 18 Abb.: 65s. 

In der Physik wird man gelegentlich auf die konfluente hypergeometrische 
Funktion gefiihrt, wenn man versucht, eine partielle Differentialgleichung durch 
Separation in Kugelkoordinaten zu lösen. Ein bekanntes Beispiel ist die quanten- 
mechanische Behandlung des Wasserstoffatoms. Die konfluente Funktion ist einer- 
seits Grenzfall der allgemeinen Gaußschen hypergeometrischen Funktion und ent- 
hält andererseits Besselfunktionen, Whittakersche Funktionen und Laguerresche 
Polynome als Spezialfälle. 

Die vorliegende Monographie leitet zunächst die Funktionaleigenschaften der 
konfluenten Funktion her, wobei von der grundlegenden Kummerschen Differen- 
tialgleichung ausgegangen wird. Die beiden Fundamentallösungen dieser linearen — 
und im Nullpunkt singulären — Differentialgleichung 2. Ordnung werden sorgfältig 
diskutiert und die Beziehungen zu den Whittakerfunktionen hergestellt. Ein zwei- 
tes Kapitel ist den Differentialeigenschaften und Rekursionsformeln gewidmet, die 
konfluente Funktionen F(a, b;x) verknüpfen, die zu verschiedenen Werten der 
Parameter a, b gehören. Ein drittes Kapitel bringt die wichtigen Darstellungen der 
konfluenten Funktion durch Umlaufintegrale in der komplexen Ebene, einschliess- 
lich der Laplace-Transformierten von F(a, b; x). Diese Integraldarstellungen bilden 
das Instrument für die asymptotischen Entwicklungen der konfluenten Funktion, 
die im 4. Kapitel des Werkes in grosser Vollständigkeit auseinandergesetzt sind. 

Besonders ansprechend ist der originelle Versuch des Verfassers, in einem 
Abschnitt «descriptive properties», dem Leser die konfluente Funktion auch an- 
schaulich näherzubringen. Man findet dort graphische Darstellungen der Nullstel- 
lenkonfigurationen und Reliefs des Verlaufs der Funktion im Komplexen. 

Speziell sei noch auf die Tabellen hingewiesen, die dem Buch beigegeben sind. 
Numerische Tabellen von F(a, b; x) müssen naturgemäss rudimentär bleiben, da 
die Funktion von 3 Variablen a, b, x abhängt. Man findet aber mehr Information 
ls bisher in der Literatur, so zum Beispiel eine Tabelle von F(a, b; x) mit dem 
Schritt 0,1 in allen drei Variabeln. a läuft von (— 1) bis + 1, b von 0,1 bis 1 und 
von 0,1 bis 10. Eine weitere Tabelle der speziellen Werte F(a, b; 1) weitet ältere 
abellen von MILLER aus. | 

Das Werk von SLATER ergänzt den Ergebnisbericht von H. Bucaxorz (Die 
onfluente hypergeometrische Funktion, Springer 1953), der viel benutzt wird, und 
ann nützliche Dienste neben der bekannten Formelsammlung von ERDELYI, 
AGNUS, OBERHETTINGER, TRicoMt (Higher transcendental functions, McGraw- 
ill, 1953) leisten. E. STIEFEL 


Die Mechanisierung des Weltbildes. Von E. J. DIJKSTERHUIS. Ubersetzt 
us dem Holländischen von HELGA Hapicur (Springer-Verlag Berlin, Göttingen, 
eidelberg 1956). 594 S., 47 Abb.; DM 36.-. | 

Auch wenn das hier anzuzeigende Werk von DIJKSTERHUIS nicht direkt zu den 
ebieten der ZAMP gehört, so dürfte es doch für manchen Leser von erheblichem 
nteresse sein. Gerade in der heutigen Zeit, wo man — wenn es so ausgedrückt 
erden darf — ohne grosse Hemmungen neue Theorien aufstellt und diese allein 
ach ihrer Brauchbarkeit und nach ihrem Erfolg, die Phänomene darzustellen und 
orauszusagen, beurteilt werden, scheint ein Rückblick auf die ausserordentlich 
ange Entwicklungszeit der modernen N aturwissenschaften von grosser Bedeutung 
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zu sein. DijKSTERHUIS’ Darstellung — auf deren ungeheure Fülle hier nicht einmal | 
andeutungsweise eingegangen werden kann — beginnt mit den griechischen Denkern, | 
den ersten Begründern wissenschaftlicher Theorien und endet mit Newtons Philo-: 
sophiae Naturalis Principia Mathematica. In meisterhaft klarer und knapper‘ 
Weise werden die Hauptstromungen der griechischen Philosophie dargestellt, , 
sowie die verschiedenen Fachwissenschaften wie Mathematik, Astronomie, Physik, , 
Technik, Chemie, Astrologie, die die Grundlage bilden für die spätern Entwicklun- 
gen. Nach einer langen, mehr oder weniger unfruchtbaren Ubergangsperiode : 
beginnt im 12. Jahrhundert ein Wiedererwachen des naturwissenschaftlichen Inter- 
esses in Europa. Durch THomas von AQuIN erfolgte dann die Synthese der christ- - 
lichen Lehre mit der Philosophie von ARISTOTELES, wodurch die Theologie praktisch ı 
die Oberaufsicht über alle Wissensgebiete erhielt, was dann später einerseits zu 
zahlreichen und wesentlichen Konflikten zwischen Kirche und Wissenschaft führen ı 
musste und andrerseits dem Denken des Stagiriten eine beherrschende Rolle ZUWIES, , 
von der man sich nur allmählich und mit grösster Mühe wieder lösen konnte. Hu-- 
manismus und Renaissance bereiten dann die klassische Naturwissenschaft vor, die: 
mit KOPERNIKUS etwa beginnt und über KEPLER, GALILEI, HUYGENS, DESCARTES; 
schliesslich zu Isaac NEwTon hinführt. In dieser Zeit erhalten Hydrostatik, Optik: 
und Mechanik allmählich eine mathematische Gestalt und die empirische Methode 
gewinnt die ihr zukommende Bedeutung, womit dann der Schritt zur klassischen 
und damit auch zur modernen Naturwissenschaft im Prinzip vollzogen wurde. 

Das Buch von DIJKSTERHUIS zeigt in eindrücklicher und fesselnder Weise die 
vielen Um- und Abwege des menschlichen Denkens, bis endlich die Befreiung von 
vorgefassten philosophischen und religiösen Ansichten möglich wurde und der 
geeignete Weg zur Erforschung der Natur und ihrer Gesetzmässigkeiten gefunden 
wurde. Wesentlich ist — was eigentlich selbstverständlich sein sollte, aber doch 
besonders betont werden muss — dass man wieder gelernt hat, zu den Quellen 
zurückzukehren, um das historische Studium hier zu beginnen; denn wie manches: 
wurde im Laufe der Zeit falsch oder von einem ungeeigneten Gesichtspunkt aus inter- 
pretiert und wie schwierig ist es auch heute noch öfters, die tatsächliche Meinung: 
älterer Autoren zu ergründen (wie manche Kontroversen zeigen). 

DIJKSTERHUIS, der sich selbstverständlich auf zahlreiche andere Arbeiten aus: 
der neueren Zeit stützen muss, räumt mit vielen irrigen Ansichten auf, die noch in 
zahllosen Lehrbüchern der Physik oder der Naturwissenschaften zu finden sind! 
von Verfassern, die sich verpflichtet fühlen, historische Bemerkungen einzuflechten: 
und sich dabei auf Darstellungen aus #-ter Hand (mit n > 4) stützen. Im ganzen 
gesehen kommt das Mittelalter dabei doch bedeutend besser weg, als die landläufige 
Meinung es wahrhaben will; und vieles auf dem Gebiete der Botanik, Zoologie un 
Medizin ist aus den vorhandenen Handschriften — von denen moderne kritisch 
Ausgaben weitgehend fehlen — noch gar nicht erschlossen worden, und sie dürfte 
das Bild des «dunklen» Mittelalters noch wesentlich erhellen. - Man muss DIJKS- 
TERHUIS dankbar sein, dass er die gewaltige Mühe auf sich genommen hatte, di 
Ergebnisse der modernen historischen Forschung auf dem Gebiete der exaktent 
Naturwissenschaften in einer grossartigen Überschau in ihren wesentlichen Zügen 
zusammenzufassen — und dies ohne den Leser durch seitenlange Zitate und Anmer- 
kungen zu langweilen, und trotzdem seiner Pflicht der Quellenangabe in ausrei- 
chendem Masse nachkommend. Das Studium dieses ausserordentlich gründliche 
Werkes lohnt sich für jeden nicht ausschliesslich fachwissenschaftlich orientierterr 
Naturwissenschaftler, und im Hinblick auf die heute geradezu tragische Bedeutun 
und Konsequenz mancher wissenschaftlicher Forschung für die Menschheit ist auch! 
eine solche historische Besinnung geradezu eine Notwendigkeit. 
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Reihendarstellung axialsymmetrischer Geschwindigkeits- 
korrekturen und Strahldeformationen bei Windkanälen 
für den kompressiblen Unterschallbereich 


Von ROLAND FUCHSHUBER, Nancy, France! 
y, 


Übersicht 


Behandelt man für den kompressiblen Unterschallbereich mit Hilfe der 
Prandtlschen Linearisierung Modellumströmungen in Windkanälen, so sind die 
an den Windkanalgrenzen auftretenden Randbedingungen zu berücksichtigen. 

Es sei hier vorausgesetzt, dass die dem Modell zugehörige Strömung in 
einiger Entfernung von ihm in guter Approximation derjenigen einer gleich- 
mässigen Quell-Senk-Kombination?), eines Dipols oder einer einzelnen Quelle 
in einer Parallelströmung entspricht. Dann lassen sich die Wirkungen der 
endlichen Strahlgrenzen beim Windkanal nach der von PRANDTL-GLAUERT 
entwickelten Störungsmethode interpretieren, und zwar als eine Zusatzströ- 
mung, deren Geschwindigkeitspotential bei Überlagerung mit dem zum unbe- 
grenzten Raum gehörigen Geschwindigkeitspotential die an den Strahlgrenzen 
auftretenden Bedingungen erfüllt. 

Ausserdem lässt sich so beim Windkanal mit offener MeBstrecke (Freistrahl) 
die durch das Modell verursachte Deformation der äusseren Stromlinie be- 
rechnen. 

Eine mathematische Darstellung dieser Zusatzgeschwindigkeitspotentiale 
sowie der daraus resultierenden Zusatzgeschwindigkeiten und Strahldeforma- 
tionen mit Hilfe von einseitigen Fourier-Transformationen findet sich bei 
FUCHSHUBER [1]?). 

In der Folge werden fiir eine Anzahl dieser Integraldarstellungen Reihen- 
entwicklungen angegeben, welche die numerische Auswertung in den meisten 
Fallen wesentlich vereinfachen. 

Zusätzlich sind einige dieser Reihenentwicklungen rechnerisch unter Ver- 
wendung eines Magnettrommel-Rechners vom Typ IBM-650 im «Institut 
Universitaire de Calcul Automatique» der Universitat Nancy behandelt worden 


(Programmierung vom Verfasser). 


1) Université de Nancy, Ecole Nationale Supérieure d’Electricité et de Mécanique. 
2) Das ist die Konfiguration einer Quelle und einer Senke gleicher Starke auf der z-Achse, 


jeweils im Abstand 7 vom Koordinatennullpunkt. - anh. 
3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 288. 


282 ROLAND FUCHSHUBER ZAMP 


1. Berechnung der Geschwindigkeitspotentiale und der zugeordneten 
Geschwindigkeiten 


Für das Gesamtgeschwindigkeitspotential der Modellumströmung ergibt 
sich an der festen Windkanalbegrenzung (9 = 1) bei Ersetzung des Modells 
durch eine gleichmässige Quell-Senk-Kombination (Rankine-Oval) im rota- 
tionssymmetrischen Fall folgender Ausdruck: 


-__ sin(A p) sin(£ p) dp4) . (1) 


Hierbei bedeuten: 

= z/R und 9 =7/R reduzierte Zylinderkoordinaten, 

den Windkanalradius, 

— V1 — M2? den Prandtl-Faktor, (M = Machzahl der Strömung ohne Modell), 
= 1/R den reduzierten Abstand zwischen Quelle und Senke, 


| 


I 


die Anblasgeschwindigkeit, 
— das Volumen des Modells, 


CIB; A= A/B. 


Die Bezeichnung der auftretenden Bessel-Funktionen erfolgt stets nach 
ERDELYI [2]. 

Der zugeordnete Ausdruck für die Gesamtgeschwindigkeit u22* = 0O9* 102 
ergibt sich dann zu: 


[=] 


ass el DS by oy 
| 


a2 TI eee 
Ma ee 2) 


Benutzt man die nach ERDELYI [2], Gl. 7. 15 (64), abgeleitete Beziehung: 


il t 
a 
I, (t) 2 ne Vis N) (1? ar Vi, n) É (3) 


wobei y,,, die der Grösse nach n-te positive Wurzel der Gleichung /J,(¢) = 0 
mit ¢ > 0 bedeutet, so findet man mit Hilfe von OBERHETTINGER [3] nach 
einigen Umformungen folgende Ergebnisse: 


A co 1 il . n : ; : 
ee (ren er) für Ol 
DISK ENT n= , ,n 


a = Quik pe | j > 1 ê N A x 
5 | Vin 1 17 «| 
| À Yı,n Joly, n) A Sun ET i) um 


4) Siehe [1], Gleichung III.1.14. 
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[ee] 


1 eek 
1+ 3 — = neal À cosh(y., 0) Pua <1 20, 

n=1 Jo(Y1, » 

UV 1 = 

TE 0 = e ?rın f F — 
ges Re 274 pe |: x Yı,n i ar 6 2 
| E se nn sinh(y,,, i) fiir E> i | 

Fe | (ya, 7) 


In der Figur 15) ist nach (5) w22* für verschiedene Parameterwerte M und 
A graphisch dargestellt. Erwartungsgemäss erkennt man, dass die Rand- 


95 ee: aa 


A=05|_M-0968 
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Figur 1 


Randgesamtgeschwindigkeit UV ae als Funktion von £ für die Parameterwerte 


À = 0,5 mit M = 0,866 und M = 0,968 
A=1 mit M = 0,866 und M =. 


5) Die angegebenen M-Werte stellen auf drei Stellen hinter dem Komma genaue Näherungen 
der bei der Rechnung verwendeten Werte dar. 
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gesamtgeschwindigkeit mit wachsendem M rasch ansteigt, während sie mit 
wachsendem A, das heisst mit wachsendem Schlankheitsgrad des Rankine- 
Ovals, absinkt. 

In der Figur 2 sind nach [1], Abschnitt IX, für verschiedene Parameter- 
werte A bei festem M die Randzusatzgeschwindigkeiten u2>K für den Wind- 
kanal mit geschlossener MeBstrecke und w30°* für den Windkanal mit offener 


Zus 


100 


-025 [ Zee] 


=(50 -125 -/00 -075 -050' 025 0 mo 050 075 100 a 


Figur 2 


R3 5K 
Randzusatzgeschwindigkeiten UV uQSE beim Windkanal mit geschlossener MeBstrecke (Kur- 
= 


R3 7 
ven 1) und TT 4, 0Sk beim Windkanal mit offener MeBstrecke (Kurven 2) als Funktionen 
oP 


von © bei konstantem M = 0,866 für die Schlankheitsgrade À = 0,5 und À = 1. 


MeBstrecke graphisch dargestellt. Erwartungsgemäss zeigt sich, dass die ab- 
soluten Werte fiir die Randzusatzgeschwindigkeiten beim Windkanal mit offe- 
ner MeBstrecke niedriger sind als die entsprechenden Werte beim Windkanal 
mit geschlossener Meßstrecke. 
In den Figuren 3 und 4 sind die Randzusatzgeschwindigkeiten u@S* bzw. 
u,2°K beim Windkanal mit geschlossener bzw. offener MeBstrecke sowie die 
Randgesamtgeschwindigkeit u%,* beim Windkanal mit geschlossener MeB- 
strecke für die Parameterwerte M=0, A=2 und M = 0,968, 4=0,5 
graphisch dargestellt. (Die Randgesamtgeschwindigkeit #%95* beim Wind- 
kanal mit offener Meßstrecke verschwindet stets.) 

Man erkennt deutlich wieder den bereits festgestellten Einfluss von M und 
À sowie die grössere Empfindlichkeit des Windkanals mit geschlossener MeB- 
strecke gegenüber dem Freistrahl. 
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Figuren 3 und 4 


ee u9SK beim Windkanal mit geschlossener Meß- 
U, V ges 
strecke als Funktionen von ¢. 


Kurven 1: Randgesamtgeschwindigkeiten 


R3 


U,V un beim Windkanal mit geschlossener Meß- 
strecke als Funktionen von £. 


R3 


Kurven 2: Randzusatzgeschwindigkeiten 


pene beim Windkanal mit offener MeBstrecke 


Kurven 3: Randzusatzgeschwindigkeiten UV "zus 


als Funktionen von £. 
Fisan3: M=021- 2% 
Figur 4: M = 0,968; À = 0,5. 
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Die zu (4) und (5) analogen Ergebnisse für die Ersetzung des Modells durch 
einen Dipol ergeben sich mit Hilfe der Beziehung (3) zu: 


Dy Ua 1 Pp 1 é = 6 
Die Ze Br 272 aoe IE D) Sl in(¢ p) dp ) 
ih WA 


an er]; 60. 6 


nr 
D 0 d 6 
Uses R3 2 72 72 ni wa  p) p ) 


Uy V 1 = Yı,n NA, = 
ee 2 ele => 0). m 
ae DUT Sea 


2. Berechnung der Strahldeformationen 


a) Darstellung durch unendliche Reihen. 
Benutzt man die nach ErDELYI [2], Gl. 7.15 (62), abgeleitete Beziehung: 
1 — 1 2 
—— =1-2 — __, —, 8 
Tl À Fan hand Oval “ 
wobei y, die der Grösse nach n-te positive Wurzel der Gleichung J,(f) = 0 
bedeutet, so lassen sich die Deformationen der äusseren Stromlinie beim Frei- 
strahl in folgender Weise darstellen: 


oo 
OSK V 1 il à 


> = 7 Ar 7 
Ae = Rp on 


site 1 ; x an 
eet — 0, n À Pre 
: À Yo,n Jı(Yo,n) 3 es (Yo,n 1 An 


all x 1 e2’o ao fü = 2 
= 3 : ; 1 = 
2 n=1 Yo,n Ji(Vo, n) 6 


~ 1 Ci . À P 
| Sater’ "on! sinh (yan À] fa ark 


| 


Das hier auftretende Integral ist im wesentlichen von BERTRAM [4] tabuliert 
und von Lenz [5] mit Hilfe des Liebmannschen Maschenverfahrens für 


1e = A/B = 1/3; 1/2; 1; 2; 5 bei konstantem À als Funktion von 6/2 A sowie für 
À = /B = 0 [Dipol-Problem, siehe Gleichung (10)]; 1/2; 1; 2; 5 bei konstantem ß 


6) Siehe [1], Gleichung IV.1.2, 
?) Siehe [1], Gleichung VI.1.7. 
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als Funktion von 1e B berechnet worden. 


D 


Aa = À wa | x ae - cos(¢ Ep) ap ) = 2 =a Der e”?o,n®:; 
(¢>0). (10) 


TT r 1 sass °) 
m . se Pie) Sn P) 2 


=" ae | > re] ¢>0) («1 


Se 
=e) 
wo 
bo 
q ii 


He horn Ti,» 
m,: Quell-Stärke. 


Beachtet man weiterhin die nach SNEDDON [6] abgeleitete Beziehung: 


| 2 


lim ) sin (À p) cos(£ D) dp =: Er 
Ê 


(+0) für A>|e| 


+0) für A=|¢| (12) 


— 


En: 


0 für (A> 0), 


so ergeben sich in Verbindung mit (9) und (11) folgende Grenzwerte: 
=-—— für A> lel, 


(13) 


OW (Me), 


[Der entsprechende Ausdruck fiir das zugehörige ebene Problem lautet zum 


Vergleich: F 1 , 
a far eA eS 
© TE UE 5 + 14 
Jim 4a ) rn für Al), (14) 
0 für 0% 


F: Flächeninhalt der Modellkontur; H: Windkanalhöhe.] 


! 8) Diese Beziehung findet sich bei G. SCHMITZ, Rechnungen zur Kanalkorrektur bei geschlos- 
sener und offener Meßstrecke, Forschungsbericht Nr. 820074 der Luftforschungsanstalt Braun- 
schweig (1944), sowie im wesentlichen auch in [5], Gleichung (79, 14). 

9) Strahldeformation bei Ersetzung des Modells durch eine einzige Quelle. Siehe [1], Gleichung 
VIII.1.2, sowie [5], Gleichung (86, 13). 

10) Siehe auch [5], Gleichung (79,15). 

11) Siehe [1], Gleichung VI.2.5. 
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Mn 1 FS 5 
ee fir 205 
Q 
lim Aa [6] = Ÿ _™ 1 gy #20 (15) 
pee i U, R? 4x für ¢ 2 
O7 Fur (C= 


b) Geschlossene Darstellung durch analytische Näherungsfunktionen. 

Für die Strahldeformationen in (9), (10) und (11) hat man bereits eine 
Reihe von geschlossenen analytischen Näherungsformeln aufgestellt. 

So ergibt sich zum Beispiel nach Lenz [7]: 


ih tanno( 202 i) 
OSK V 1 Miet A 2 
Aa N Re SS Se tanh F À = y y > 
4nAPp ù i = tanih2 | a ) tanh? (72 t) 


wobei hiernach im wesentlichen Ax für A= À/B = 0 [Dipolproblem, siehe 
Gleichung (17)]; 1; 2; 5, bei konstantem f als Funktion von Z/2 graphisch wie- 
dergegeben wird. Pe 
Dividiert man in (16) auf beiden Seiten durch À und führt man dann auf 
beiden Seiten den Grenziibergang lim durch, so folgt wegen lim An = Au 
nach elementarer Rechnung: 
Vom UC 
PET) sech | 2 2). (17) 
Diese Beziehung wurde im wesentlichen zuerst von GRAY [8] angegeben, aller- 
dings mit y5,1 = 2,64 (yp, = 2,4048). Sie findet sich weiterhin bei BERTRAM [4], 
p. 497 (dortige Fussnote 3). 


schliesslich ergibt sich, etwa nach Lenz [7], S. 126, Gl. (16) und Gl. (17), 
die Näherung: 


D 
Aa & 


Q Te A Vo,1 > 
Aù = — Ter [1 + tanh es d)) . (18) 


GLASER [5] (S. 317, Abb. 234, Kurve II) gibt im wesentlichen den graphischen 
Verlauf von Ax nach (18) als Funktion von cie wieder. 
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Résumé 


Dans les souffleries à veine fermée ou libre, il faut tenir compte des corrections 
de vitesse et des déformations de la ligne extérieure de courant, dues aux conditions 


aux limites. 
Pour l'écoulement compressible subsonique, ces corrections et déformations sont 


représentées aux limites, dans le cas d’une symétrie de révolution, par des déve- 


loppements en série. 
Certains de ces résultats, aprés traitement numérique sur une calculatrice 


électronique, sont représentés graphiquement. 


(Eingegangen: 26. Oktober 1960.) 


Ein supraleitender Gleichspannungsverstarker 
für Helium-Temperaturen 


Von Suso GyGax, Zürich!) 


Einleitung 


Die Messung sehr kleiner Gleichspannungen bei Heliumtemperatur stösst 
auf etliche Schwierigkeiten. Man kann wohl mit einem Galvanometerverstärker 
[1, 2, 3, 4]2) Spannungen bis zu 10? Volt messen, doch stören die in den Zu- 
leitungen auftretenden Thermospannungen beträchtlich. Durch Umpolen der 
Meßspannung mit einem Polwandler nach TEMPLETON [5] kann eine Differenz- 
messung ausgeführt und die Thermospannung eliminiert werden. Dieses Ver- 
fahren wird jedoch um so schlechter, je kleiner die zu messende Spannung 
wird. Pıpparn und PULLAN [6] messen die Spannung direkt mit einem supra- 
leitenden Galvanometer, dessen Konstruktion jedoch enorme Schwierigkeiten 


1) Institut für Kalorische Apparate und Kältetechnik, Eidg. Technische Hochschule, Zürich. 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 297. 
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bereitet. Die wohl eleganteste Methode hat TEMPLETON [7] gefunden, bei der 
die MeBspannung bereits bei Heliumtemperatur so weit verstarkt wird, dass die 
Thermospannungen der Zuleitungen keine Rolle mehr spielen. TEMPLETON und 
auch DE VROOMEN und VAN BAARLE [8], welche das Verfahren weiterausgebaut 
haben, benutzen dazu einen supraleitenden Modulator, bei dem ein supra- 
leitender Draht im Messkreis mittels eines periodischen Magnetfeldes die Gleich- 
spannung zuerst zerhackt, worauf sie dann wechselstrommässig hinauftrans- 
formiert und mit den üblichen elektronischen Methoden gemessen wird. Doch 
sind besondere Massnahmen notwendig, um den Einfluss der Streufelder vom 
Modulator zu eliminieren. Anstelle dieses magnetischen Verfahrens kann man 
auch einen Wärmechopper verwenden, wie er von uns entwickelt wurde [9]. 
Dass es jedoch auch möglich ist, bei Heliumtemperaturen gleichspannungs- 
mässig zu verstärken, soll die vorliegende Arbeit zeigen. 


Arbeitsweise und Aufbau 


Die prinzipielle Arbeitsweise dieses Verstärkers, der die Übergangskurve 
eines stromdurchflossenen Supraleiters im longitudinalen Magnetfeld benutzt, 
wurde schon früher mitgeteilt [10]. Solche Übergangskurven an Drähten von 
0,3 mm @ einer 8%-Pb—92%-In-Legierung bei 4,00° K für verschiedene Be- 
lastungsströme zeigt Figur 1. Man bringe nun durch ein konstantes Magnet- 


10, J-IA JNOGA > Suto a 
05} 
a 
œ 
0 
0 Ho 100 
H[A/cm) ——— 
Figur 1 


Widerstandssprungkurven von 8 At% Pb in In im longitudinalen Magnetfeld bei 
verschiedenen Belastungsstrômen. Drahtdurchmesser: 0,3 mm. 
nn Lineare Approximation des Zwischenzustandes R = « (H — EI). 


feld geeigneter Grösse den Supraleiter in die Mitte des Zwischenzustandes. Jede 
zusätzliche Feldänderung wird dann eine Widerstandsänderung bewirken, die 
gemessen werden kann. Diese kleinen Zusatzfelder sollen nun durch die zu 
messende Spannung erzeugt werden. 

Figur 2 zeigt die von uns benutzte Schaltung. Die Meßspannung liegt an 
der Primärseite eines Transformators, dessen Sekundärkreis völlig supraleitend ! 
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ist. Ein solcher Transformator arbeitet als Gleichstromtransformator: im Se- 
kundärkreis wird ein Strom induziert, der proportional zum Primärstrom ist 
und wegen dem verschwindenden Widerstand nicht abklingt, solange dieser 
Primärstrom konstant bleibt. Durch geeignete Dimensionierung des Transfor- 
mators kann man somit den aus der Meßspannung gespiesenen, sehr kleinen 
Gleichstrom zu beträchtlichen Werten proportional verstärken und in den 
Spulen /, zur Erzeugung von Zusatzfeldern verwenden. Diese beiden ungleich- 
sinnig gewickelten Spulen liegen je über einer Hälfte eines im Zwischen- 
zustand befindlichen supraleitenden Drahtes. Der Zwischenzustand wird er- 
zeugt durch das Feld, das vom Belastungsstrom des Supraleiters in der Spule 
L, herrührt. Ein Galvanometer liegt so über dem Supraleiter, dass es keinen 
Ausschlag zeigt, solange die zwei Hälften des Drahtes denselben Widerstand 
haben. Erst wenn durch die Zusatzfelder der eine Widerstand kleiner und 
damit der andere gleichzeitig grösser gemacht wird, liegt am Galvanometer 
eine Spannung. 


Figur 2 


Verstärkerschaltung. Der eingefasste Teil befindet sich im Helium. 


Spannungsverstärkung 


Für die Spannungsverstärkung bekommt man (siehe Figur 2): 


0 _ OV on oh 
Oe od 


mit V als Ausgangsspannung. | 
Der erste Faktor wird einfach, wenn man das ganze Zwischenzustands- 


gebiet durch einen linearen Anstieg approximiert. Da wir in der Mitte des 
Zwischenzustandes arbeiten, darf man dies, wie Figur 1 zeigt, sicher tun. Für 
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H,< H < H, schreiben wir also: R = « (H — H,) und somit für die Spannung: 
V =a(H —H,) Jy. Das in den Spulen L;/2 von JA erzeugte Zusatzfeld ist 
H=1/2n, J, mit #3 = N,/l (Windungen/Längeneinheit). Also wird jetztz 


OV 
— um 
Oy, = à N3 Js. 


Der zweite Faktor berechnet sich dann aus der Transformatorgleichung 
Lis h = (L; + Ls) Ja 
(wo kL, L, die Gegeninduktivität und k der Kopplungsfaktor) zu: 


Ng Siem may 1 


OUP LATE TEE 


Ly. 


Besitzt die Spannungsquelle U einen verschwindend kleinen Innenwiderstand . 
gegenüber dem Eingangswiderstand R,, so wird 


Os; 1 


ee SE 
und somit die Spannungsverstarkung: 


ee Ch Me Js aoe 


a(n tage) 


Um nun eine gute Verstärkung zu erhalten, wird man eine möglichst 
grosse Steilheit « der Sprungkurve anstreben und mit einem grossen Bela- 
stungsstrom /, arbeiten. Figur 1 zeigt, dass die beiden Bedingungen miteinan- - 
dergehen: je grösser der Belastungsstrom, desto steiler die Sprungkurve. 
Benutzt man statt einer reinen Substanz eine Legierung, so kann man einen 
hohen Restwiderstand erwarten, was wiederum die Steilheit vergrössert. Zu- 
dem kann das kritische Feld durch Zulegieren geändert werden: ein höheres 
kritisches Feld bedingt in unserer Anordnung einen höheren Belastungsstrom. 
Figur 3 zeigt die kritischen Feldkurven der von uns benutzten In-Pb-Legie- 
rungsreihe. Als «kritisches Feld» H, wurde hier der Schnittpunkt des linearen 
Teils des Widerstandsanstiegs mit der Feldachse bezeichnet (siehe auch 
Figur 1). 

Für die Dimensionierung der Induktivitäten erhält man folgende Forde- 
rungen: L, > L, oder N, > Ng, das heisst die Primärwicklung des Transfor- 
mators soll sehr al grösser sein als die Sekundarwicklung, und die Kopplung 
soll méglichst gut sein (k ~ 1). Man wird somit als Kern ein Transformator- 
eisen mit grosser Permeabilität verwenden müssen. Das erleichtert auch die 
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Erfüllung der Bedingung L,, > Ls, welche besagt, dass die Zusatzspulen gegen- 
über L;, eine kleine Induktivität haben sollen. 

Ferner soll noch R,, der Eingangswiderstand des Verstärkers klein sein. 
Dem sind bei einer Spannungsmessung Grenzen gesetzt: der Eingangswider- 
stand sollte ungefähr 103mal grösser sein als der Widerstand, über dem die 
Spannung gemessen wird. Immerhin wird man bei Thermo- und Hallspannungs- 
messungen À, sehr klein halten können ( 10-5 2). 


2000 } 


1500 


Figur 3 


Kritische Feldkurven der Legierungsreihe In-Pb. 


Nullpunktstabilität 


Der erreichbare Verstärkungsgrad hängt wesentlich davon ab, wie genau 
der Betriebspunkt im Zwischenzustandsgebiet zeitlich festgehalten werden 
kann. Solange er sich auf dem linearen Teil der Übergangskurve bewegt, spielt 
das bei unserer Anordnung keine Rolle. Erst wenn längs des Drahtes Asym- 
metrien im Widerstand auftreten, wird sich der Nullpunkt unserer Anordnung 
verschieben. Solche Nullpunktschwankungen können sich ergeben: 1. bei Ver- 
wendung von harten Supraleitern, die, wie unsere Untersuchungen an Ta er- 
geben haben, im Zwischenzustand sehr unstabil sind (siehe auch Just! [11] 
und Barrp [12]); 2. wenn sich über dem Draht ein Temperaturgradient aus- 
bildet; 3. bei Anwesenheit von äusseren Störfeldern und 4. durch Schwankun- 


gen des Belastungsstromes. 
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1. kann weitgehend umgangen werden durch Verwendung eines weichen | 
Supraleiters, zum Beispiel einer passenden, gut getemperten Legierung;; 
2. scheint bei uns nicht aufzutreten, und 3. kann durch eine Bleiabschirm ung { 
vermieden werden. 4. Die Schwankungen des Belastungsstromes können be-- 
trachtlich herabgesetzt werden, wenn man, wie aus Figur 2 ersichtlich, parallel! 
zu Draht und Feldspule einen passenden Widerstand schaltet. Man sieht leicht: 
ein, dass dieser kleiner oder mindestens von derselben Grössenordnung sein solll 


wie R+ R,. Wegen 
R 


nern 


wird mit unserer linearen Approximation für das Zwischenzustandsgebiet und! 
speziell für den Betriebspunkt À = 1/2 R,: 


à 1 
RE we 


GER 
Russ 


Für kleine Schwankungen muss also in der Tat gelten: 


R&R,+Rs. 


Ansprechzeit 


Wegen des kleinen Eingangswiderstands und der relativ grossen Indukti- 
vitäten ist eine grosse Relaxationszeit zu erwarten. Man findet: 


ise le io De 1 
R, TESTER R, LE Fal | 


t= 


Für ideale Kopplung (k = 1) und L, > Lz, das heisst hohe Permeabilität, wird: 


Um einen grossen Verstärkungsgrad zu erhalten, soll das Verhältnis L,/L, gros 
und der Eingangswiderstand R, klein sein. Diese Forderungen führen abe 
gleichzeitig zu einer langen Ansprechzeit. Ein grosser Verstärkungsgrad kan 
somit nur auf Kosten einer langen Ansprechzeit erreicht werden. Ein Vergleic 
dieser beiden Grössen ergibt: 


Gel hi L ET, 
v akhns Jy VD 


(a == 


und im Fall idealer Kopplung: 


oT, 1e 


v anes, Vigil, 
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Praktische Ausführung 


Da wir bei 4,00° K arbeiten wollen, benutzen wir als magnetempfindliches 
Element eine Legierung aus 8 At, Pb in In. Für diese Legierungsreihe ist der 
Verlauf der kritischen Temperatur mit der Pb-Konzentration in Figur 4 auf- 


Lee 4 
42H 
40 
38F 
6 + BZ 
1 BL 
= 22 
Ho 
A ean Se ae PE 
At % Ph —— 
Figur 4 


Verlauf der kritischen Temperatur in der Legierungsreihe In-Pb. 


Figur 5 
Verstarker auseinandergenommen. Von links nach rechts: Trafo, supraleitender Draht mit den 
3 Potentialsonden, Zusatzspulen L,, Feldspule L,. 


gezeichnet (siehe auch [13]). Dieser weiche Supraleiter hat gegenüber In 
bessere mechanische Eigenschaften und gegenüber Ta den Vorteil, dass er 
sich löten lässt. Mittels Pressen durch eine Düse wurde ein Draht von 0,3 mm g 
erhalten. 3 Potentialsonden aus dünnem Kupferdraht wurden mit je 1,5.cm 
Abstand angelötet (siehe Figur 5). 

Direkt über dem Draht befinden sich die einlagigen Zusatzspulen Ls, die 
aus Lötzinndraht (50% Pb — 50% Sn) von 2mm & bestehen und je 2cm 
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lang sind. Auch diese Legierung ist supraleitend und besitzt bei 4,00° K ein 
kritisches Feld von zirka 500 Amp/cm. Über diesen Spulen befindet sich eine 
Nb-Feldspule mit Innendurchmesser 7 mm, Drahtdurchmesser 0,3 mm, Spu- 
lenlänge 5cm und N/l = 135 Wdg/cm. Anstelle von Nb kann man aber auch 
einen dünnen Lötzinndraht nehmen, dessen kritisches Feld ja genügend gross 
ist, um die Spule supraleitend zu halten; zudem kann man dann leicht löten. 
Der Transformatorkern besteht aus Eisenblechen, das Windungsverhältnis ist 
N,/N, = 700/1. Der Sekundärkreis besteht völlig aus supraleitendem Lötzinn- 
draht, die Primärwicklung aus Nb mit 0,3 mm @. In den Sekundärkreis haben 
wir einen einfachen Schalter eingebaut: Über einem kurzen Stück des supra- 
leitenden Drahtes wurde eine Heizwicklung angebracht. Dadurch kann man 
einen Widerstand in den Kreis schalten, und ein eventuell vorhandener Dauer- 
strom wird aussterben. Zudem besteht damit die Möglichkeit nachzuweisen, 
dass eine Ausgangsspannung wirklich durch das Einschalten eines Meßstromes 
im Eingangskreis entsteht, und nicht durch irgendwelche Magnetfelder. 

Den Verstärker wird man mit Vorteil als Nullinstrument verwenden. Man 
erreicht dies einfach, indem man eine Kompensationsspannung über einen 
geeichten Widerstand in den Eingangskreis schaltet. 

Die von uns verwendeten Widerstände und die aus der Geometrie berech- 
neten Induktivitäten haben folgende Werte: 


R,=810°Q, R,=1,21022, R,=1,11032, R,=1,41030, 
N,=700Wdg, N,=1Wdg, N, = 15 Wag, we 50, 
I,~3107Hy, L,~510-°Hy, L,~710-*Hy. 


Mit diesen Daten berechnen sich die einzelnen Faktoren des Verstärkungs- 
grades: 


OV 
Ao 2,8 10-20 (gemessen: 1,2.10-? 2) 
2 
0 
SS 2.510% (gemessen: 1,1 102) 
ji 
Oy > 
OÙ = 121008 


Damit bekommt man für 0V/OU = 8,4 103 anstelle des gemessenen Wertes , 
von 1,6 10°. Die wirklichen Induktivitätswerte sind somit etwas verschieden. 
Die Nullpunktschwankungen am Ausgang wurden zu ~ 0,5 u V gemessen; 
dies ergibt auf den Eingang reduziert: = 10 V. Die Relaxationszeit ward min, 
was der Berechnung entspricht. 
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass man einen einfachen, kleinen . 
Gleichspannungsverstärker für Heliumtemperaturen bauen kann, der zusam- 
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men mit einem üblichen Galvanometer Spannungen bis zu 10-%V misst, bei 
einer Relaxationszeit von } min. Eine Steigerung der Verstärkung durch pas- 
sende Wahl der Induktivitätswerte würde eine Vergrösserung der Relaxations- 
zeit bewirken und ist deshalb wohl kaum wünschenswert. Nur eine Vergrösse- 
rung der Steilheit der Übergangskurve hat keine Auswirkung auf die Ansprech- 
zeit, doch müssen dann gleichzeitig die Nullpunktschwankungen herabgesetzt 
werden. Ferner ist zu beachten, dass dieser Typ nur bei einer bestimmten, 
festen Temperatur arbeitet und zudem noch gegen äussere Felder abgeschirmt 
werden muss. Will man die Temperatur ändern können, muss man den Ver- 
stärker in ein separates, kleines Dewar einbauen. 

Ich möchte Herrn Prof. Dr. P. GRASSMANN, Leiter des Instituts für Kalo- 
rische Apparate und Kältetechnik an der ETH, für sein ständiges förderndes 
Interesse an dieser Arbeit danken. Mein Dank gilt auch Herrn PD Dr. J. L. 
OLSEN für die fruchtbaren Diskussionen und Ratschläge. 

Die Untersuchungen wurden durch einen Arbeitsbeschaffungskredit des 
Bundes ermöglicht. 
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Summary 


A simple DC Voltage Amplifier using the resistive transition curve of a super- 
conducting wire of 8% Pb in In is described. This wire is held in the intermediate 
state by a constant magnetic field. The small current from the measuring voltage 
is amplified by a superconducting transformer and used to build up a small addi- 
tional field over the wire which in turn changes its resistance. This change in 
resistance is measured by a conventional potential drop technique with an ordinary 
galvanometer. The sensitivity of that device is 107° Volt. It is limited by zero point 
fluctuations caused by instabilities of the intermediate state. 


(Eingegangen: 14. November 1960.) 
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Propriétés de convexité du type de Wevr 
pour des problemes de vibration ou d’équilibre 


Par JosEpH HERSCH, Genève!) 
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§ 1. Equations de Sturm-Liouville 


1.1. Nous considérons, dans un intervalle a < x < b, l’equation 


L{u] = (p(x)u') — g(x) u + Ao(x) u=0, (1) 


où les fonctions g(x) et o(x) sont continues par morceaux, f(x) est continue et 


b 
est dérivable par morceaux, p(x) > 0, o(x) > 0; la masse totale ‘i o(x) dx est 
supposée positive; et les conditions aux limites ie 


u'(a)—k, wa) =0 et We) +k, ub) =0; O<&k,, 8, Soo. (2) 


Appelons A, < 4, < As <-+: les valeurs propres (carrés des fréquences 
propres: À, = w;); nous chercherons à décrire leur comportement lorsque l’or 
modifie quelques-unes des fonctions p,g,o ou les constantes k,, k,. — Les 
fonctions propres correspondantes seront désignées par w(x), w(x), 3(x), … 
on sait que #,(x) ne change pas de signe dans l'intervalle (a, b), prenons donc 
U(x) > 0. 


1) Institut Battelle, Geneve, et Ecole Polytechnique Fédérale, Zurich, 
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1.2. Le principe de Rayleigh 
La premiere valeur propre À peut être caractérisée par le principe extrémal: 


A, = Min, R[v], où | 


| (Pv? + qv?) dx + p(a) ky v?{a) + p(b) ky v2(b) (3) 
Ra === =e = = 
f o v? dx 


a 


est le quotient de RAYLEIGH; on admet à concurrence les fonctions v(x) con- 
tinues et lisses par morceaux dans le segment [a, b]. 
Une démonstration simple: 


: 5 E £ uU. au. pus)’ 
p v’2 Je q v2 _ A 0 v2 == p v’2 ! q v2 (P 1) 4 1 ye un d v'2 re (p 1) 2 


‘ V 
Uy Uy 
N LA 19 / / \ , "1 19 
pu 2 UE u u ON u 4 
= (2% 2) 400249 P25 4 oy = (24 2), ply = y 
2 ’ 
Uy Uy u, u, ) u] 


d’ou en intégrant: 
R fd 
[ 02+ 9v— 1, 00%) dx > [24 oe] 


Uy 
a 


OP, (n= Cp Re) 


(3) 
= fe VE + qu? — A, 0 v?) dx + pla) k, v*(a) + p(b) k, v2(b) > 0. 


a 


On a l'égalité si v = u,, d’où (3). 
Valeurs propres supérieures: À, est caractérisée par le minimum de R{v] 
sous les n — 1 conditions d’orthogonalité 


b 
Jewvd=0, v=12,..,n=1 cf (512) p 346). 


1.3. Variation de la densité de masse o(x): convexité de A, ' 


Maintenons fixes p(x), g(x), k, et k,; considérons notre problème (1) (2) 
avec une fonction 0,(x): valeurs propres Ale) < Ae) < Al) < -..; et avec une 
fonction 0,(x): valeurs propres Ale) < Ale) < Ale) < .... Posons maintenant 
le problème avec 9, + 09; soit A2: * %) sa premiere valeur propre et u(x) la fonction 


2) Les chiffres entre crochets renvoient a la Bibliographie, page 321. 
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propre correspondante. u(x) est concurrente pour les problèmes (0,) et (02), donc 
Q 6,9, — AR er; Bakes 4120; 
OQ [p,q — AL 09; Rar ky ul > 0; 
Q [p,q — A *2" (0, + 2); Rar ys #]=0. 


Multiplionsla premiére relation parA(®)/[A\") + 41], laseconde par Al) [Ale + Ales)), 
la troisième par (— 1) et additionnons: 


b 


| (01 + 02) A 1e | i 9 N, 
Aler tes) _ m / (01 + 09) "dx >0; 
Ay" 2“ Ay? | i 
1 1 : N 
a= < 170) ar a soit en iterant: 
A 2 A AX 4 
/ | 
: = 2 ok 1 ah pode 1 ( 
jlertest tem) re * gles) alen) ° 


Soit T la durée d’une période: A, = (2x/T,)?, d'où 
Te ert eal — Tole) Ai Tre : (4) | 


1 


(4) peut aussi s’écrire 


ce qui signifie: Dans une famille linéaire o(x) = o5(x) + x a(x), 1/4 
est une fonction convexe (vers le bas) du paramètre x). 

Remarque: Dans le cas particulier o(x) = const : @9(*), 1/A,(x) est une fonc- 
tion linéaire de x. 

L'inégalité (4) n'est pas nouvelle: cf. Weyr [11], p. 445; SouTHWELL [10], 
p. 483; COLLATZ [4], p. 314 («formule de DUNKERLEY»). — (4”) s’ajoute à des 
résultats de la théorie de Sturm, cf. [3], notamment pp. 57/58. 


1.3.1. Exemple: 
I! 2 
“u-+Ao(s)u=0, u(0) = (1) 055, =1; ee = cotg (5) * O12 
(masse de Dirac). 
On obtient Ai) = 7? et Al) = 2a tg (a/2); d'où par (4): 
1 i i 


ered Sak À 2a tg (a/2) ’ 


I 
=: 
a = 
MN 
= 
I 


8) Voir Post-scriptum a), page 320. 
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en réalité, 


voyons donc ce que vaut l'inégalité 


1 1 1 


a? 2atg(a/2) ~ m2 ~ 
Le membre de gauche vaut: 1/12 lorsque «= 0; (4 — x)/x? pour « 74; 
1/7? pour « = x. 


1.4. Extension aux valeurs propres supérieures 


Soient %,, Ug, ... , Umyn+1 les premières fonctions propres pour (o; + 0); 
dans l’espace linéaire L{u,....,u,,,,,) engendré par ces fonctions, il existe 
au moins une combinaison # satisfaisant à la fois aux m conditions d’ortho- 
gonalite pour A(®), et aux n conditions d’ orthogonalité pour 4@,, soit en tout 


a (m + n) conditions. Nous avons donc à présent: 
Q [?, g, — ie JEW Die Bo, ps 4] >06; 
0.9 — A210; Ruf; u 20; 


Es part, comme u e L(u,,...,4u,,,:1), Son quotient de RAYLEIGH 
Ru] < nn 1» d'où 
Q LP, q, — a, (0, + 02); Ra, hy; u) <0. 
Multiplions la premiere inégalité par Aal), + A], la seconde par 
ae) ae) | + 9%], la troisième par (— 1) et additionnons: 


n+1l> 
b 
ae Ale) x 
01+ 92 1 ‘ ee 
(eo = Maes = | a (0, + 09) u? dx SM) 
eye) 
m+1 n+1 a 
| = — = Ei zs = i th, b= OSes (5) 
i+ 5 01 D 
| Ann ee 1 dn +1 ant 1 


Cas particulier n = 0: je poset = m+ 1; 


1 1 1 : M ; 
— ee Nee 5 
aleı + os) > Alex) + Aiea) z ( ) 


Si 7 = 1, on retrouve (4). 

L’adjonction d'une répartition de masses 0, augmente 1/A; (pour tout ı) au 
plus de la quantité 1/22). 

En raisonnant sur des équations intégrales, WEYL ([11], p. 445) obtenait des 
1912 l'inégalité correspondant à (5), ce qui contient en fait notre résultat; il l'a 
utilisée pour l'étude du comportement asymptotique des valeurs propres. 
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1.4.1. Exemple: 
u"+hAou=0, u0)=ull)=0, 


: 1 
I pour’0 <4 = = 
1 1 

Ci = 2 pour Ma By =1- 02 
ne! 
pour ; << 
Aleı + es) =n: Ale: + es) — 472 ; Ale +02) — Q 2 Kies) = Aes) : 
(4) et (5) donnent 
Der, a2 era Zen, 


tandis qu'en réalité 
Aal» 16,47; Ag? 96,56 . 


Remarque: Cet exemple montre qu'il n’est pas vrai que 1 /A{@ + @) soit inférieur 
ou égal à 1/Al@) + 1/2), car ici 
1 il uy 


— = 


1 
| 96,56 48,28 ' 


An F 96,56 


Autre exemple contraire: 9, = 6, , 02 = 6,,; alors AP) = A = + oo. 


9 


1.4.2. Generalisation immédiate: 


1 nr: 1 i 1 
(@1 + +> +ON) (1) (02) (en) 
Anm el A 2 A 
1.4.3. Adjonction de masses ponctuelles. — Si 0, est formée de À masses 


ponctuelles quelconques, on a A2, = 212, = +++ = oo (car ives u) vd = 08 
1=1,..., k, entraîne R@)[v] = oo). Posons, dans (5),n= ket m+ 1 =i, nous 
obtenons 


Ae = Ale: à 0) (< Ale) , Dal es ee ae 


à + i+k 


L'adjonction de k masses ponctuelles ne peut pas abaisser A,,, au-dessous de 
l'ancien A,. 

Cette propriété se démontre directement ainsi: Soient Uy, Us, Us, ... leg 
fonctions propres pour (0: + 02); dans l'espace linéaire L(w,,...,u;.,), i 
existe au moins une combinaison u satisfaisant aux 7 — 1 conditions d’ortho- 


gonalité pour A® et s’annulant aux À points portant les masses de o,, soit en 
tout 2 + k — 1 conditions linéaires; 


Ale) a Rou] = R422) fag) < Alen ea) ‘ eh, 
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Notre énoncé est voisin du suivant bien connu: L’adjonction de k con- 
traintes ponctuelles ne peut pas élever A, au-dessus de l’ancien 4, , ;. 

Remarque: Pour un systéme vibrant eat. dans l’espace à trois dimen- 
sions, on remplacera k par 3 À dans ces formules. En effet, on a alors A’), , = ©. - 
Théorème analogue: L’adjonction de k corps rigides (système à 6 k degrés de 
liberté) ne peut jamais abaisser },,,, au-dessous de l'ancien j,. 


1.5. Variation des fonctions p(x) et g(x) 


Maintenons fixes o(x), k, et k,; considérons le probleme initial (1) (2) avec 
p,(x) et g,(x): valeurs propres Ar) < Put) < Put) < ---; et avec p,(x) et 
g(x): valeurs propres AP») < Ant) < Aut) < ..., Posons maintenant le 
problème avec p, + Da, 41 + 95; soient AP * Pe ate) € Atha ttt) € JPitbo nt a) 
< ...ses valeurs propres et ı,, 2, Us, ... les fonctions propres correspondantes. — 
Dans l’espace linéaire L(u,, ... , u,,1,41), il existe de nouveau une fonction 
u satisfaisant à la fois aux m conditions d’orthogonalité pour AP») et aux n 


conditions d’orthogonalité pour 42%; donc 
Old, Aa: ky) 4] >0; 
Oo: Gay Me oe Rh; w= 0; 
Ops + Par Ga + Gos Na) 0; hy, k nu] < 0. 


Additionnons les deux premieres inégalités et retranchons la troisième: 


min+1 m +1 n+1 


b 
{Ae + Pas +9) __ (A's: 9) ar 7 (Pas 2) | 0 u? dx = 0 : 


Bee re, mn = 012,3). (6) 
Le cas particulier m = n = 0: 
Mest Ps gi +92) = [Pu a) un Mew 42) (6) 


se trouve également dans le livre de SOUTHWELL [10], p. 478-480; cette inégalité 
peut aussi s’écrire 


ia qi ri) 1 1 
AN 3 2 = = (AP m) = Ps 9) 5 (6 ) 


72 
Polx) + # f(x), gx) = gx) + x: n(x), la 


Dans une famille linéaire p(x) = 
11%) we une fonction convexe vers le haut du 


première valeur propre AP? = 2 
paramètre x*). 
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Remarque: Si C(x)/polx) = const = (x)/go(x), A,(#) est une fonction 
linéaire de x. 
Cas n = 0: posons ?: = m + 1 = 1, DS 


Jibs + Par dt ge = > Mev » Gi) sie À Day 2) (6”) 
ı 


6. Variation des liaisons élastiques k, et k, aux extremites 


Maintenons fixes p(x), g(x), e(x); alors À,, — A,(k., R,); un raisonnement du 
meme type fournit les inégalités 


BOY 4 oe Ri) + RY? 1 rare 
a 2 — ? ) > 2 Am+ı (ee Ri”) ia Ai (ki à x | (7) 


ids == OE WA, Bs 002 


Le cas particulier m = n = 0 exprime la propriété: Dans une famille linéaire 
ka = Rap t+ % Cu Ry = ko + #0 la première valeur propre A,(R,, Ry) est une 
fonction convexe vers le haut du paramètre x. 


1.7. Application ala symétrisation des fonctions données 


1.7.1. Symetrisation des masses: Supposons a = — b (Vorigine O est au 
milieu de l’intervalle) et p(— x) = p(x), g(— x) = q(x), k, = k,. — Une répartition 
de masses o(x) étant donnée, definissons la répartition symétrisée 


ols) = © [ot + of= x]. (3) 


Appliquons (4”) et (5) aux répartitions o(x) et o(— x), nous obtenons 
OD > Ae); plus généralement: A@), > Ale), . (9) 


Remarques: a) Cette a _peut er pg directement ainsi: ud) | 
étant une fonction paire, A?) ROLU®]) = RO [ue] > ae. 


b) La symetrisation me masses He par (8) est dir de de la «symetri- 
sation alternée» suivante (POLYA; HERSCH [6]): 


Définissons les deux r&partitionssymetriqueso,(x) = o(|x|)eto,(x) = e(— 
ona 


O= 2 Op, 9, AE os Ry Bas we 


= 0 1p, 9,—- 05 By Ras ut + OTP, Ado: 


); 


Ray Ra; 


BE 


‘a 


l'un des deux termes à droite est donc < 0, d’où 


19 > > min (Aiea), Aiea) \ (10). 
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cette évaluation de 2! est en sens contraire de (9): notre symétrisation des 
masses par moyenne arithmetique (8) éléve A,, tandis que la symétrisation 
alternée l’abaisse. 
Note: On démontre de façon analogue l'inégalité plus générale 
jie! > min (A\e@ , A(ea)) | (10’) 


m+n+1 mil “n+1 


(10) et (10’) restent valables, si (x) et g(x) ne sont pas paires, avec 


il), 9(%) = 4(— |x|); 
et, si Zeh, ave R == k= ky, = Fi. 


a 


— Encore plus généralement, la symétrisation alternée compare entre elles 
les valeurs propres pour des intervalles de longueurs différentes. 

c) Ces deux symétrisations sont essentiellement différentes de celles de 
B. ScHWARZ [9] et BEESACK [1]. 

d) Reprenons l'exemple 1.4.1: 


o=0,; AQn16,47;, Ad ~ 96,56; 


Der. AN = LT MAS 7 Neid. 


- ? 
On vérifie que À > A et Ale) > 1%); mais attention: Ale) >> Ae) 


1.7.2. Des considérations analogues sont possibles pour: 
x) une symétrisation des fonctions p(x) et g(x) lorsque o(x) est paire et k, = k,; 
f) une symétrisation des liaisons aux extrémités: k, = hy = (kh + ky) {2 

lorsque p(x), g(x) et o(x) sont des fonctions paires. 

Ces deux symétrisations ont pour effet d’augmenter la premiere valeur 
propre. 


1.8. Application: Evaluation par défaut de A, à l'aide de la fonction de Green 


1.8.1. La fonction de GREEN g(x, &) (a < x, € < b) satisfait aux conditions 
aux limites 


ga) Rg(a €)=0, 8,8) + R,glb,E) = 0 
et à l’équation différentielle 
Bez 


où 0, est une mesure de DIRAC au point &. | 
g(x, £) est donc, pour é fixe, solution de l'équation différentielle L,[g(x, 5)] = 0 
(cf. (1)) avec o(x) = d et A, = 1/g(é, 8); elle satisfait aussi (2). 


ZAMP X11/20 
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Pour chaque & entre a et b, nous avons l'inégalité 


il 
N= @ Ds Oy, = EE 08 Re ae v(x) | 
8\s, N 


> v2 


(8) 


> 
SS 


[ (pv + ge) dx TS + pla) by (a) + P(O) hy vB) 


avec l'égalité pour v(x) = c g(x, &). On peut ainsi évaluer g(&,&) par défaut 
(es A) | 
Considérons maintenant une répartition de masses o(x) > 0, sa premiere 
valeur propre Ale) et sa première fonction propre u(x); posons v = u(x) dans 
l'inégalité ci-dessus, multiplions-la par o(£) g(&, €) et intégrons par rapport à &: 


a a 


b b 
0< | | iu? egw) dx + pla) ky wa) + PO) hy et) MOPGOL: 


b 


= [ 8) 8.8) =: EN il 


a 


Admettons que g(&, €) soit finie (> 0); nous soustrayons de 


Oe. a ; £ el 
E, &) dé 


[ o(&) gt 


l'égalité 
OVP AP SE 0 


nous obtenons 


(ae — I nee‘ | [e@ ud) dE>0, 
| [ed ste 8) a8 | 
b 
wa < | eee. da) (11) 


On a l'égalité si la masse o est concentrée en un point &, quel qu'il soit: 9 = c: Oz; 
alors A) = 1/cg(£, €); la fonction propre fondamentale est alors simplement 
u(x) = g(x, 8). 

L'inégalité (11) n’est autre que la limite continue de (4). 


*) Voir Post-scriptum b), page 321. 
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1.8.2. Corde vibrante inhomogene à extrémités fixées: 


u" + Ao(x) u = 0 avec u(a) = H(b) = 0. 


| ‘i en 5) pour x<E& un 
g(x, &) = Se Zee) 
Vo ee: BEN à 
= ae pour *2é& 
d’ou 
1 1 5 
19 ba | oe) le — @) pte) ae (12) 


(J'apprends que cette inégalité est déjà connue de plusieurs mathématiciens, 
notamment SCHIFFER, SZEGÖ et LAX.) 


1.8.3. Barre vibrante inhomogene, encastrée aux extrémités: 


UV — }o(x) u = 0 avec u(a) = u'(a) = u(b) = u'(b) =0. 
(11) reste valable avec 
Zen & > ri 
g(ä, &) st a)3 ’ 
d’ot 
b 
1 = il f 
eh (b — &)3 (&E — a)$ o(é) dé. (13) 


aie) 3 DENT) 


§ 2. Membrane vibrante inhomogene 


2.1. Nous considerons le probleme aux valeurs propres d’une membrane 
couvrant un domaine G du plan, et élastiquement liée le long de sa frontière I". 


Au-+Ao(x,y)u=0 dansG, Se + Ris S)o=0 sorely 


ou n désigne la normale extérieure. 
Au lieu de (3’), nous définissons () par 


Os 04,9); Als); 0] = ij [grad? v — Ao(x, y) v?] dA + Ÿ k(s) v2 ds, 
G 7 
ou dA est l'élément d’aire et ds l'élément de longueur sur J”. Le principe de 


RAYLEIGH dit que Q [- A, 0; k(s); v] > 0, avec légalité si v = u,(x, y). 
Les inégalités (4) et (5) restent valables, la démonstration se laissant transposer 


sans difficulté; de méme, 


n +1 


Ass pipe gen i 


308 Joserx HERSCH ZAMP 


Si le domaine G est symétrique relativement a une droite, nous pouvons 
également transposer le § 1.7; une «symétrisation des masses» analogue 
va être indiquée ci-dessous. — En revanche, les résultats du $ 1.8 deviennent 
triviaux, car la fonction de GREEN g(é, &) = oo ici. 

Exemple simple: Membrane carrée avec k(s) = const; les chiffres indiquent la 
masse spécifique (ici constante par morceaux) : 


0321 | 
ER 


l'inégalité de gauche s'obtient par symetrisation alternée (§ 1.7.1, b), celle de 
droite à l’aide de (4”) comme au § 1.7.1. 


2.2. Membrane circulaire inhomogène: symétrisation des masses, 
inégalité de NEHARI. 


2.2.1. Utilisons les coordonnées polaires (7, 0); soient G le cercle ry < R et 
I’ sa circonférence; on donne o(r, 0) et k(8); A, sera la première valeur propre, 
u, la fonction propre fondamentale. 

Considérons la répartition «symétrisée » 


et la liaison élastique (moyenne) 


il 


k= ,, p A(6) 40; 


on a maintenant A, et #,. - Comme #, (r, 0) = u,(r) est indépendante de 6, nous 
avons en vertu du principe de RAYLEIGH 
OL Aes AS: 4) =O[- Ae; À; im) =0<Q[—Ag; kb); il, 
d'où u 
lei (14) 


(Cette notation est équivalente à: 
Ay = REP [iq] = RO [iy] > An.) 


2.2.2. Cas particulier: k = © (membrane à contour fixé) et o(r) est monotone 
décroissante (dans 0 < 7 < R). 


La fonction de BEssEL J (j)7/R) (jy =2,4048) est concurrente pour le 
principe de RAYLEIGH avec 9; on sait que cette fonction est également décrois- : 
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sante pour 7 < R; d'où 


j ö ge — Fe: ol 
A <A < RO | 7% 7r)] < de > = À Ae 


ue 1 is : 
ou @ = pp: /| o dA (valeur moyenne). Nous avons donc: 


we 


G 


St o(r) est monotone décroissante, la première valeur propre est au plus égale 
à celle d'une membrane circulaire homogène de même masse totale. 


2.2.3. Tel est par exemple le cas si o(r, 0) est une fonction surharmonique; 
nous retrouvons ici l’un des résultats de NEHARI [7]. 
§ 3. Equation de Schrödinger 


3.1. Dans un domaine G de l’espace, de frontière 7°, considérons l'équation 


de SCHRÖDINGER 
2m - 


Au + = LE — V(x, y, z)])u=0 HR) 


avec les conditions aux limites 


SE + R(P) ve Der. 


V(x, y, z) est le potentiel, E le niveau d’énergie. — Posons A = (2 m/h?) E et 
W(x, y, 2) = (2 m/R?) V(x, y, 2), nous avons 


Au + [A— W(x, y,z))u=0. (15) 


La première valeur propre A, est alors caractérisée par le principe de 


RAYLEIGH = 
I terra v+ W(x, y, 2) v?] dr + {pe v2 dS 
JH } 


À = Min, R[v] = Min, ‘ | TI à 
CA 


où dt est l'élément de volume, dS l'élément de surface. - Nous pouvons donc 
ici définir 
O (W(x, y, — h; k(P); 1] 
= grad? o + [Win y, 2) — Alt} dr + Gave as > 0; 
@ % 


Q = 0 si v = u, (première fonction propre). | 
Remarque: Si v est complexe, il faut écrire | grad v |? au lieu de grad?» et 
| v |? au lieu de v?. 
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3.2. Variation du potentiel 
Maintenons fixe k(P) sur la frontière J; varions W(x, y, 2). 
Premier cas: 
Wile, y, 2); A), um; Ad, dl) 
second cas: 
Wal, y, 2); AU), ofa) wa, uw, Ql) We, 


troisieme cas: 


W(x,y,2) = = CW UN TE I TT M 
3.2.1. Niveau fondamental d'énergie 

O[W, — AP: Rk; 4120; 
OA Oke. eh 
OW ern: he m= On 


Soustrayons la troisieme relation de la moyenne arithmétique des deux pre- 
mières, nous obtenons A, — (1/2) (A) + A) > 0, c’est-à-dire 


( Wit Wa ) 1 y 

a ay ia he (16) 
| Vi+Ve 1 

Bu Er (16’) 


Nous avons de nouveau une propriété de convexité: Si le potentiel V(x, y, 2) 
est de la forme V(x, y, 2) = Vo(x, y, 2) + x V(x, y, 2), alors le niveau fondamental 
d'énergie E, = E,(x) est une fonction convexe vers le haut du paramètre x. 

On montre de méme, plus généralement : 


SLA Ci, Ca, see Cy D Ot Cl eee C1, | 
alors Etam = Sen vn Sc, EV) 4c, EV) CREME | 


3.2.2. Niveaux supérieurs d'énergie. Posons 


~ 


W(x, y, 2) = © W(x, y, 2) + (1 — c) W(x, 9,2), O<c<1 


Solent Uy, Ug, ... , Um +n41 les premières fonctions propres avec W; dans l’espace 


linéaire L(u;, ..., 44,41) engendré par ces fonctions, il existe au moins une 


Vol. XII, 1961 Propriétés de convexité du type de WEyL 319 


combinaison u satisfaisant à la fois aux m conditions d'orthogonalité pour 
W)) 2 sy: , 17 W, : R 

Ans, et aux n conditions d orthogonalité pour A", soit en tout à (m + n) 

conditions. Nous avons donc: 


Q [W, — a). k: a0: 

om 4; k; ul So; 
d'autre part, comme we L(u,,...,#,:,,1), SON quotient de RAYLEIGH 
RW] < Anke d'où 


Q [Ww = Aes k; u] < 0. 


Multiplions la premiere inégalité par c, la seconde par (1 — c), la troisième par 
(— 1) et additionnons: 


ne =» oA = (1 =. c) Aa} /// u2 at > 0 5) 


RI aa se ae (18) 
Beret le BV (LE) EU. (18’) 
Plus généralement: 
FH, 61405; dow y CO IG, tye el, | 17) 
along LEGE 0 BUN etic Er | 


3.2.3. Application: cas d’une sphere. a) Soit G une sphère de rayon R; symé- 
trisons a la fois le potentiel V(r, 6, œ) et le coefficient k(P) sur la frontière J”: 


4 27 
Vir, 8,9) = V(r) = ca | pre 9,9) sin 0 dO dy: 
6=0 9=0 


be fp R(P) sinf dé dp. 
} 
Alors 
En effet, soit #, la première fonction propre avec Wr) et k; à = %(r), donc 


0< 0 [Wr, 6,9) - A: (8,9); #1] = OWN) - A; À; mH); 


soustrayons l'égalité 0 = Q [W(n — 1 k: #,]: nous obtenons 


0< (MA) [| Mar, 


ce qui demontre notre inégalité. 
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b) Supposons par exemple k = © oubien Wr > R, 0, œ) = ©, c'est-à-dire 
w= 0 pour 7 > R. Dien outre W(r, 0, y) est, dans la sphère, une fonction 
harmonique, 


Wir) =W(0), donc W = const = er £ | /// Wir, 0, œ) dr; 
TT ies ( 


d’ou 
2 = N = 2 = 1 7 
i) — Ri (0) _ mr a a : J r) 
Ay = Wt Ay = We, CAL sin (7 4 


mh + Nwpopé (k=osun). (19 


3 vu 
a RE 


(N.B.: Si la condition sur J" était Ou/On = 0 au lieu de u = 0, le terme 2?/R? 
serait à remplacer par zéro; l'inégalité est alors une conséquence immédiate du 
principe de RAYLEIGH, même si le potentiel n’est pas harmonique: il suffit de 
prendre une fonction d’essai constante.) 

Plus généralement, si W(r, 0, p) est sous-harmonique, l'inégalité (19) reste 
valable. — En effet, Wr) est alors monotone croissante; u\(r) = 7-1 sin (rr[R) 
est monotone décroissante et nulle sur /', donc 


MM < UPS Î] Tgrad? u) + W ul”) ar 
! =: Ss == PTE = 
Ih 


a Al 21 W de = Fy + — ||| War. 
Bi: jt Sein i 


407 dt 


§ 4. Plaque vibrante encastrée inhomogéne 


4.1. Dans un domaine G du plan, de contour J’, nous considérons l’&quation 
differentielle 


AAu — A o(x, y) u = 0 
et les conditions aux limites 


d 
ur Te 


on 


Les inégalités (4) et (5) restent valables, ainsi que, siG a un axe de symétrie, 
(9) avec (8). 


4.2. Evaluation à l'aide de la fonction de Green 


La fonction de GREEN g(P, S) doit, S étant fixe, satisfaire A l’equation 
différentielle Ap Ap g(P, S) = 65 (mesure de Dirac) et aux conditions aux limites 
g= 0g/0ne= 0 pour Pe]! 
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g(P, S) = (1/8 x) rés In rps + (fonction de P, réguliére au point S). Cf. [8], 

| p. 140: Notre g(P, S) = I(P, S)/8 x; g(S, S) = s2/162; POLYA et SzEcé ap- 
pellent s; le «rayon intérieur biharmonique» au point S. 

g(P, S) est la fonction propre (fondamentale) avec la masse spécifique Ôs 

(masse unité au point S); la valeur propre correspondante est 1/g(S, S), car 


1 


AA aS 


Sy ONE S) = 0" 


Donc, en vertu du principe de RAYLEIGH, 


ich Jan: 44 > Jan: aa 
a(S, $) au?) dAp HE) 
soit 
v%(S) € g(S, S) |] (Au? dA (20) 


G 
pour toute fonction v admissible, satisfaisant aux conditions aux limites; on a 
l'égalité si et seulement si v(P) = c g(P, S) (cf. [2], p. 277). 
En particulier, introduisons pour v la première fonction propre u(x, y) pour 
la masse spécifique o(x, y); 


/ (Au)? dA = Ao) i] owdA, 


d’où 


(5) < g(S, S) |] (Au)? dA = AR g(S, S) // owdA. (20’) 


ve we 


Multiplions par p(S) et intégrons dans G, nous obtenons 


1 ar : 1 ti 2 5 ! 
sar < ff e(S) eS, S) dAs= oz || o(S) 88 AAs; u) 


on a l'égalité chaque fois que la masse o est concentrée en un point. 


4.3. Plaque circulaire (de rayon R) 


4.3.1. Définissons de nouveau la répartition de masses symétrisée 


7 A 27 
or) =a, | et 0) 40; 
6=0 


comme au § 2.2.1, nous avons 


ee 
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ZAMP 
4.3.2.CH]8], p: 141255 = (RR | 0S jks donc TAT): 
R 2% 
pees less [ppt Re ie, 
7 <4 ra 162 Re | (R? — 7?) dr | o(r, 0) dé ; (21) 


6=0 
la determination de A, pose un probleme aux valeurs propres a une dimension 


à l'aide du principe de RAYLEIGH, on peut obtenir des bornes explicites a 
gauche de (21). 


§ 5. Problémes du type de Poisson 


5.1. Equilibre d'une membrane chargée 


Les méthodes qui vont suivre s'appliquent à des espaces à un nombre 
quelconque de dimensions et à des opérateurs différentiels plus généraux que 


ceux que nous considérons ici. — Nous nous occupons d’abord du problème de 
POISSON 


Au = — p(x, y) dans un domaine G du plan, # = 0 sur sa frontière 7” 


On s'intéresse à l'intégrale de DIRICHLET 


D(u) = {N grad?u dA = Île u dA . 


G G 
Le principe de Dirichlet dit que 


D(u) -- Max, (Jevaa) 


=O) suc 2 D(v) 


5.2. Variation des pressions: convexité 


Premier cas: Di: 


solution #, = 
Second cas: Oo; solution 25 = 
Troisième cas: 0 = (0, + 9)/2 ; 


solution u = > 


# est concurrente pour les principes de DIRICHLET relatifs à 9, et à o,, d’oü! 


1 D + Deg] > LE pe 


Des) <> DU) + VD) | 


(22) 


Vol. XII, 1961 Propriétés de convexité du type de WEYL 315 


Si l’on considère une famille linéaire de répartitions des pressions 
0x, ¥) = 00%») + x a(x, y), 
alors 


) D(u,) = | A ou, dA 


est une fonction convexe (vers le bas) du paramètre x. 
Remarque: Dans le cas particulier o(x, y) = const - Og(X 


fonction linéaire de x 


), VD(u,) est une 


5.3. Equilibre d'une membrane circulaire chargée: symétrisation des pressions 
Nous imposons de nouveau # = 0 sur la circonférence I". Symétrisons les 


pressions: 
0 — | o(r, 0) dû ; 


9-0 
soient u(r, 9) la solution avec 9, et u(r) la solution avec à 
oudA ci u dA 
EC LE 
D(a) it) D 
aa 


YD(u) > 
(23) 


5.4. Equilibre d’une plaque encastree chargee 
| AAu = p(x, y) dans G, u = 0u/dn = 0 sur le contour J. Principe de D1- 
RICHLET: if f | 
EP n | // ovdA 
N (Au)? dA = N oudA = Max, Ener | aura af 


G G 


L'inégalité de convexité (22) se transpose de façon évidente. 


5.5. Evaluation de u? et |] (Aue dA al aide de la fonction deGreen 
Cf. 84.2: A,Ape(P,S)=6,, g—=ôglün» =0 pour Pel. 


Lorsque la pression vaut 6; (mesure de Dirac: force unité au point S), alors 
la solution est g(P, S) et le principe de Dirichlet donne de nouveau (comme le 


principe de RAYLEIGH au § 4.2): 
g(S, S) > ga lol. pourvu que v= 0v/0n=0 sur 1"; 
Navy aA 


(20) 
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d'où en particulier 
w2(S) < g(S, S) [| (Au)? dA = (5, S) N oudA, (24) 


avec l’égalité si et seulement sio = c ds; alors u(P) = c g(P, S) (ct. [2], p. 2778 
ur un / 
Multiplions par o(S) l'inégalité w(S) < Ve(S, S) y. i oudA et intégrons dans | 
G, nous obtenons 


I (au? aa = Ile udA< lets) ets, S) dal (25) 


avec l'égalité si et seulement si o = force ponctuelle = c 67, alors u(P) =c g(P,T).. 
(24) et (25) donnent 


12(B) < g(B, B) [| o(S) els, S) das); (26) 

on a l’égalité si et seulement si 9 = c dz, alors u(B) = c g(B, B). 
Cas particulier: o = c Ôr, alors u(B) = c g(B, T); on retrouve (cf. [2], p. 277) 
e(B, 1) = e(B; B) (DT) (27)) 


5.6. Equilibre d'une plaque circulaire encastrée, de rayon R 


5.6.1. Si nous symétrisons les pressions o(r, 0) comme au § 5.3, nous. 
obtenons 


I (Au)? dA < < |] (Au)? dA. (23°) 
5.6.2. Comme aux §§ 4.2 et 4.3, nous avons g(S, S) = s2/16 x et 
er 
Ss == R ’ 
donc par (25) et (26): 
R Qn 2 
aa = n à 5 
i| (Au)? dA = || 7 ee | (Rem) rdr | o(r, 0) d0\; (28) 
a u | ü=0 
R?—|OB 5 fe 
| u(B) |< Te 2. / (R2 — 72) x dr | o(r, 0) dé F (29% 
r=0 0=0 


Par exemple, sig = do, u(r, 0) = u(r) = g(r, 0) = (1/8) {77 In (r r|R) + (R?—7?) [ay 
(cf. § 4.2 et [8], p. 141), tandis que (29) donne la borne | u(r) |< (R — »)/16 x: 
Î e # dA = u(0) = g(0, 0) = R2/(16 7), 
par (28). 


ce qui est exactement la borne donnée 


Vol. XII, 1961 Propriétés de convexité du type de Wryi 517 


§ 6. Interprétations physiques 
6.1. Variations des masses sur une membrane vibrante 


6.1.1. Dans l'équation différentielle, 2 et o(x, y) apparaissent seulement sous 
la forme de leur produit A 0; cela nous permet d’affirmer: 

Si, à module d’elasticite E = 1 inchangé, la masse spécifique devient =, o(x, y), 
alors la membrane aura une n-ieme fréquence propre w, = 1. — La membrane de 
module d’elasticite = E|}, et de masse spécifique o(x, y) a une n-ième fréquence 
propre w, = 1. 


6.1.2. Premiere valeur propre.— Nous considérons deux membranes vibrantes, 
couvrant deux exemplaires d’un méme domaine G, et ne différant l’une de 
l’autre que par leurs masses: 

Première membrane: module d’elasticite E, masse spécifique o,(x, y), valeur 
propre fondamentale A|. 

Seconde membrane: module d’élasticité E, masse spécifique a, (x, y), valeur 
propre fondamentale 4%. 

Nous considérons alors les deux membranes auxiliaires suivantes: 

Troisième membrane: module d’élasticité E/A{%), masse spécifique p,(x, y), 
valeur propre fondamentale w; = 1. 

Quatrième membrane: module d’élasticité E/A\%), masse spécifique p,(x, y), 
valeur propre fondamentale © = 1. 

La troisième et la quatrième membranes ont chacune la fréquence fonda- 
mentale m, = 1, donc également le système formé par leur réunion. 

Superposons la troisième et la quatrième membranes et «collons»-les 
ensemble point par point: ces contraintes supplémentaires ne peuvent qu élever 
les valeurs propres du système-réunion (cf. [5], p. 354) : nous obtenons donc une 

Cinquième membrane: module d’élasticité E(1/A®) + 1/A'%)), masse spéci- 
fique 0, + 02, fréquence fondamentale > 1. 

Par conséquent, la 

Sixième membrane: module d’élasticité EL, masse spécifique 0, + 0,, a une 
valeur propre fondamentale {a *e) > (1/A®) + 1/4) 1, soit 

1 1 . 1 


ere 
Aero)  jle) Tu) 


c'est l'inégalité (4). 
6.1.3. Valeurs propres supérieures - 
Première membrane: module d’élasticité E, masse spécifique o,(x, y), 


m-ième valeur propre A, 7 . 
Seconde membrane: module d’élasticité E, masse spécifique p,(x, y), n-ieme 


valeur propre A). 
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Troisième membrane: module d’élasticité E/A), masse spécifique Q,(%, y), 
m-ième valeur propre 1. En 

Quatrième membrane: module d’élasticité E/Aj", masse spécifique 05(%, y), 
n-ieme valeur propre 1. 

Le système formé par la réunion de la troisième et de la quale. mem- 
branes, a (m — 1) + (n — 1) fréquences propres , ©, +... , Om4n-2S 1, tandis 
queson Oo ern 

Superposons la troisième et la quatrième membranes et «collons»-les en 
chaque point, ce qui ne peut qu’élever toutes les fréquences propres @, du 
systéme-réunion (cf. [5], p. 354): nous obtenons une membrane (sur G) de 
module d’elasticite ÆE(1/Ale + Way &)), de masse spécifique = 0, +0» et de 
(m + n — 1)-ieme valeur propre > 1. Par conséquent: la membrane de mo- 
dule d’élasticité E et ate a spécifique 0; + 0, a une (m + n — 1)-ieme 

valeur propre Alte) > (1/Al&) + 1/A@)-1, ce qui exprime précisément (5). 


min-1 7 


6.1.4. Remarque: La symétrisation alternée (§ 1.7.1b) s'interprète simplement 
par le fait qu’une coupure de la corde ne peut qu’abaisser les valeurs propres. 


6.2. Variation du potentiel dans l'équation de Schrodinger 
Considérée pour deux dimensions seulement, l'équation 
E Au + [Ao(x, y) — W(x, y)] u = 0 


est exactement celle d’une membrane (module d’élasticité E, masse spécifique 
o(x, y)), dont chaque élément d’aire dA (au point (x, y)) est en outre rappelé 
vers sa position d'équilibre # = 0 par un ressort infinitésimal de coefficient 
élastique W(x, y) dA. - Appelons A, la n-ième valeur propre aveco(x, y) = E=1. 
On voit immédiatement : 

La membrane homogène de module d'élasticité 1, masse spécifique = À, et 
«ressorts intérieurs» W(x, y), a une n-ième valeur propre wz = 1. 

Nous considérons de nouveau deux membranes vibrantes (sur deux do- 
maines congruents) : 

Première membrane: module d'élasticité 1, masse spécifique 1, «ressorts 
intérieurs» W,(x, y), m-ième valeur propre A) 

Seconde membrane: module d’élasticité 1, masse spécifique 1, «ressorts inté- 
rieurs» W,(x, y), n-ieme valeur propre A» 

Nous considérons, à leur place, les membranes auxiliaires suivantes: 

Troisième membrane: module d’ élasticité 1, masse spécifique A), ressorts 
intérieurs WA, m-ieme valeur propre w?, = 1. 


Quatrième membrane: module d’ SE 1, masse spécifique 102), ressorts 
intérieurs W,, n-ième valeur propre w? = 1. 


Système {troisième + quatrième membranes}: (0) 


m+n-1 — Om+n >> ce 
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Superposons la troisième et la quatrième membranes et «collons»-les en 
chaque point: ces contraintes supplémentaires ne peuvent qu élever wy 
fee: 15], p.554): 

Cinquième membrane: module d’elastieite 2, masse spécifique = A) + 20, 
ressorts intérieurs W + W,, ©,:,_1 > 1. 

Sixième membrane: module d’élasticité 1, masse spécifique = (As) + 202) 12, 
ressorts intérieurs (W, + W,)/2, Wmin-1 > 1. 

Septième membrane: module d’élasticité 1, masse spécifique 1, ressorts 
intérieurs (W, + W,)/2, valeur propre AU > (10) + 40M) /2, ce qui 
illustre l'inégalité (18) (ici par exemple pour c = 1/2), ou (16). 


6.3. Variation des pressions dans un problème du type de Poisson 


Considérons, par exemple, le probleme de l'équilibre d’une membrane 
chargée: 
E Au = — o(x, y) dans G, u = O0 sur la frontière I’. 


(o(x, y) = pression; E = module d’elasticite.) Energie potentielle pour la posi- 
tion d’équilibre: E D(u)/2 — N oudA=-EDf(u)/2. 

Première membrane: module d’elasticite 1, pression p,(x, y), énergie poten- 
tielle = — D(u,,)/2 = — D,/2. 

Seconde membrane: module d’élasticité 1, pression p,(x, y), énergie poten- 
tielle = — D(u,,)/2 = — D,/2. 

Nous considérons a présent les membranes auxiliaires suivantes (en équilibre 


| également): 


Troisième membrane: module d’élasticité 1/2, pression o,/2, énergie poten- 
tielle = — D,/4. 

Quatrième membrane: module d’élasticité 1/2, pression o,/2, énergie poten- 
tielle = — D,/4. 

Cinquième membrane: module d’élasticité k,/2, pression o,/2, énergie poten- 


| tielle = — D,/4h,. 


Sixième membrane: module d’élasticité k,/2, pression p,/2, énergie poten- 


tielle = — D,/4 Reg. 
Superposons la cinquiéme et la sixieme membranes et «collons»-les en 


| chaque point. Avant collage, l'énergie potentielle d'équilibre du systeme 
_ [cinquième + sixième membranes] était égale à — (1/4) (D,/k, + Da/ke); après 


, 


collage, le systeme a moins de liberté pour réaliser le minimum de l'énergie poten- 
tielle, donc ce minimum (correspondant à l’&quilibre) devient plus élevé: 
Septième membrane: module d’élasticité (k, + %,)/2, pression (0, + 02)/2, 
énergie potentielle > — (1/4) (Di/kı + Dofho). 
Huitième membrane: module d’élasticité 1, pression (0, + 0,)/2, énergie 
potentielle = — D(mo, + o,j2)/2 = — (Ri + Ra) (D,/k, + Dofhe)|8. 
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Nous avons donc l'évaluation 


D : k 
+ Dftara) = (BR) (a. ir, | ie Den, Fe + Day 


2 


(YD + y Da’ + (Vas - na) 


Cette évaluation est la meilleure possible si l’on choisit k,/k, = YD,/D,, on 
retrouve alors bien l’inégalité de convexité (22). 


Post-scriptum 


a) G. Potya et M. SCHIFFER: Convexity of functionals by transplantation, 
J. d'Analyse Math. 3 (2° partie), 245=345 aia) notamment. p. 286-290, 


ont établides propriétés de convexité pour » A; et pour 3 2 À; ‘ qui généralisent 


(4), (6) et (16) dans un sens different de (5 ï (6) et (18), c'est-à-dire autrement 
que les inégalités de H. WEYL. 

Voir aussi dans cet ordre d'idées mes deux notes: Caractérisation variation- 
nelle d'une somme de valeurs propres consécutives; généralisation d’inegalites de 
Pölya-Schiffer et de Weyl, C. R. Acad. Sci. Paris 252, 1714 (1961); et Inégalités 
pour des valeurs propres consécutives de systèmes vibrants inhomogènes, allant 
«en sens inverse» de celles de Pölya-Schiffer et de Weyl, C. R. Acad. Sci. Paris 252, 
2496 (1961). — Voici quelques exemples de ces inégalités: 


1 1 Le El 1 
ee. er = EI 
A(e1 + 0) > Ales) (02) aie: + 02) # Alea + ea) i (30) 
1 1 1 1 1 1 
{Qi +0) pier +02) ( ie À er) fy Cie À 7) 
gees | 1 1 1 
jure) Ÿ Gate + Geter + jure 4) 


(l'inégalité de gauche est de POLYA-SCHIFFER). 
L'exemple considéré ici aux §§ 1.4.1 et 1.7.1(d) illustre bien ces inégalités : 
(30) donne 


soit 1,6 2? < Al) < 27? (en réalité 4%) + 16,47); (31) donne 


1 1 if 1 1 1 1 1 
<< 
ome on + en 43 


n? 9 72 16 22° 
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soit 
5 ae 1 Ê 205 
re ee 
Sn A) gle) 2887 
c'est-à-dire 
0,0633 < — ~~ < 0,072 
{0055S ee + —— = 0,0721 
Ae Ae 
Pre. 1 
ie realiie ES ri = st A0 07 
2e At 16,47 96,56 
Dans l'exemple du $ 1.3.1, Al te) = Je) = 472; (30) donne donc 
N 1 esi 1 
ogre MORE Tyo leat nel 
4a tg D 
soit 
es 1 1 
NE EES & 2 
3 2atg = jr 


pour Ve: 
b) L’inégalité (11) peut étre précisée par la relation connue 


O0 1 En f 
DE = | eee Hae, 
Sa Wee 


t 


u 


qui est une conséquence du théorème de MERCER, cf. R. COURANT et D. HIL- 
BERT [5], et B. SCHWARZ: Bounds for sums of reciprocals of eigenvalues, Bull. 
Res. Counc. Israel, 8F, 91-102 (1959), notamment p. 94. Une interprétation 
en est indiquée dans ma note citée en dernier lieu ci-dessus. — On peut ainsi 
préciser également (12), (13), (11’), (21); on comprend pourquoi on y a l'égalité 
st et seulement si toute la masse est concentrée en un point: alors Ay = Ay = À = 
++ — + 00, la somme infinie se réduit à son premier terme. 
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Summary 


General inequalities of type (5) for eigenvalues were established as early as 1912 
by H. Weyt [11] through consideration of integral equations; he used them for 
studying the asymptotic behaviour of À, when n + oo. These inequalities seem to 
have been forgotten, as some of them were independently re-discovered by several 
authors (see [4], p. 314 and [10], pp. 483-484). — Such inequalities are here derived 
and applied in various ways to special problems (vibrating strings, rods, membranes 
and plates). Explicit lower bounds for 4, are obtained in a somewhat similar manner 
in terms of the GREEN’s function. For SCHRODINGER’S equation (15’), the very 
simple inequalities (17’) are found. Analogous inequalities are established for a 
class of equilibrium problems. Many of the inequalities thus obtained express 
convexity properties (cf. the Post-scriptum above and the paper by PoLya and 
SCHIFFER quoted there), 


(Regu: le 8 décembre 1960.) 


Green’s Function for Laplace’s Equation in a Circular Ring 
with Radiation Type Boundary Conditions 
By James F. Heypa, Cincinnati, Ohio, USA!) 


1. Introduction 


Let (r,0) be the polar coordinates of a point of the circular ring 
0 <7 <7 <r, and consider the problem of solving Porsson’s equation, 


yt oe 0 eee RO 1e OT 
ee N. (1) 


1) Aircraft Nuclear Propulsion Department, General Electric Company. 
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subject to the boundary conditions 


oT 
er aed 9,9) (hy 2 0), (2) 
aa ji Ny zZ RE belt, Ü) (hs Zz 0) 2 (3) 


where the source function F and the functions d,, 4, are given. 

Equation (1) describes the flow of heat in a long hollow cylinder, the flow 
taking place in planes perpendicular to its axis, with h; = H,/k, where H, is 
the coefficient of surface heat transfer at 7 = 7; and kis the thermal conductivity 
of the cylinder material. We shall assume the h; constant. 

When ¢, = ds =0, the boundary conditions (2), (3) describe cooling by 
forced convection and are sometimes referred to as radiation boundary con- 
ditions. 

The solution of the problem defined by equations (1), (2) and (3) is 


T(r, 0) = |] Clr, 0570,04) Fro, 06) dA + | bre do) Er, 0: ro Do) dso, (A) 


R C 
where G(r, 9; r,, 95) is the appropriate GREEN’s function; dA, is an element 
of area of the plane annulus R: 7, << r < 7; C is the complete boundary of À; 
the function 4 = d; when 7, = 7; and ds, is an element of arclength on C. 


2. Derivation of G(r, 6; ro; %) 


It is convenient to denote the point (7, 6) by the vector z=re'” and to 
write G(r, 0; ro 00) =G(z, 29). The GREEN’s function G(z, 3), where z, 2, are 
distinct points of R, is defined to be the solution of 


V2G{z, %) = —d(z — 2p) (5) 


with the boundary conditions 


It may be written 
Gros, (7) 


where the singular component S is given by 
1 i iO, 
S(z, 20) = 3 Re log(re a=, ¢**) (8) 


and the non-singular component G* is a solution of V?G = 0 subject to condi- 
tion (6). : 
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One shows readily that 


= al 2 n 
S(2, 20) = Hi = logr + De ea, cosn (D — 2] , (ro <7) | 
29 


(9) 
1 cyl (r\n : 
2S. = 1087, > ; ie cosn (6 — 0) are | 
while the most general G* in terms of circular harmonics is 
G* (Zizi AG Bp logy $y Gy m+ Bi r-") cosn 0 | 
: (10) 


ES (Civ? + Dr "sun, | 
1 


wherein. the constants; A, 2A, BCD An 2, 2 eareineweroupe 
determined so that 


0G* ee = 05 LINE | Lt 
af à (— 1)h; G mr ts CENTS in (UP zent, 
Finding and simplifying these ‘constants’, although somewhat of a pro- 
digious task, is well worth the effort in view of the reasonably simple results. 
One finds, upon introducing the substitutions 


¥ id 0 r v 2 


Da GS Ot sel nn me (12) 
1 il u 
that 
IN i il 
i (, No + =| (Xs Inv, + =) 
lus ne en 13 
U PTE n h i 23) 
hy hg ma + = + 
Fy Va 
1 
h hy (re - = 0) - an Y 
By= Hu — al (14) 
in eee an 
Ve 
j h 1 
4 _ won, hy (7 ae =) Sinh # 4, + — 7 (hs — | coshn ro 
= 20 rE on hy . : aS 
= on is) eee (a 4) coshn 1) 
2 de Al 
hy Ure 1 n 
p, = =" con à ny (32 — a) Sin (mn) + 5 (a - = coshn (ng — m9) 
| (= = + hy hs) sinhn y+ n Ee + | coshn M» 
G D | 
Fa = B- = tann 0, , (17) { 
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The final form of the GREEN’s function G(r, 0; rs, 05) may now be obtained 
by substituting the above evaluations of A, » By, A,, By C,, D, into equation 


| ? £ nm n 
(10) and combining the result with equation (9) i in AGN Ste ie relation (7). 
After much algebraic refinement, the final result turns out to be: 


Born mern, Le sor 02 menu nn, 


G(7, 8; no; Io) = 
1 Va 


| 1 
co = - - coshn 7, + h, sinhn J = coshn (me —n) + = sinhn (ng — n) 
1 


+232 — ln I en = ee > 20 


z | 


n=l Fe. hy 1h) sinhn ng + 7 n (2 a a ie No 


y 
(ODD Vo 


Since G(z, 2,) is symmetric in z, z,, the form of G when 7, <7 < 1% <7, is 
obtained from equation (18) by interchanging 7 and 7p. 


3. Green’s Function Vanishing on the Ring Boundaries 


By letting h, > oo, h, > © in formula (18) we obtain 


G(n, 8; no Oo) = = oe as we DE Su ieee ml) cos# (0 — 6,)|, (19) 
a reasonably simple form of the GREEN’s function which vanishes on the outer 
erceer=r,, L.e,n=n,. Equation (19) applies: when 0 =, < 7 S75; the 
applicable form when 0 < » < 79 = n, is obtained from (19) by interchanging 

n and 7, thereby yielding the GREEN’s function which vanishes on the inner 

circle 77 — 0. 

This case is treated by HILBERT and COURANT [1]2) who derive the equi- 
valent of (19) using complex variable methods. Although their analysis is 
short and painless, their final result, expressed in terms of theta functions, does 
not lend itself easily to analytical computations. It is of some interest to show 
that the two results, superficially very dissimilar, are indeed equivalent. 

HiLBerT-CourAnt take 7, = gi, = qu, (0 < g < 1), so that 7,7, = 1. 
Free of the theta function notation, their result is 


G(z, 20) = — à logq + log |z7 log foj!08 4 | -1. tog |/ -|h = log | | 3 


TU 


2) Numbers in brackets refer to References, page 327. 
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where 00 2 2 
ee 
a ne re (21) 
en geen 
Me 


It is sufficient to compare (19) and (20) for z, real, i.e. 2, = %, Ig = 0 or a. 
To be specific we take 9, = 0. Equation (20) can then be rewritten, when 
ee 


1 logy, logy vY 
DTCs 80 8 — log —+ 
2 log r, He 


(22) 
= > log [1 re 2 = 2 cos 0] — log |Q|. 


It is then a simple matter to identify the term 
I (os loser en Pr 
2 | logr, log (7, FA a) 
with the term pe — n)/ns of equation (19). It remains then to show that 


oo . ; == 
sinh # 7, sinhn 
2 3 "lo ® (Me m cosn 0 
= n sınhn 1 


(23) 


Dı Mm 


log |1 + (") — 2 (<2) cos 0] = log|Q|.- | 
On the right side of equation (23) we have, for the first term, the known 


expansion = 
= : log|1 + (“2 ik — 2% cos 6) = = De (= ie um , (24) 


w= 


From equation (21), 


O0 oo 
log|Q| = log ff \1— 7’ 7 | +108 Ll nese | 
v=1 | 


y=] 


s (25) 
— log Io 27,2 =10 ee 
Lets Gated Sie LE Soe 
Consider the first term of equation (25). We may write 
log [J |1 4" | = Droge 2 | 
a v=1 0 
(26) 


= ay > log | + a = iP — 2 be | cos 0]. | 


v=] 
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Since 


6) 


Eh rl wi 5 
ie = ae Pi 2 en Ee — ior = ily 2 soe 


we may rewrite (26) as 


co 2 CO © : À 
Bie le ee (2 oe 
1 A = 1 et |: 

Fe Yo == Wet N 


CO ' 3 
+ BE + i ( r\n cosn 0 
1—ri® = n 


where we have used an expansion as in (24), interchanged orders of summation 
(which is permissible here) and summed the resulting geometric series. Observ- 
ing that 7, = — 2 log 7,, we may write finally 

= APE 1 7 ir vi” cosn 0 


log ] / 1 —7 = — 
EST Yo 4 Yo 


> 
n sinhn % ' (87 


Proceeding similarly with the other terms of (25) one easily obtains the 
result 


~ yen } log 2 
co 77° COSN|H 108 
0 


eo 
v cosh (n logy 7) 
= = E 057 0 — ro cosn 6 9 
log|Q| ps ee cos 0 — 57 ben een 1520) 


n=1 il 


whence it is a simple matter to show that when (29) and (24) are added and 
simplified, the result is the required left member of (23). 

Other specializations of the general form (18) are also of interest. Thus 
one might keep /, finite and let h, > oo, as would be required in determining 
the steady temperature in a long hollow cylinder with cooling at the inner 
surface and temperature 0 at the outer surface. 

The form (19) is only slightly more involved when the ring boundaries are 
non-concentric. This result, involving bi-polar coordinates, was previously 
presented by the writer in reference [2]. 
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Zusamme nfassu ng 


Es wird die Greensche Funktion der Laplaceschen Gleichung für einen Kreisring 
hergeleitet, wobei Randbedingungen vom Strahlungstyp angenommen sind. In 
demjenigen Spezialfall, in dem die Randbedingungen das Verschwinden der 
Greenschen Funktion verlangen, wird gezeigt, dass die gefundene Darstellung der 
Greenschen Funktion übereinstimmt mit der Formel, wie sie im Buch von HILBERT- 
Courant unter Verwendung von Thetafunktionen hergeleitet ist. 


(Received: October 10, 1960.) 


A Boundary-Layer in a Non-Newtonian Fluid 


By JOHN R. JonEs, Swansea, Great Britain!) 


1. Introduction 


The boundary-layer theory was developed by PRANDTL [1]?) for fluids of 
constant viscosity, initially for the case of laminar flow, and later was extended 
to include compressible viscous fluids and turbulent flow in the boundary- 
layer. In recent years experiments have shown that several phenomena obser- 
vable in fluids are not predicted by the classical theory of viscous flow. This 
has led to the formulation of more complicated rheological equations of state, 
either deduced from a molecular picture or microscopic model of the material, 
or based on idealizations of simple experiments. The invariant forms of 
rheological equations of state for a homogeneous continuum, suitable for 
application to all conditions of motion and of stress, have been discussed ge- 
nerally by OLDROYD [2]; restrictions are imposed on their form by the physi- 
cal conditions that the rheological properties they describe are independent 
of the frame of reference and independent of the motion of the material 
element in space. With the growing interest in non-Newtonian behaviour it 
seems that one should now, if possible, extend the boundary-layer theory so 
as to include a wider range of fluids. In the present paper the effect of a 
variation of viscosity with rate of shear and of a normal-stress coefficient 
(representing ‘ cross-viscosity ’) are examined in a simple type of two-dimensional 
boundary-layer. For reasons of mathematical convenience the case which is 
worked out in detail, by way of illustration, is one in which the viscosity co- 
efficient is a linear function of the rate of shear, the normal-stress coefficient 
is arbitrary and the mainstream velocity is proportional to the one-third 
power of distance measured from a stagnation point. It is of interest to note 


1) Department of Applied Mathematics, University College of Swansea. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 348. 
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that some of the effects found here are qualitatively the same as those found 
when the compressibility of the fluid is taken into account (see, for example, 
SCHLICHTING [3]). 


2. The Equations Governing Non-Newtonian Flow 


There are various theories regarding different types of rheological behaviour. 
The simplest of all is based on the assumption that, apart from an isotropic 
pressure, the stress in an element of incompressible fluid at any instant is 
determined uniquely by the instantaneous rate of strain. In this case the 
rheological equations of state are of the form 


Pix = = Poi Pig. (1) 


where the partial stress tensor pj, is an algebraic function of the rate-of- 
strain tensor 


en, = = (5: m OV, (2) 


at the same position and time only, and # is an undetermined isotropic pressure 
which varies with position and time in a way determined by the equations of 
motion. Here v; is the velocity vector referred to Cartesian coordinates x, and 
6;, is the Kronecker delta. On the assumption that the material is inherently 
isotropic and that the stresses can be expanded as power series in the rates-of- 
strain, RIVLIN [4] has shown that the most general possible equation of the 
type (1) may be written in the form 


Pin = Dt ana Hl (3) ?) 


where the coefficients 7 and & are arbitrary scalar functions of the flow in- 
variants 
le)? — exe], Is =det (¢;,), (4) 


_ subject to conditions (such as 7 > 0) dictated by thermodynamic principles. 
_ We can consider equation (3) coupled with the incompressibility condition 
J, =0 as a useful prototype set of equations of state for detailed study, on 
the grounds of mathematical simplicity, without accepting RIVLIN’s con- 
tention that his assumption of a power-series expansion will be generally valid. 
A formula of the form (3) in which the coefficients 7 und ¢ are physical constants 
has been discussed by REINER [5]; REINER considers the material to be com- 
pressible and accordingly the quantity 2 is a function of the density i. e. of the 


dilatation. 


3) The usual convention of summation over the values x, y, z applies to all repeated Latin 


suffixes except x, y, 2. 
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Referred to a suitably chosen orthogonal Cartesian frame of reference 
x,y,z, the components of velocity in any two-dimensional motion may be 
taken as 


u=u(x,y,t), v=v(%,y,t), w=0. (5) 
The equation of continuity 
Ou Ov 
ee ann 6 
a (6) 


is the condition for the existence of a stream function w(x, y, t) such that 


Ow 
MTS (7) 


In terms of y the non-vanishing components of the rate-of-strain tensor e;, 
and of e,,e;, axe 


a 
_ dy ee | a 
Toy “xy 2 \oxr op] Wu Ox Oy’ 
Oy \2 1 dy CT) 2 
ala un Dal 4 (as ay") 


On substituting these values in (3) it is found that the stresses are 


ee end 
Pia Pe oe we ee [4 | Pas ] 5 
CRUE 
where 
ee] 4 


The shear stress p,, is independent of the normal-stress coefficient and is the 
same as if the fluid possessed a single variable coefficient of viscosity 7, and 
the normal stresses p,,, £,,, p.. are in general unequal. 

The stress equations of motion 


( co ef QU ) OP ix 
Dt 0x, 0X, 


(10) 


(where D/Dt = 0/0t + v, 0/0x,, o is the density of the fluid, and U is the potential 
of the body forces per unit mass) require 


en anne 
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D (oy OU dp* à dy dy 0 02 

= | pio ON || Nr? qe / 
Q al al ne Oy La Oy Ox [1 ( Ox? Oy? ] a wy (2 11 ne ’ (12) 
where p* = p*(x, y, t). Eliminating p* from equations (11) and (12) we obtain, 
as the equation determining y, 


OPiy | Oy, Viv) 102 0? 0% LEME 
e| Try) | Ge ay?) Lo Cr 5 ral 


an (13) 


where 
Vi= gato (14) 


It is seen that equation (13) is independent of the normal-stress coefficient £, 
and so too are the boundary conditions (taken to be those expressing no slip 
at a rigid boundary) on w. Thus the velocity distribution for a general two- 
dimensional motion is the same as that in a purely viscous fluid characterized 
by a single variable coefficient of viscosity 7. 

The flow invariants in two-dimensional flow are 


1 
PR eae aren (15) 
where 
ih Ory 2 dy Op‘ 211/2 ? 
7 [4 ( Ox à (53 5) | 2 (16) 


the index 1/2 is intended as the positive root throughout. It is easily seen that y 
has a direct physical significance as the rate of shear at any point. It follows 
from (15) that the viscosity coefficient and the normal-stress coefficient are in 
the most general case arbitrary functions of y. We shall in what follows confine 
attention to the particular class of fluids characterized by an arbitrary normal- 
stress coefficient and a viscosity coefficient which is a linear function of y, i.e. 


nu Lim ty) ey), (17) 
where 7, and « are physical constants. The viscosity coefficient 7 is of necessity 
positive and this requires 

N20, 1-ay>0 (allx,y,?). (18) 


Also, for physical interest, the shear stress must be a monotonic increasing 
function of the rate-of-strain, and we shall therefore have to restrict attention 
to regions in which 
M20, 1—-2xy>0. (19) 


This restriction (which is stronger than (18)) imposes a limitation on the type 
of two-dimensional flow of these simple prototype fluids that we can study. 
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The equations (11), (12) and (13) reduce to 


ail za re le, 
CDN; ON 


lo +) | 3 sl 
ot \7 Ox (y Ox Oy Oy Y \ Ox Oy? 


D [ op’ Op | (OV 
D eel er 


CDi 
Zu Ds ly (38 7 =] a Br (> ay | , (21) 
Ee O(y, Viv) 


7, a 
Ot 0(x, y) | Vo VıY 


D 


where the potential function o U has now been incorporated in p*4). When 
accelerations are zero or are negligible and the viscosity is invariable (x = 0) 
equation (22) reduces to the biharmonic equation. 

The rate at which work is being done per unit volume in changing the shape 
of an incompressible material is, in any motion, 


DP i, es (23) 


independent of the rheological properties of the material. In any two-dimen- 
sional motion of an incompressible fluid characterized by (3), D — 2ne,,e;,, 
unaffected by ¢, and when 7 is given by (17) we have 


®=2y,(l—ay)y?. 24 
] 


3. The Boundary-Layer Equations 


The arguments leading to a boundary-layer theory are very much the same 
as the familiar ones of PRANDTL. It may happen that the typical length 
appropriate to the coordinates x and y are different, they may be written d and 
ed, with e < 1 without loss of generality. If V is a typical #, we define dimen- 
sionless variables 


L=o0 AS A ode boas 


v=weVd, u=uV, v= ed, | (25) 
P= peeve, yeaa yy ; | 


2) ; In what follows, therefore, — Paw — Pyy — Pzz, denote the excess normal pressures, in diffe- 
rent directions, above the hydrostatic pressure. 
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These non-dimensional quantities are, with the possible exception of p', all of 
order unity. In terms of the reduced variables equations (20) and (21) become 


0 [02 any’ 
Fa l-- alte) 
Ox Oy" \ Oy”? Ox”? 


SR [2 (2), 2 


DE \ dy’, 


= 6) A Oi 0 Op" ET 
M Das 8 Al A ER a | 2 
Q | Ox’ ( Ox’ Oy’ | Oy’ y | Oy’? & Ox’? (26) 


D [| ow’) Op’ 0 Ko )24p/ \ 

52 2 Y f Dat On" 9 OY 
&® Rule ee + 35|= I ee =" 
: Dt’ \ 0x ) Oy : Ox’ | Oy’? : On | 


QUE ea fy 2 
dm nd...) ve 


Va can 4 
Re = ees 

0 No ’ Q Ga (28) 

vee ( OP’ BR 07’ \2 Lie dy" = \271/2 29 

b er Oy’? | Ox ) 2 (ez N 2 (29) 

and 

(Oa ss He Be, od 

De ga) a 5 cy 


The orders of magnitude of the groups of terms in each of the equations (26) 
and (27) are (from left to right) e? Ry, 1, e 1 Q ande Q. Interesting cases arise 
when two or three of these four quantities are of the same order of magnitude 
in part of the region of flow, while the remaining quantities are smaller. If 
e? R, is approximately unity and if both &-1 0 and & Q are small, we have a 
Prandtl boundary-layer for a fluid of constant viscosity 7. In the fluids now 
under consideration the possibility arises of a region in which e? R, and e~1Q 
are approximately unity and ¢ Q is small; this may happen when R, is large 
and Q is small so that Q Ri” is of order unity. In such a region of flow (a 
boundary-layer) certain terms may be neglected in the equations of motion 
(20) and (21). We shall be concerned only with forward flow in the boundary- 
layer and therefore may take 0%p/dy? < 0 so that y’ = — 02y'/0y"?, approxi- 
mately. Neglecting terms of order &?, equations (20) and (21) become 


ft fopr Oy 0 ( O?p\2 a Op* - 
eal a (31) 


& 


D Ow 5 
a el a ie 09 — 70 * Oy 
where », = 79/0. The normal stresses p,,, py, and p,, can be written 


Bd, Bauer) - (32) 


The stress component #,, is here a function of x, y and ¢, whereas for Newtonian 
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fluids pis a function of x and t only. The shear stress in the boundary-layer 1s 


2 \ OP 
T= Dey = — Mo (1 +o al a (33) 
and the rate of dissipation of energy per unit volume in the boundary-layer is 
are u 34 
Smilie ö Ee 
The inequality (19) reduces to 
n20, 142 foe BE EA (35) 


In most parts of the fluid the viscous stresses are negligible, and just outside 
the boundary-layer the flow is that of an inviscid fluid defined by a mainstream 
velocity u,(x, ¢) and a pressure (excess above the hydrostatic) p(x, t). The 
continuity of p,, at the outer edge of the boundary-layer requires that 
p*(x, t) = p,(x, t), and, in the case of steady motion, the equation determining 
y becomes 


Op Op Op Op du, Od 0 (Se) 


a ] = 36 
Oy Ox dy Ox dy? rag dys 0% ay \ oye 65 


The boundary conditions under which equation (36) is to be integrated are 
the same as in PRANDTL’S theory. 

À search for solutions of equation (36) in which the velocity profiles are 
similar in different sections reveals that the only possible forms of u,(x) and 
ö(x) (the boundary-layer thickness) under these conditions are 


U ae (37) 


where x measures distance along a rigid boundary from a stagnation point5). 
Taking the mainstream velocity as À x!/3 (k > 0) it is convenient to write 
3 vo \1/2 2k \1/2 
(tra, ele, 00 
0 


so that equation (36) reduces to 
Bee) Sete (eae 4 BE (39) 


where a prime denotes differentiation of a function of a single independent 
variable and the dimensionless parameter K (which is proportional to the 
dimensionless quantity ORY2 and is, therefore, of order unity in the boundary- 


5) Cf. Gozpsrein’s [6] method of finding similar solutions of the Newtonian boundary-layer 


equations. When Q = 0 an infinite number of similar solutions exists, defined by u, co x 
6 co x—1l/2{m—1), f 
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layer ®) is defined by 
à à A 8 B38 \1/2 
Re [ae ee) x. (40) 


Equation (39) is now to be integrated with the boundary conditions 
FO0)=0, F(O)=0, Flo)=1. (41) 


We shall work out the details of this particular case in §§ 4, 5. 


4. Approximate Solutions Based on the Momentum Integral 


Integrating equation (36) across the boundary-layer we arrive at the 
momentum equation, namely 


6 6 
CR (+ = u a une =) dy 
6 4 


ax | WE OM) te dx 
= dy oy 
z v9 [1 > Zi ie | (ironies (42) 


0 


If, as in PRANDTL’s theory, we define a displacement thickness 6,(x) and a 
momentum thickness ö,(x) by 


ö ö 


a 


=/ (1-4) dy, = # (1- “dy, (43) 
0 


0 
and express (42) in terms of ö,, 6, and r, (the shear stress at the wall), we are 
able to reduce the momentum equation to the same form as for a Newtonian 
fluid: 2 


: 2 dd» = To 
Te (6,+26,)+ u En (44) 


& 


We now take u to be approximately a polynomial of the fourth degree in the 
dimensionless variable X = y/6 whose coefficients are functions of x only: 


= Ui, X + fy À? fy À ch Ja X4)- (45) 


Using the same boundary conditions as in POHLHAUSEN’S [7] approximate 
treatment in the case of Newtonian flow we find that 


1 1 1 
2423, hen oh ir > À; Lee, (46) 
where Km; 
a Uy 2 4a Uy, Co A 47 
78 À (1 ö ee dx “u 


6) It is appropriate to take Ry = k x43/y, and Q = & k/x2'3 in this problem. Near the stagnation 
point (x = 0) the boundary-layer theory ceases to be applicable (as in the case of PRANDTL) since 
the assumptions that R, is large and Q is small are not satisfied. 
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(The equations familiar in POHLHAUSEN’S treatment of the ordinary boundary- 
layer are obtained by putting « = 0.) Hence we obtain for the velocity profile 


u = u,[H(X) + À G(X)], (48) 
where 

HIX)=2X. 2 x ca Klo (49) 

The forms of H(X) and G(X) are exactly as for Newtonian fluids and have been 

exhibited graphically (see, for example, GOLDSTEIN [8]), but here A depends 


on both the dimensionless parameters Ry and Q. 
The boundary-layer thickness must be of the form 


Bl) "#0, (50) 


where ß is a constant; the parameter 2 then has a constant value throughout 
the boundary-layer and equation (47) reduces to 


38-6184 KA(A412)=0. (51) 


On the basis of this approximate analysis, the displacement thickness and the 
momentum thickness are given by 


3 ya \ 1/2 3 vo \ 112 
be | eee, eal | a (52) 
where 
ey D'un = il 5 ‘ 
Py 5g OO rs (37 ar 2), ca 


equations already familiar (with a different meaning of A) for Newtonian flow. 
The values of 6, and ß, are easily found when 1 and ß are known. 
Equation (44) now reduces to 


29 5. 7 
(548 2-2) 8 — 280 (12 +) B+ 7 K(12+2=0, (54) 


and equations (51) and (54) may be solved numerically for a given value of 
the parameter K. The values of A, 8,8, and B, for various values of K are 
included in Table I. In order to avoid ambiguity in the values of A (i. e. of B) 
we must consider only the range 1:83 < A < 12, and then the results derived 
by the above approximate method are unique. It follows that we must cer- 
tainly have K < 0-41. The restriction (35) implies 


a 
b 


and is consistent with the range of values of K < 0-41. 


1 (2+4)>0 
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Table I 

K À B By Bo (3 3/82) 2 42/3 Cy 

0-4 10-50 3-44 0-731 0-324 0-854 

0-3 6-89 3-09 0-740 0-325 0-862 

0-1 5:14 3-05 0-785 0-333 0-892 

0 4:72 3-07 0-801 0:338 0-907 
— 0:2 4:17 3-13 0-829 0-347 0-936 
— 0-4 3-83 3-19 0-856 0-357 0-963 
— 0-6 3-59 3-26 0-880 0-366 0-988 
— 0.8 3-41 3-32 0-902 0-374 1:012 
—1-0 3-27 3-39 0-923 0-382 1-035 
— 1-2 3-16 3-45 0-943 0-389 1-056 
— 1.4 3-07 3-50 0-962 0-397 1-076 


0 05 10 4 12 -08 —04 0 04 
ul, —— K—- 
Figure 1 Figure 2 
Showing how the velocity profile across the Showing how the coefficient of friction varies 
boundary-layer varies with the parameter IKG with the parameter K. 
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The velocity profile across the boundary-layer corresponding to each of the 
values K = 0-4, K =0 and K = —1-4 is shown in Figure 1. Comparing the 
columns of Table I it is seen that the displacement thickness (proportional to 
ß,) and the momentum thickness (proportional to ß,) both decrease as K in- 
creases over the whole range of values of K considered. (The values of 8, which 
has a less direct physical significance, do not reflect the trend in boundary- 
layer thickness so well.) 

The skin-friction coefficient C, is given by 


T 1 À K ANT Sri ee 
Ge 2 . acer =) [1 ze (2 | al En ir; 09 
and the values of (3 k?/8 »,)!/? x2!? C, for corresponding values of X are included 
in Table I and are exhibited graphically in Figure 2. It is seen that as X 
decreases from 0-4 to — 1-4 the quantity (3 k3/8 »,)!/? x2!? C, increases almost 
linearly with K. 
The normal stress p,, is given by 


Bere a rer RAU LIT 


where X varies from 0 to 1 across the boundary-layer. At the outer edge of the 
boundary-layer (X = 1) we have 


(Por Pi) yes =0. (58) 
At the wall (X = 0) we have 


DF si gen a = % BE (A+ 12)?. (59) 
Therefore normal stresses perpendicular to the plane of flow are required in 
the boundary-layer region near a rigid boundary in order to maintain a two- 
dimensional motion, the sign of these stresses depending on the sign of ¢. The 
magnitude of (p,, + 1),-9 depends on the parameter K; (p,,+ Pı)y-o in- 
creases with X and the value at X = 0-4 is roughly 2:4 times that at K = — 1-4. 


5. A Method of Evaluating the Parameter F’ (0) 


The accuracy of the modified Pohlhausen method of § 4 can be checked by 
comparing the results with those obtained by a more direct method of inte- 
grating the non-Newtonian boundary-layer equations. A method recently used 
by MEKSYN [9] in solving the boundary-layer equations for Newtonian flow 
can be extended for this purpose. It is assumed, in the range of values of the 
parameter K under consideration, that the boundary conditions (41) determine 
F(£) without ambiguity and that the value of F"(0) is a continuous function of | 
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_ K. The inequality (35) may be written as 


1- KF" (0)-0 (60) 


and there appears to be no other restriction on the magnitude of K. 
It may be shown, by inspection of (39) and (41), that we must seck a solution 


_ of the form 


Fr) = M(é) e-®), (61) 


| where the positive function N(£) is given by 


N() = | Fl) df, (62) 


and M(£) is a slowly varying function; a solution of this type, satisfying the 


| boundary conditions at £ — 0, ensures the correct form of the function at 


£ = oo. We observe that the function F"(£), as defined by (61), is of precisely 
the same form as for Newtonian flow (K = 0), except that here the functions 
M(£) and N(&) depend on the parameter K. Hence the steps of MEKSYN’s 
analysis may be followed closely in the non-Newtonian case also, and the 
reader is referred to MEKSYN [9] for fuller explanations. In the notation of 
MEKSYN we write for the functions F(£), M(&) and N(£) the power series 


Fej= MO =D8,6, NOH Dee, (63) 
n=0 à 10 


n = 0 


_ with constant coefficients a,, b, and c,. 


We require to find the value of ‘the parameter F”(0) that permits the 
boundary conditions at infinity to be satisfied; and we can use the condition 


= t M(é) en dé =1. (64) 
To evaluate (64) we put 
a = N(é) , (65) 
which implies 
E= DA one, (66) 
n = 0 
where 
Tu. 
Anm il Le : (co + a Ë + co 2 + ie (67) 


It may be shown that (64) reduces (in terms of gamma functions) to 


lim Id FO) tt, (68) 


aly 
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where 


Es ee 
d, = 3 ZN \ den [ (bo a Dy & | b, 3 = ) 
x (cy BL E + Co & ae =) : (69) 


BO 


The coefficients A, and d 


'n? 


expressed in terms of the parameters F”(0) and 


KR, are 
1/3 GONE al | 
= 0, A= (5), = GE (4), 
a” L? 
se 8 Su IE 
A, a 0-42), 
Gi IES JUNE 
A, — = - 216 L — 68415 2643), 
A 5760 FA i ) 
a \18 a-2 12 TT ae LS 11a-5 K LS 70 
a (=) | 140 + 13824 960 (70) 
3 at K? LS 3.a-3 K8 L? | 
OU 2240 ye 
anes Gt anes ape LOL 9a-7L5 3:47 KL 
COMORES EAN PCO 8192 1024 
63 a-5 K2 L? 9a: K3 LS MAR D 
12800 EN 512 ? 
1 5 / 6 \2/3 

= Se 2\1/3 ee Br 

d (Ga)8, dy le) 
8} (IE, 
d, = eo (12-17), 

i 6 \1/3 (a 91a-3 L3 7a a KB 7a-1K?1L5 d 
ds (=) (3 = 5184 144 60 1; (717) 
ales (2) (- SL SIEH 9354-414 HG 1S IL 
4 a 36 126) 9 27248532 3456 

rer 25a-1K317 
2880 u 366 ih 


7) Mexsyn’s results for the constants d,, de, d, and d,, in the special case when two of his para- 
meters (x and A’) vanish, can be obtained from the above expressions by putting K =0, ze 
The corresponding results for the constants dy, da and d,, obtained by putting K = 0, L = 1 in 


(71), are 
6 \2/3 / 95 935 a—4 
6 a? 1/3 d = -( ) ( ) 
er a 252 m 248832 ) ? 


dy = 


des 2" 169 4-3 49225 a-7 
Na 6 20736 35831808 ie 
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A. Sia ie 297 a-2 LS Bas Ki 1A 21 a-® L5 
5 160 1120 140 4096 
„al ai LE Og-*k2E? =3261a-2KE IE Sa 2 R479 
2560 160 22400 256 z 
+200 ea | a Sia gene E 6541 a-3 Li 2054-2? KL 
R a 6 25920 45608 ee (71)?) 
ES Ta-ıK? [5 43225 a? LS 21a-1 K2L8 | 
480. 35831808 | om 
= 5369 a" KT? 13741 a-5 K2L8 8591 a-ıK3 19 
995328 PCR TIR 
3629 a-3 K4 L10 245 a-2 K5 Lu: 
Sn i LOZ ö 
where 
a— F'(0) and Leill=ak)-. (72) 


The following procedure is now adopted to complete the calculations. For 
a selected value of the dimensionless parameter K we assume a trial value for 
the parameter a. The series in (68) is, in all the cases considered, divergent as 
x tends to unity, and we must apply EULER’S transformation (see, for example, 
Harpy [10]) repeatedly until a convergent expression is obtained. An adjust- 
ment in the value of a can then be made, and the process repeated until (68) is 
satisfied. The results derived by the extended Pohlhausen method of § 4 are 
used to give a first approximation to a, and the calculations are continued 
with steps of a = 0-005 until the result F’(oo) = 1-00 is obtained. The numerical 
calculations are heavy and, for the sake of shortness, only the final results are 
summarized here. 

The constants f, and f, are 


i= /{0-F Ole, f= [reu-r@a. (73) 
Hence ; j 


Pie i: Ë M(E) e-N® dé , (74) 
0 


which follows on integration of the first equation of (73) by parts with the 
assumption of the property 
an ae (75) 


which differ from the expressions in MEKsyn’s equations (9.7) with the particular values & = 0, 
À = 0, = — 1/2. A simple misprint accounts for the discrepancy in the case of d,, and the dis- 
crepancies in d, and dg are of no more than about 0-1 %, so that Mrxsyn’s final results 


are not in question. 


342 Joun R. Jones ZAMP 


Applying the transformation (65) we obtain 


N WES n+1 76 

By = lim Zur Ku (76) 

where | 
e,= And, + Asd,-1+ "+ Angi do: (77) 


and to sum the expansion for x = 1 we use EULER’S transformation. 
To find the constant ß, use is made of the relation 


E = 5 K F"(0)] F" (0) 


JD 


+ f fl — FO] dé + = fr FO F(9)d= 5 ht 5B. (78) 


which follows on integration of equation (39) with respect to € with the as- 
sumption of the property (75). 
The final results are exhibited in Table II. 


Table II 
K | B | Pe | (8 R9/8 9)! arsc, 
0-4 0:74 0-31 0-85 
0 0-80 0-35 0-93 
— 1-0 0-90 0-42 1-08 


6. Conclusion 


The values of P,, By, (3 R?/8 v5)!/? x218 C, as found by the two above methods | 
of solution agree fairly well and one is tenir led to regard with confidence 
the above results based on the adaptation of the momentum equation. 

Although the quantitative results in $$ 4, 5 have been obtained for a parti- 
cular type of non-Newtonian fluid (i.e. for a particular form of the viscosity 7) 
and for particular external conditions, we may expect them to be qualitatively 
valid much more generally. The variation of viscosity with rate of shear must 
be expected to decrease or increase the parameters 6,, 6, and C, according as the: 
viscosity decreases or increases with the rate of shear, and any normal-stress. 
coefficient will not be expected to affect the velocity field. 

I should like to thank Professor J. G. OLDROYD for most helpful discussions : 
and suggestions throughout the progress of this work. 
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Resume 


Dans ce mémoire, on examine l’effet d’une variation de viscosité avec la vitesse 
de déformation dans une couche limite à deux dimensions. Pour des raisons mathé- 
matiques traitables, l'exemple que l’on étudie en détail est celui dans lequel le coéf- 
ficient de viscosité est une fonction linéaire de la vitesse de déformation et la 
vélocité du courant principal est en proportion du tiers de la puissance de distance 
mesurée d’un point de stagnation. On peut noter que quelques-uns des résultats 
qui se trouvent ici sont qualitativement les mémes que ceux qui se trouvent quand 
on tient compte de la compressibilité du fluide. 
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Energy Flows in a Vortex Tube 


By ALAN J. REYNOLDS, Cambridge, Great Britain!) 


In a recent paper [1]?) the present writer considered the dynamics of the 
turbulent flow of a compressible fluid using an order-of-magnitude analysis. It 
is now proposed to extend this analysis to include energy fluxes in such vortex 
flows and, in particular, to give an explanation of the energy separation which 
is termed the Ranque effect. 


1. The Ranque-Hilsch Vortex Tube 


It will be remembered that the Ranque-Hilsch vortex tube is a device which 
is capable, although without moving parts, of dividing a homogeneous inflow 
of gas into a cooled stream and a heated stream (reference being in each case 


1) Cavendish Laboratory. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 356. 
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to total temperature). The usual form of the device is as follows. The chief 
component is a tube of constant circular cross-section, its length several times 
its diameter. Near one end the tube wall is pierced to allow the entry of fluid 
(usually air), the inlet ports being so disposed that a swirling flow is set up 
within the tube. The fluid escapes at the ends of the vortex chamber, some 
through an orifice plate near the inlet, the rest through a second throttling 
device at the other end. Under certain operating conditions (notably, for 
reasonably high supply pressures and flow speeds) it is observed that the air 
emerging through the orifice near the inlet has a lowered total temperature and 
that the air leaving at the other exit has a higher temperature than the air 
supplied; temperature differences equivalent to several times the maximum 
dynamic head can be obtained. 

The device and the effect it produces are associated with the names of two 
men: RANQUE, the French engineer who first fashioned it in 1931, and Hitscu, 
the German physicist who first studied its performance in detail and applied 
it to the liquefaction of gases in 1944. Very many other investigations of the 
device have been made since their early work. WESTLEY [2] has given a 
bibliography of work before 1952. Since then further performance data have 
been published by OTTEN, SPRENGER, and WESTLEY; results of internal flow 
measurements by HARTNETT and ECKERT, Lay, SCHELLER and Brown; and 
theoretical treatments by DEISSLERand PERLMUTTER, HINZE, Lay, PENGELLEY, 
and Rotr ([3] to [12]). Several other studies have been made in this period, 
but they are less important or less easily accessible. 


2. Qualitative Theories of the Ranque Effect 


Early discussions of the energy separation within the vortex tube considered 
inviscid, non-conducting fluids: the first theory put forward by RANQUE was 
of this type. However, it soon became apparent that transport properties must 
be considered. A later theory of RANQUE, supported also by Hitscu, was that — 
the outwards migration of energy was due to radial work transfer. They pictured 
a ‘free’ vortex being converted by viscous shearing forces into a ‘forced’ 
vortex and a consequent outwards transfer of kinetic energy. FULTON [13] 
carried forward these ideas of vortex conversion by noting that inwards 
conduction of heat would counteract the outwards work flux. He found that 
a net outwards flux occurred in laminar flow but estimated that it was not of 
sufficient magnitude to produce the observed energy separation. 

It thus appeared that turbulent mixing was a more likely agent of energy 
transfer. This conclusion still seems valid today: it is supported by the recent 
calculations of DEISSLER and PERLMUTTER [9]. 

At first the role of turbulence was thought to be qualitatively the same as 
that of molecular transport, although giving rise to very much greater energy | 
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fluxes. The first discussion in which a contrary view was taken is that of 
KNOERNSCHILD [14]. He pointed out that a compressible fluid lump moving 
rapidly through a pressure gradient must experience temperature variations 
on expanding or contracting. Thus the temperature distribution will move 
towards that related to the pressure gradient by an adiabatic law. At present, 
KNOERNSCHILD’S concept is the most widely favoured explanation of the 
Ranque effect, although a work flux contribution is also thought to be impor- 
tant by some workers. 

The ideas just discussed form the main stream of thought concerning the 
Ranque effect. But several suggestions have been made which do not fit into 
this evolutionary pattern. The most challenging is that put forward by SPREN- 
GER [4], but seemingly due originally to ACKERET, that organized unsteadiness 
(as distinct from turbulence) might produce the energy separation. This hypo- 
thesis is based on analogy with resonance tube phenomena. The present writer 
has already put forward his reasons for feeling that this mechanism offers a 
less satisfactory explanation of the Ranque effect [15]. 

Summarizing: it seems probable that the energy separation of the vortex 
tube is the result of turbulent activity within the vortex chamber. Our task 
is to discover what are the mechanisms of turbulence by which the energy 
fluxes are set up. 


3. The Energy Equation 


If we neglect molecular transport properties and body forces, the energy 
equation can be written 
Op 


DE (0 ko) +V + (0M) =, 


where h, = h + u?/2 is the total enthalpy of the fluid, the sum of the enthalpy 
and the kinetic energy per unit mass. Taking mean values with respect to time 
and requiring that the mean motion be steady, we have 


V- (e ou) = 0 
which gives 


0 0 
Sag OY Mo) a7 (2 @ ho) = 9 


for axisymmetric mean flow. We have 


o ü ho = (R+0') (U +’) (Hy + ho) 
and 


Hee He — (U2 + V?+ We + wi? + oF + wh, 
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4. Order-of-Magnitude Analysis 


We shall specialize the energy equation given above by introducing a 
system of approximation suitable for vortex tube flows. The scheme to be 
used is that set forth in Section 3 of the previous paper on the dynamics of 
vortex flows: 


V Ole AU 0) 


As before, we specify the turbulence by 


w2, v2, we ~O(B), oe ~O(n), 


adding here h’ ~ O(«). 

We choose units such that 7, V ~ O(1), knowing from the previous ana- 
lysis that R ~ O(1) for consistency. We take also AH, ~ O(1), knowing that 
energy separations are typically a few times the dynamic head. This assumption 
will be seen to be consistent with the others a posteriori. It will be assumed, 
of course, that «, 6,6, e, n are all small compared to unity so that terms of 
higher orders in them can be neglected. 

Introducing these approximations into the appropriate form of the con- 
tinuity equation, we find that 


1-50 (5) 
at most, so that 
1 , 0 
CRD RW OP? 6 ») 
O(e) O(e) 0(B*!* n) 


is the approximate continuity relation for this case. 
Similarly, the approximate energy equation is found to be 


lt @ a 
ann ° (RW Ho) + Sr Hye w u) 
O(e) O(e) O(B*!? n) 
i à en il @ mA; 
+= Rw’ h') + SRV wo) Ups ay RA ae w') 


O(a pt?) O(B) O(B elô) 
= O(f 6, B e, x BU? 6) . 


Only the leading error terms have been indicated. 
This result relates the several important energy fluxes into an elemental 
volume. It can be cast into another form without altering the orders of the | 
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errors if we use the continuity equation given above. Thus 


DES = il) Si a Olah. 
R= Rn 7, 7 Ru h’) — pu —_* 
TNT lb @ Great 
LEE DATI) ee 7 uw’ 
z eK) : api Ru’ w') 


where D/Dt indicates the rate-of-change following the mean motion. Here we 
have a relation among the radial energy fluxes and the energy input to a lump 
of fluid moving through the system. 


5. The Important Energy Fluxes 


The simplified forms of the energy equation suggest that the significant 
energy movements within the vortex are due to four energy fluxes: 

a) The heat flux R u’ h’ is produced by turbulent mixing through the radial 
temperature and pressure gradients. This is the contribution whose full signi- 
ficance was pointed out by KNOERNSCHILD. 

b) The flux of total energy 0’ u’ H, is associated with the ‘Archimedean’ 
correlation which was discussed briefly in connection with vortex dynamics. 

c) The work fluxes À V wv’ v' and RW w' w’ associated with the two impor- 
tant Reynolds stresses, those acting on cylindrical surfaces. 

A rough estimate of the relative magnitudes of these contributions can be 
made using data from extensive tests on vortex tubes. These data were used in 
a similar manner in the previous analysis of flow dynamics [1]. The vortex 
tube within which the flow was investigated was about 7:5 cm in diameter and 
about 120 cm long. Total and static pressure and temperature traverses were 
made at several stations down the tube with various blockages at the ends. 
In [1] it is found that the results suggest that we may represent a typical 
internal flow by taking 


ee! PS UE el 
rennen: ve 00: 


Thus we estimate the terms of the energy equation obtained above as 
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We note that the Archimedean effect seems to be somewhat less important 
that the other contributions. The work fluxes appear to be of the same order 
as the heating/cooling effects (the first two terms). There is no reason to 
suppose that the energy flux due to the Knoernschild effect is more important 
than that produced by the radial work fluxes. The quantity « will have to be 
~ 1/20 if the thermal convection term is to equal the work flux in importance. 

We next consider the physical processes corresponding to these important 
terms of the energy equation. In this way it will be possible to obtain a better 
idea of the relative importance of the several contributions to the radial energy 
flow. We adopt now the so-called Lagrangian point of view and attempt to 
build up idealized models of the internal motions of the turbulent fluid in 
order to see how the energy flows are influenced by mean-value gradients in 
the vortex. 


6. The Knoernschild Effect 


KNOERNSCHILD observed [14] that it is not correct to think of the turbulent 
mixing of a compressible fluid across a pressure gradient in terms of the 
simple model used for an incompressible fluid — a fluid lump shifted unchanged 
to a new position and there mixing with the ambient fluid. A lump of com- 
pressible fluid will not be transported through a pressure gradient with all its 
properties unchanged and without interactions with the fluid through which 
it moves. A work interaction with the surroundings will occur during such a 
movement, the particle being compressed on moving radially outwards to a 
region of higher pressure or expanding on moving inwards. Thus the work 
interaction with the matrix of fluid through which mixing takes place results 
in the cooling of the inwards-moving particles and heating of those moving 
outwards. 

It has generally been assumed that the convecting particles do not interact 
with their surroundings except by expanding and contracting. That is, it is 
held that they are very nearly adiabatic while in motion. DEISSLER and PERL- 
MUTTER [9] mention work supporting this idea. In any case, the utility of the 
theory does not depend on strictly adiabatic lump movements. The most 
recent derivation of the expression for w’ h’ in terms of mean-flow gradients, 
that of Hınze [10], takes account of non-adiabatic lump motions’). 


Assuming the mixing fluid to be a perfect gas, HINZE gets a result equi- 
valent to 


a le, . a 


8) It should be noted that we are able in this way to take account of the effect of molecular 
transport properties on the small-scale motions of the turbulence, even though viscosity and 


Na. conductivity were neglected in the mean-value equations with which the analysis was 
egun. 
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For this case we have simply H = c, 1, where T is the absolute temperature. 
Here ey is a positive coefficient expressing the activity of the turbulence — an 
eddy-diffusion coefficient. This result shows clearly the tendency of the radial 
distribution to move towards that defined by an adiabatic law applied to the 
pressure dustribution. 

Using the radial equilibrium condition: 


an alternative form can be given. 


wn = —Er Be |. 


Or or 

The simple dependence of the radial flux on the local centripetal acceleration 
is thus made clear. This result is valid only for a perfect gas, even though the 
nature of the fluid does not enter explicitly. 

When the radial temperature gradient is less steep than that defined by the 
adiabatic law (as was the case in the vortex tube flows investigated) the heat 
flux due to this effect is everywhere outwards. The influence of this term may 
be expected to be strongest in the core of the vortex where centripetal acceler- 
ations are highest. 


7. Archimedean Effects 


So far the influence of the heat flux, R uw’ h’, on the overall energy transfer 
has appeared straightforward. But YUDINE, in the discussion of HINZE’s paper 
on energy transfer in the atmosphere [10], pointed out that his treatment is 
not quite complete. In addition to the vertical transfer due to non-selective 
mixing by turbulent stirring (that considered by HınzE), there exists in the 
atmosphere an upwards heat flux set up by Archimedean forces. A counter- 
part of this phenomenon must be expected in vortex flows. A buoyancy effect 
(0 u’) did emerge in the simplified energy equation for vortex flow. But this 
term does not wholly account for the effects of Archimedean forces. This can 
be seen as follows. It is apparent that a particle lighter than its surroundings 
will tend inwards under the action of buoyancy forces. But a deficiency in 
density can be thought of as resulting either from a lower than ambient 
pressure or from a higher than ambient temperature. The first of these would 
seem to contribute primarily to the energy flux associated with the Archimedean 
correlation function, ou : its discussion will be deferred. The second possi- 
bility, low density corresponding to a temperature above ambient, is of 
immediate interest, for it contributes directly to the correlation function u’ h’ 


(as well as to o' w). 
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The general effect of this contribution to the heat flux in a vortex is 
not hard to see. Warmer lumps will tend inwards so that an additional heat flux 
is set up, one which exists even if the mean-value temperature distribution is 
adiabatically related to the pressure distribution and which is inwards in all 
circumstances. The estimation of this buoyancy contribution in comparison 
with that suggested by KNOERNSCHILD and studied by HınzE and others is 
not easy. We shall not study this difficult problem in detail here: PRIESTLEY 
and SWINBANK [16] have discussed the analogous atmospheric case. But it is 
impossible to leave this matter without reaching some decision, however 
arbitrary. We shall then assume that this Archimedean heat transfer is masked 
by the Knoernschild effect so that the heat flux associated with the correlation 


function u’ h’ is outwards almost everywhere in the vortex. Support for this 
assumption is given by the following considerations. First, the Archimedean 
contribution to the heat flux can be of decisive importance only when the 
temperature distribution is near that prescribed by the adiabatic law applied 
to the pressure distribution. And, in the vortex tube flows studied, this was 
seldom the case. Second, it seems evident on considering the temperature 
distributions found in the Ranque-Hilsch tube that the outwards fluxes near 
the core do, in fact, overpower this additional, opposed heat flow. Lastly, the 
effect is of secondary importance in the analogous atmospheric situation. 

We have tried to separate out three influences of compressibility on energy 
transfer in a vortex flow — the Knoernschild and two Archimedean effects. 
The separation is a somewhat arbitrary one: each of the effects must in reality 
interact with the others. This approach does display some of the possible 
phenomena even if it does not clearly define the relative importance of the 
contributions. 

We now turn to the buoyancy effect which did emerge explicitly from the 
energy equation. As this contribution has not been dealt with previously, it 
will be given fairly detailed consideration here. Later an attempt will be made 
to relate the Archimedean correlation function, 9’ #’, to the mean-flow gra- 
dients. For simplicity, we restrict consideration at that point to density per- 
turbations induced by non-uniform pressures in the turbulent field. The 
methods used can be applied to other models. 

As was pointed out in the discussion of flow dynamics, the correlation 


function 0’ w may be expected to be positive in a vortex in a compressible 
fluid: lighter lumps of fluid will tend inwards under the action of buoyancy 


forces. Then the associated energy flux, ou H,, will be everywhere radially 
outwards. Surprisingly, the overall effect of this outwards flux, as indicated 


by the term —o' u! 0H,/0r, seems to be to cool the fluid throughout the tube 


(since, except very near the tube wall, 0H,/dy > 0 in almost all of the situations 
investigated.) 
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This conundrum can be resolved as follows: the overall effect of the energy 
flux is to redistribute energy in the various regions of the tube; but, when 
continuity requirements are taken into account, this results in a reduction in 
the energy per unit mass of the whole of the moving fluid. Consider a simple 
example: purely radial flow. Continuity is 


0 —— 
AO u) = 0; 


whence, for zero net source flow, we get 
RU=-ou, 


We shall take ou’ to be positive. Then the requirement of continuity is an 
inwards mean velocity, U = — 9’ u'/R. The energy equation derived from 
continuity is 0H, = fee 


ie . 
ar ras Ike Di ou 


Thus we see than the rate-of-change following the mean motion is, in fact, the 
rate-of-change as the fluid moves inwards in the direction opposite to the 
energy flux. 

We shall next attempt to relate the correlation function ou’ to the mean 


flow as has already been done for the function wu’ h’. Let us clarify the situation 
by relating the turbulent velocity fluctuation at a point to the perturbation 
velocity of a lump at that point. We write wu’ = u; + u, where w’ is the deviation 
from the time-mean value at a point; #, is the velocity of the coincident 
particle due to the Archimedean buoyancy force per unit volume, o’ V2/r; and 
u, is the part of the local motion induced by the surrounding turbulence. The 
term «| is random with respect to the fixed point but not so far as the passing 
eddy is concerned. Then 0’ u’ = 9’ u.. 

Our next task is to relate the velocity x, to the buoyancy force producing it. 
It seems plausible to compare the inwards-moving lighter lumps to microscopic 
particles whose net drift through a gas is superposed upon Brownian motion. 
In the present case, the turbulence of the fluid supplies the random disturbance 
to the drift due to the Archimedean force. In his theory of Brownian motion 
EINSTEIN [17] has assumed that the drift speed is linearly related to the force 
on a particle, in fact, that the drift motion obeys STOKEs’ law. The results of 
his theory have been verified experimentally. Similarly in electricity: a linear 
resistance law — Oum’s law - is found to apply when the electrons’ drift speed 
is small compared to the speed characterizing the random thermal motion. 

By analogy with STORES’ law we relate a typical density fluctuation and a 


typical drift speed by v2 


7 LA 
0 = oS Rey My 
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where R é, replaces the molecular viscosity, €, being the eddy viscosity. The 
constant of proportionality is dependent on the scale of the turbulence. 
Introducing once again (as in [1]) the hypothesis that density fluctuations 
at a point are the result of the convection past that point of eddies in which 
density gradients are maintained by pressure gradients holding the eddies 
together, we obtain 


bi oc Ru; ne DERE 


where K is the compressibility of the fluid. Then 
V2 


V 


of u' — €, RK? 


where &, is a positive coefficient dependent on the kinematic aspects of the 
turbulence. 
Alternatively, introducing the radial equilibrium condition, we get 


Rs N 
/ ja Se 
owW=e&e,K u 


for the Archimedean correlation function. 


8. Work Flux due to Tangential Stresses 


To investigate the work fluxes we need not consider the details of the 
turbulent motion. The previous investigation of the dynamics of vortex tube 
flows provides the means for the study of the work transfers. It was found 


that tangential momentum conservation could be represented with reasonable 
accuracy by 


OV V OV LRO alge ta 
RUF 42) +rw uo Rwy). 


v2 Or 


In its present form this result does not easily yield information about the 
stress R u’ v’ which gives rise to the work flux of interest here. An obvious 
simplification is the restriction to swirl distributions independent of axial 
position. Fortunately, this idealization has close counterparts in the vortex 
flows studied experimentally; and in particular it applies to the configurations 
for which the Ranque effect was especially large. The conclusions reached for 
this class will thus have some bearing on the problem of present interest. 
Subject to this restriction we have 

(RU) 2 V)=-2 (Rw. 
or or 
We shall study this relationship by considering simple examples, beginning 


with the case of constant radial flow: 7 RU = c. For this case the torque is 
found to be 


vRu' v' =—crvVv 
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on requiring that both velocity and mixing stress be zero on the axis. The 
work flux is 


VER ETC EE 


inwards for c > 0, outwards for c < 0; that is, opposed in direction to the 
radial mass flow. The source term is 
ar CO OW 


il 0 7 LA LA ne 
7 ao J MR U U ) = pa Va . 


Local heating occurs for inflow combined with swirl decreasing outwards and 
for outflow with swirl increasing outwards. The other combinations result in 
cooling. Practically, this means that radial inflow will result in the cooling of 
fluid in the core and the heating of that further out. 

Having considered the effect of swirl on the work flux for a particular radial 
flow, we now take the other point of view. We take V= krv~1? and consider a 
variety of radial flows. Swirl distributions approximating to this form are 
commonly found in actual vortex flows; this was the case in the series of 
tests referred to here, and the agreement was particularly good for the con- 
figurations which exhibit the Ranque effect strongly. In any case, the quali- 
tative results obtained for this particular swirl distribution are more generally 
applicable; a specialized form is chosen for simplicity. We table the results 
for some simple examples: 


Radial Flow Work Flux Source Term 
Ru’ v 1 0 a 
IU V Ru'v Se a UN) 
CG Re c R? 
(lice HN 377 
Re 
C2) cr er 0 
CRE CURE 
NE FR Des 
a 1 ack? 
(4) c(a—7r), rSa -c#(2— =| Sars 
a VA 2 2 2,0 
N le A -cR(S-7)r —c# (= =) 


Case (1) models flow in the core; cases (2) and (3), that in the body of the 
flow; case (4), that near the tube wall. Case (5) covers the whole radius from 
axis to wall. Again we have chosen solutions such that the torque approaches 


zero in the core. 


ZAMP X11/23 
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These examples follow the pattern that emerged on considering constant 
radial mass flow. Similar results are found for the more general swirl distribu- 
tion V = kr where n > — 1. Stability considerations suggest that cases for 
which n < — 1 are not of physical interest. They were not found in experi- 
mental situations in the present study. 

We conclude that the radial work flux is usually in the direction opposed 
to the radial mass flux. But in the Ranque-Hilsch vortex tube the gas is 
injected at the periphery and escapes through exits nearer the axis. Then 
radial flow must be predominantly inwards. We can expect that the core will 
commonly be cooled and the peripheral fluid heated through the working of 
the tangential stresses. 


9. Work Flux due to Axial Stresses 


The effect of the other important Reynolds’ stress is not simple. The 
approximate equation governing axial momentum has been shown [1] to be 


In order to demonstrate the properties that this function can be expected 
to possess typically, we consider a simple example: 


OP _ 


re 02 


NA AIO 925; 


incorporating the property that W and 0P/0z are usually of opposite sign in 
the vortex flows studied. The work flux is 


Be 1 3 
RWuw N (r-5) 
SAW toner er eg 


<=) ie er 


This example illustrates the trends of more complex cases. Usually W and 


= 1. r (0P/02) dr have the same sign in an outer annulus, indicating an outwards 
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flux there. Most of the fluid in this outer annulus will be cooled; only that very 
near the wall will be heated. A complex flow pattern will be found in the core; 
it will not likely play an important part in overall energy separation. 


10. The Efficient Mechanisms of Energy Redistribution 


From the results of the four previous sections we conclude that the overall 
effect of each of the four important energy fluxes will be to transfer energy 
from the fluid in the core of the vortex to the fluid of the periphery. This 
agrees qualitatively with the behaviour of the Ranque-Hilsch vortex tube 
from which cooled fluid is withdrawn from the core at the inlet end of the 
tube. It was shown in Section 5 that the energy transfer mechanisms of 
turbulence are of the same order of magnitude as the observed energy redistri- 
butions. 


We have already seen that it is to the thermal flux Rw’ h’ and the work 
fluxes that we must look for important energy movements. The consideration 
of the details of the physical processes giving rise to these suggests the following 
conclusions regarding their relative importance. The efficient mechanism of 
energy redistribution in the core is thermal transfer by turbulent mixing 
across the large radial pressure gradients found there. The further separation 
in the outer fluid is primarily due to work fluxes associated with turbulent 
mixing stresses. 

The analysis presented here gives a theoretical framework for the most 
plausible of the qualitative ideas on the Ranque effect that have been developed 
over the past thirty years. It is realized, of course, that this treatment contains 
such radical simplifying assumptions that it may accurately be described as 
crude. However, most of the assumptions have at least empirical support; 
many were, indeed, suggested by consideration of experimental results. It is 
felt that the conclusions reached should be applicable to the particular vortex 
tube configuration investigated by the present writer and probably for most 
of the configurations considered in previous studies of the Ranque effect. 


Symbols 
7,2 radial and axial co-ordinates; 
U, V, W radial, tangential and axial velocity components (U, w’, etc. are 


time-mean values and perturbations to them); 
0, p, h, hy fluid density, pressure, enthalpy, and total enthalpy (R, 0’, etc. are 
' time-mean values and perturbations to them) ; 
a, B, 6, €,7 Quantities small with respect to unity. 
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Abstract 


The energy separation within a vortex tube filled with turbulent compressible 
fluid is investigated with an order-of-magnitude analysis of the energy equation. 
The physical processes corresponding to the important terms are: a heat flux 
due to turbulent mixing of the compressible fluid through radial pressure and 
temperature gradients, a flux of total energy produced by Archimedean 
forces, and work fluxes associated with the two most important Reynolds’ 
stresses. All these fluxes will commonly be outwards and will tend to cool 
the vortex core. Experimental results are.used to estimate the relative magni- 
tudes of the contributions. The Archimedean effect seems to be the least 
important. 
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Zusammenfassung 


Die Energieverteilung in einem mit turbulenter kompressibler Flüssigkeit gefiill- 
ten Wirbelrohr wird durch Berechnung der Gliedergrösse der Energiegleichung 
untersucht. Die physikalischen Vorgänge, die den wichtigen Gliedern entspr echen, 
sind folgende: ein Wärmefluss ne durch turbulente Mischung der kom- 
pressiblen Flüssigkeit infolge der radialen Druck- und Temperaturpradienten: ein 
Fluss des D Monnaies verursacht durch die Schwimmkraft; und die 
Arbeitsflüsse, die von den beiden wichtigsten Reynoldsschen scheinbaren Span- 
nungen abhängen. Alle diese Flüsse sind gewöhnlich nach aussen gerichtet und 
dienen zum Kühlen des Wirbelkerns. Die experimentellen Ergebnisse werden zu 
einer Abschätzung der Grösse dieser Beiträge gebraucht. Der Schwimmkrafteffekt 
scheint am wenigsten wichtig. 


(Received: November 18, 1960.) 
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Note on the Large Deflection of a Circular Plate under a 
Concentrated Load 


By SUKUMAR Basuvtt, Calcutta, India!) 


Introduction 


For the large deflection of a plate we usually get non-linear equations which 
cannot be exactly solved. BERGER [1]?) has shown that if, in deriving the differential 
equations from strain energy, the strain energy due to second strain invariant in 
the middle plane of the plate is neglected, a simple fourth order differential equation 
coupled with a non-linear second order equation is obtained. He has solved these 
differential equations for the problem of circular plates under various boundary 
conditions subjected to normal uniform load throughout the plate. Though his 
approximation lacks sufficient technical interpretation for its justification, he has 
shown that his results for deflection, displacement, and stresses tally with the known 
results for all practical purposes. In this note following BERGER’S method, an 
attempt has been made to obtain the deflection for a circular plate under a con- 
centrated load at the centre. 

1. In the case of circular symmetry if h is the thickness of the plate, w the 
displacement perpendicular to its middle plane, # the radial displacement in the 


1) Brahmananda Keshab Chandra College. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 362. 
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middle plane under concentrated load at the centre, then, following BERGER’S | 
method, the differential equations for w and u will be 


d? i od (Se 1 dw 
| ) ar: y dr 


| 3 2 w) = 1.8 
dr: v ay . (1.02 


except at the load and 
u tis (1.2) 


where « is a constant of integration. 

Again considering the radial stress and shearing stress on a concentric circular : 
ring of radius r and the concentrated load P at the centre we have [2], as r tends 
to zero 


d (dw 1 dw Eh du 1 /dw\2 u) dw Ve 
ae = eye ee jr gun Be 
Dr (Se 2 = i] = @e etal) + | Fee (1. 3 
where D = Flexural rigidity of the plate 


= 3912 (al = G4), 
o = Poısson’s ratio, 
E = Youne’s modulus. 


Substituting (1.2) into equation (1.3), we have the relation 
d (dw 1 dw Eh dw 12 
D -.—- —— — a? = .— —4——— 
rs (Sorts dy a? wo) tt a er: 
as 7 tends to zero. 
At the centre of the plate both u and dw/dr will be zero; hence we have 


d (dw 1 dw z P 
dh Cos Ty dr a? w) Tor G4 


2.96 


Lim Dy 


r—0 


2. A circular plate under concentrated load at the centre with clamped edge. 


Let the radius of the plate be a. Then for a clamped edge the boundary conditions 
will be 


dw 
Senn i — OM vihene GE (2.1) 


Let us take w in the form 


DA ur) (Kolo n+ log 7) ar (2.2) 
where Iy(«r) and K,(«7) are the modified Bessel functions of the first and second 


kind of order zero. Substituting this w in (1.4) we have 


12 
an 23) 


Using boundary conditions for w and the relations [3] 


Tour) = I,lar), Ki(ar) = —K,(x r) 


B= 


and - 


I,(a7) Klar) + Ig(a 7) Kılar) = —— 
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we get 
aak,laa) — 1 


A= — 
aa I,(a a) 


Taking these values of 4, B and C, w is given by 


JE 
= 2rxDaaI,(aa) {a a [K,(« a) I,(ar) + Kia 7) I,(x a)] 


+ a I,(xa) log” — Tia») + Iglu) — 1}. (2.5) 


To find the displacement u we have from (1.2) and (2.2) 


' oF he 2 Lf A2 27 I? 2 y2 72 
UY Dust er (ar) + B2a27 Ki(a 7) 


— 2 AB EE or) Kacey) 4-02 A) Biol (oc) 
B2 
— 2 BtaK,(ar) + ——| dr + F 


where F is a constant of integration. 
Integrating these expressions involving Bessel functions [4] 


a? h? A? 
ur- nF 17 a? 7° [T(x 7) — Lan] + ar Dar) Iola 2 


| 


z (7 a2 72 [Kilar) — Kilar)]) — ar Klar) Kol 2 


+AB 15 a2 72 [I,(ar) Kia r) + Iylar) Ko(x r)] (2.6) 
= >: ar (Ian) Kolar) — Iolar) Kıla 2) 


B2 
— ABI,(ar) — B? K,(a 7) — Tas logy + F 


where B and A are given by (2.3) and (2.4). 
Using the boundary condition for w 


PAT sae a Be Ile ae en 


z= ee : = 
7 + Be aa I,(x a) 2 I,(« a) 24 


To determine the constant «, we shall use the condition that u = 0 as 7 > 0, which 
gives 


B? il & u n 

2 I- a +7 + loa rare) in 
or 

il 
2 (va)! 

pe) a (2.8) 
a Dh, ee Ij(aa)+aaK,(xa)—2 1 (a) 

u UT aa I, (aa) 2 I,(« a) 


where y is EULER’s constant. 
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The deflection will be maximum at the centre of the plate and it is given by 


À { et T,(@ a) + «a K,laa) — 2) 2.9 
2x D & |’ bles I ae If oe 


Oh) — 


As « tends to zero the equations (1.1) and (1. 4) reduce to the corresponding equations 
for the problem of small deflections of circular plates under concentrated load at 
the centre. 

Taking the limit of (2.5) as « tends to zero we have [5] 


iP 


w= —— 
8aD 


> a 
(- v:log— + — 
Y 


(a — ”)), (2.10) 


which is the expression for small deflection of a circular plate under concentrated 
load at the centre, the boundary being clamped. 

For a thin plate flexural rigidity of the plate will tend to zero and « will be 
infinitely large. Expanding the Bessel functions asymptotically [6] in (2.8) and 
(2.9) and taking the limit as « tends to oo, we have on the assumption that A? a? 
exists, the central deflection for a thin membrane represented by the term 


Li Wo | 1 — o? 1/3 
I — J 
a (P @/E h)18 2 x (y — 1/2) | z 


Putting o = 0:3 we get 


> w 
pad!) . 
Pa (eae ye ae a 


In the case of a membrane the approximate formula deduced by TIMOSHENKO, 


WOINOWSKY-KRIEGER [7] leads for the deflection at the centre to the result 


wo 
(CPGE EN) ES 


= 0:789. (2.12) 


For values of « other than the extreme ones discussed above, a graph (Figure 1) 
has been drawn showing w,/h against P a?/x D h. 


3. A circular plate under concentrated load at the centre with supported edge. 
At the supported edge deflection, the bending moment and displacement normal 
to the boundary will be zero. In this case the boundary conditions will be 


2 aw ao dw 
CDR A pl DO, Aiea pss oh (51) 


Taking the same expression for w as before and using these boundary conditions, 
the arbitrary constants are given by 


mr BP 
Mori (eq) 
H K (aa) + « a K,(x a) — 1 
A 0 1 
aa ale ales Ion Es 
ee Iy(a a) — 1 
aaI,(aa) — H Iy(x a) = (3) 
where 
2 42 
ya 4 


et (3.5) 
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Substituting these values of A, B and C in the expression for w and after 
simplification we have 


12 


w= 


4:5 
4-0 
35 
3-0 

91 2. 

le ?$ 


7 eae 
2nDa?[H Ij(x a) — «a I;(x a)] | 


xalK,laa) T(xr) + Kular) Tia a)] 


Y 


+ aa I,(a a) log— — I,(ar) + I,laa) — 1 (3.6) 


a 


LH ETC Br Rae Lan) log]. 


LINEAR THEORY 


—— CLAMPED FOR ALL ao 


SUPPORTED FOR X =0O:3 


KNOWN APPROXIMATE SOLUTION 
CLAMPED FOR ALL o 
SUPPORTED FOR = 0-3 


PROPOSED SOLUTION 
CLAMPED FOR ALL o 
SUPPORTED FOR 7 =0-3 


20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 


Pa2 
7 Dh 


Figure 1 
Values of & showing w,/h against P a?/7 D h. 


The displacement u in the plane of the plate will be given by the expression (2. 6) 
where as B, A and C are given by (3.2), (3.3) and (3.4) respectively. 
Proceeding exactly as before 


Baer! 
F = + {7 + loga 


(H — 1) Ho(x a) — 1] 


H I,(a a) — aa I;,(x à) 


(4 a ee [Lo(a a) — En ® a? a? h? | 


2 2 
Te [H I(x a) — aa I,(aa)]® 
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and the equation to determine « will be 


1 6 
(5) BEACDEXTE = -H [Ij(a a) — Kolaa) — 1] 
aDh) „aa, Iso) realer EU 
ii y + log des 1 MW i(aa) —oea I,(ea) = 
H2 2 42 > 
[# + Z-- ZZ] Inte a) — 1 


[H I,(a a) — aa I,(a a)]? 


The central deflection will be given by 


= ie „ea | (aa) + aa K,l@aa) + H Ky(« a) — 2\ 3.9 
"0 22D oe ne 2 H I,(a a) — «a I,(a a) Ir RE 
Again as « tends to zero equation (3.6) reduces to 

12 24°C ps 5 2] 
= = 2 2 log — SiO 
od 162D —— @ au 5 ( ) 


a well known result for small deflection. As « tends to infinity the same result 
(2.11) can also be obtained from (3.8) and (3.9) to give the central deflection for 
a membrane with supported edge and loaded at the centre. In the same figure 
referred to before w,/h has been plotted against P a?/x D h with o = 0.3. 

In conclusion, the author wishes to thank Prof. B. Sen, D. Sc., F. N. I. of 
Jadavpur University for his guidance in the preparation of this note. 
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Zusammenfassung 


Es werden die grossen Deformationen einer Kreisplatte unter zentrischer Ein- 
zellast nach der Methode von BERGER ermittelt. 


(Received: 11 November, 1960.) 
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Non-Steady Periodic Boundary Layer 


By Miss DurGa Roy, Calcutta, India 


Introduction 


For many years people are trying to study the periodic phenomenon of the wake. 

It is actually the periodicity of the wake for which it is needed to study the 
non-steady character of the motion. Calculations on non-steady boundary layer 
equations have been performed by many authors. BLastus [1]!) in 1908 first showed 
the approximation method of solving non-steady boundary layer equations. In 
the same year BoLTze [2] performed the calculation on steady boundary layer 
equations of an axi-symmetric body of revolution. It is however also very in- 
structive to study the development of boundary layer periodic in time. In the year 
1932, SCHLICHTING [3] found out a solution periodic in time by the approximation 
method of the two dimensional non-steady boundary layer equations. In this paper 
the same method is applied to find out a solution periodic in time of non-steady 
boundary-layer equations of an axi-symmetric body of revolution. The only dif- 
ference is that in this case a different series expansion for the stream function is 
taken. 


Boundary Layer Equations and its Solution 


It is shown in the case of two dimensional periodic boundary layer that the 
successive approximation method may be used in cases when the amplitude of 
oscillation is small compared with the dimensions of the body. This condition is 
satisfied in the two dimensional case. It can be easily verified that this is satisfied 
in the axis-symmetric case too. 

The boundary layer equations of an axially-symmetric body of revolution are 


given by, 
Ou Ou Ou 1 Op Ou 0 0 
= — adie’ = a = 0. 1 
Ne Co Mado A oi) (1) 
where 7(x) is the radius of the cross-section of the body of revolution. 
The equations (1) are to be solved with the boundary conditions, 


PORT = UT, yao, 24 Ur, 1), (2) 


where U(x, t) denotes the potential flow about the body of revolution. 
The pressure impressed on the body follows from the non-steady BERNOULLI 


equation, À ae ae 

WO 3 

o 0x 01 ur On| (3) 

Applying the general approximation method (1) infinding out a solution of the 
non-steady boundary layer equations we can write 

u(x, y,t) = ol, y, 1) + myx,» À) à (4) 


1) Number in brackets refer to References, page 366. 
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Thus from (4) and (1) we obtain the first and second approximation equations 
which are given by 


OU CRT OU Ou, du oU 0 OU 
: y DRE 1 er ks u 2 208 5 
ot Oy? a Cie oo ir EC 0 ) 


with boundary conditions 
y= 0, w=um=0, y= oo, 4 = U(x,t), m=O. (6) 
Let us take the potential flow to be periodic in time, 1.e. 
ONE SEN ee 


We define 7 = y Vn|v a dimensionless quantity. 


ets 2: 
v A : 
vo 9,8 = [2 uote) r bola) ei (7 
hence, 
OU, v OP dy 
Uy = U, Cheint, = ae TE weni 2 Ub gen Z (8) 


From (8), (5), and (6) we get 
with boundary condition 
= Qe ps Oe Gh tl der, 
The solution of (9) is given by 


Taking the real part we get 


Uy = U [eos = exp(——) cos(nt valk (11) 


For the second approximation let the stream function be of the form 


PE OU, , 
ys, yt) = PE LU FE i ee a 


U2 dy | 


+ CT ETC) (12 


From (7), (8), and (12) we write the real expression for up, vp, and wy, i.e. 


ONE nd ste =" = PE ae OU, U. or 
went her, y= VEetnrg {O04 D am 
Os a 2int =r ; = 
We on ee + Cie Seiner to aa 
We why ; = d & 
+ Se aes sas Cine 2 wt res Pies (13b) 
Using (13), (5), and (6) we get 


) / I 1 
Et ee Co Go) » (14) 
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=. EU 


+ oy III So So 


ZANG — sig = 5 ; (15) 
<r 1 1 Sah) Saif. \ 1 = El = " 
= 7 a ne (Co So + Lo Co), (16) 
| Pret 
nd lle ee (17) 


The normal and tangential components of the periodic contribution must vanish 
at the wall, whereas at a large distance from it only the tangential component 
vanishes. 

Equations (14) and (16) are exactly the same as in the two dimensional case so 
the solutions are known. Equations (15) and (17) are solved actually. Putting 


n = n/y2 
VE 7 


eel (lS pt (il 
i ay 70 Ze 
wig exp[— 27 (1+72)]4 à expl- V2 (1 +5)]. (18) 
5 1 , . 7 F “ r 
Da ry in Fr te] 
1 VA 2 / / 0 Va 
+ Ur — 1) +37 + 2)) exp[— (1 — 4) 71, (19) 
he = ia = 0 BE Ge =); Sa a at = oo. ] 


It is found that only the boundary conditions at the wall can be satisfied, and 
that at a large distance the tangential component is finite but not zero. 

Thus from the second approximation we see that at a large distance from the 
body i. e. outside the boundary layer the velocity does not vanish. 

Its magnitude is given by 


Pa LE 0 
4n ° Ox 2nv dx° 


el a) = (20) 

So we see the remarkable result that a potential flow which is periodic with 
respect to time induces a steady secondary motion at a large distance from the 
wall of the body of revolution. This steady secondary u, is composed of two terms 
and this w, is the same as in the two dimensional case if we neglect the second 


term of it. 
Its magnitude given by equation (20) is independent of the co-efficient of 


viscosity but depends on the shape of the body, i.e. the radius of the cross-section 
of the body of revolution. 
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Zusammenfassung 


Es wird die nichtstationäre Grenzschichtbewegung an einem Rotationskôrper 
untersucht und die Störungsgeschwindigkeit bestimmt. Ähnlich wie im ebenen Fall 
verschwindet diese in grösserer Entfernung nicht und ist stationär. 


(Received: November 29, 1960.) 
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Die Fernrohre und Entfernungsmesser. Von A. Königs und H. KOHLER 
(Springer-Verlag, Berlin 1959, 3. Auflage). 475 S., 471 Fig.; DM 88.-. 

Es handelt sich um eine durch H. Köhler vollständig neu bearbeitete Auflage 
des bekannten Buches von A. Könıc. Der erste und umfangreichste Teil behandelt 
zunächst die theoretischen Grundlagen und dann die wichtigsten heute gebräuch- 
lichsten optischen Systeme, wie Hand-, Beobachtungs-, Zielfernrohre, geodätische, 
feinmesstechnische, astronomische und photographische Fernrohre und enthält 
ausführliche Tabellen über Linsenobjektive, aplanatische Spiegelsysteme und Oku- 
lare, ebenso wurden mit einer gewissen Vollständigkeit die verschiedenen Prüf- 
methoden aufgenommen. Nach einem kurzen zweiten Teil über Mikrometer, der 
praktisch unverändert aus den früheren Auflagen übernommen wurde, folgen noch 
die verschiedenen Typen von optischen Entfernungsmessern, wie sie für militärische, 
geodätische und andere zivile Zwecke Verwendung finden oder fanden. Anhangs- 
weise finden sich noch Zusammenstellungen der wichtigsten Beziehungen der 
Gaußschen Dioptrik und der lichttechnischen Einheiten, ebenso ein Abriss der 
Geschichte des Fernrohres und Literaturangaben. Das Buch, das weder zu sehr auf 
technische Einzelheiten noch auf theoretische Entwicklungen eingeht, stellt eine 
ausgezeichnete und empfehlenswerte Einführung in die praktische Optik dar. 


E. ROTH-DESMEULES 


Sammelband zur statistischen Theorie der Turbulenz. Mit Beiträgen von 
À. M. KozmoGorov, A. M. OBucHow, A. M. JAGLOM und A. S. Montn. In deutsche 
Sprache übertragen von Dr. H. Gorrinc (Akademischer Verlag, Berlin 1958). 
229 Do, Ail done DIN 25,00: 

Die statistische Darstellung der Turbulenz der Strömungsfelder von Flüssig- 
keiten und Gasen ist in den letzten 15 Jahren durch die grundlegenden Beiträge 
von G. T. TAYLOR, VONKARMAN, HEISENBERG, KoLMoGoRov und anderen weit- 
gehend entwickelt und gefördert worden. Ein massgeblicher Anteil kommt den 
russischen Arbeiten zu. Da über diese Veröffentlichungen in den bis heute erschie- 
nenen zusammenfassenden Abhandlungen und Lehrbüchern oft nur sehr spärlich 
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berichtet wird, ist es lebhaft zu begrüssen, dass der Akademische Verlag, Berlin, 
einen Sammelband über die bedeutendsten russischen Arbeiten herausgegeben hat. 
Die Übersetzung ist in klarer Formulierung durch Dr. Herbert Goering ausgeführt 
worden. 

Unter den wiedergegebenen Publikationen befinden sich die grundlegenden 
Arbeiten von A.M. OBucHow über die statistische Beschreibung und Struktur 
turbulenter Felder. Ferner die Notizen von KoLMocorov über die Entartung 
isotroper Turbulenz in einer inkompressiblen Flüssigkeit sowie die Zerstäubung 
von Tropfen in einer turbulenten Strömung. Schliesslich gebührt der Arbeit von 
A. S. Monin und A. M. OBucHow über die fundamentalen Gesetzmässigkeiten der 
turbulenten Vermischung in der bodennahen Atmosphäre besondere Erwähnung. 

R. SÄNGER 


Wirbelströme und Schirmung in der Nachrichtentechnik. Von H. Ka- 
DEN (Technische Physik in Einzeldarstellungen, Bd. 10) (Springer Verlag, Berlin 
1959).,354.5., 195 ADD. DM 66. 

Das vorliegende Buch ist eine vollständig umgearbeitete und ergänzte Neuauf- 
lage der 1950 erschienenen Monographie «Die elektromagnetische Schirmung in der 
Fernmelde- und Hochfrequenztechnik». Alle Untersuchungen sind für stationäre 
Wechselfelder durchgeführt. Fussend auf den Maxwellschen Gleichungen in Vektor- 
schreibweise und unter Benutzung angepasster Koordinatensysteme, werden in 
zwölf Kapiteln etwa folgende Probleme durchgerechnet und Näherungsverfahren 
dazu abgeleitet: Wirbelströme in Blechen, Drähten und Kugeln; Schirmwirkung 
metallischer Hüllen gegen äussere magnetische Wechselfelder in Form von zwei 
parallelen Platten, Hohlzylinder und dünnwandiger Kugel aus magnetischem und 
unmagnetischem Material; Rück- und Schirmwirkung metallischer Hüllen gegen 
linear polarisierte elektromagnetische Wellen (Radar); metallische Hüllen mit 
innerer Felderregung, zum Beispiel koaxiale Leitung, Doppelleitung und Stern- 
vierer mit koaxialem Metallmantel, Spulen in Metallhüllen ; mehrschichtige Schirme 
aus verschiedenen Metallen; Durchgriff von elektrischen und magnetischen Feldern 
durch Spalte, Schlitze und Löcher, was zu Kopplungen zweier Leitungen benutzt 
wird (Richtkoppler der Mikrowellentechnik) ; Wirkung begrenzter offener Schirme; 
Schirmwirkung von Drahtgittern; Schirmung gegen Störströme bei Durchfüh- 
rungskondensatoren, Doppelkontaktbuchsen und -federn; Kopplungswiderstand 
von Leitungsschirmen (wichtig für das Nebensprechen). Das Schlusskapitel orien- 
tiert über wichtige Eigenschaften der Zylinder- und Kugelfunktionen. 

So reichhaltig auch der Inhalt erscheint, es hat alles einen starken innern Zu- 
sammenhang, was das Studium einer Einzelfrage sehr erleichtert. Das Buch dient 
aber nicht nur dem Theoretiker, sondern durch seine zahlreichen numerischen 
Diagramme und Tabellen ebenso dem praktizierenden Ingenieur, der mit Schir- 
mungsaufgaben zu tun hat. Dem Buch ist eine recht weite Verbreitung zu wün- 


schen, denn in seiner Vollständigkeit und Abgeschlossenheit steht es wohl einzig da. 
H. WEBER 


Report on the Algorithmic Language ALGOL 60. Von PETER NAUR 
(Acta Polytechnica, Copenhagen 1960) 40 S.; Sw.-Kr. 7.-. 

Die algorithmische Sprache ALGOL wurde geschaffen, um Rechenprozesse 
der numerischen Mathematik in einer Form zu beschreiben, welche einerseits 
möglichst lesbar sein sollte, andererseits aber die automatische Übersetzung in ein 
Maschinenprogramm durch den Rechenautomaten selber erlaubt. Der vorliegende 
Bericht enthält, ausser einigen einführenden Bemerkungen, die definierenden Re- 
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geln der Sprache in konzentrierter Form und ist keineswegs als Einführung für 
den Benützer gedacht. Es handelt sich im übrigen um einen Abdruck aus Nume- 
rische Mathematik 2, 106 (1960). PB. LAUCHED 


VIII. Internationaler Astronautischer Kongress - Barcelona 1957. 
Berichte — Proceedings — Comptes rendus. Herausgegeben von P. J. BERGERON, 
W. von Braun, K. A. EHRICKE, F. Hecut, J. MARIAL, E. SANGER, K. SCHUTTE, 
L. I. Sepov, L. R. SHEPHERD, S. F. SINGER. Schriftleitung F. HEcHT (Springer- 
Verlag, Wien 1958). VII + 607 S., 233 1a, Gil Tabs Slee, zs 

Der VIII. Kongress der Internationalen Astronautischen Féderation (Barcelona, 
6.-12. Oktober 1957) fand statt unmittelbar nach dem Start des ersten Erdsatelliten 
«Sputnik I» (4. Oktober 1957), dem erfolgreiche Abschüsse weiterer Satelliten 
folgten. Es war sowohl technisch wie geschichtlich eine sehr interessante Zeit- 
periode von angestrengten Bemühungen um den effektiven Beginn der Raumfahrt 
im Rahmen des Internationalen Geophysikalischen Jahres 1957/58. 

Einen interessanten Einblick in den Stand der damaligen Arbeiten vermittelt 
der vorliegende Bericht. Er enthält 46 Beiträge in deutscher, englischer, franzö- 
sischer, italienischer und russischer Sprache, jeweils begleitet von anderssprachigen 
Zusammenfassungen. Die behandelten Themata lassen sich etwa folgendermassen 
einteilen: 

I. Allgemeines über Astronautik — Referate über wissenschaftliche und tech- 
nische Ziele der Raumfahrt, wie u.a. Erforschung von Sonne, Planeten 
sowie von intelligentem Leben auf Planeten; 

Il. Erforschung der hohen Atmosphäre — Resultate der Atmosphärenmessungen 
durch Ballone und Ballontechnik; 

III. Raumfahrt- und Astro-Physik — Schutzmassnahmen gegen Andruck, Dyna- 
mik der Raumkörperbewegungen und die zugehörigen Berechnungsmethoden 
sowie Programmierungen, relativistische Raketenmechanik, Meteoriten, 
Fragen hoher Temperaturen sowie Untersuchungen von Räumen mit Da- 
seinsbedingungen für belebte Organismen (Ökosphären); 

IV. Raumfahrttechnik — Probleme der Rückkehr von Satelliten, Steuerung, 
Stufenprinzip, Lastenoptimalisierung, Projekt einer dreistufigen bemannten 
Kleinstrakete «Meteor- Junior»; 

V. Raketenantriebe — Stabilität der Flüssigkeitsraketen-Motoren, Variation des 
Raketenschubes, Strömungen von Zweiphasengemischen, Nuklear- und 
Ionenantriebe; 

VI. Künstliche Satelliten — Studien über Gewichtsaufwand für Satelliten, An- 
wendungsmöglichkeiten von Satelliten zu Kommunikations- und Messzwek- 
ken sowie Feststellung und Beobachtung von Satelliten selbst; 

VII. Raumfahrtbiologie und -medizin — Herstellung des gewichtslosen Zustandes 
in Flügen, biosphärischer Index, Einflüsse einer totalen Sonnenfinsternis 
aufs Blut; 

VIII. Raumfahrtrecht — Entstehung von neuen Rechtsfragen durch die Raumfahrt 
bedingt. 

Die Vielfalt und der Umfang des Dargebotenen verunmöglichen es, hier auf die 
Einzelheiten einzugehen. Der interessierte Leser findet im Barcelona-Bericht reich- 
liches Studienmaterial, das einen zweckmässigen Anschluss an die inzwischen 
weiter vertieften bzw. neugewonnenen Erkenntnisse und Erfahrungen in Astro- 
nautik samt verwandten Gebieten gestattet. Eine sehr gediegene und übersichtliche 


Ser des Buches erleichtert das Studium wie das Nachschlagen der einzelnen 
eiträge. 


Z. PLASKOWSKI | 


Vol. XII, 1961 369 


Vibrations of Rotating Beams with Tip Mass 
By WırLıam E. Boyce and GEORGE H. HANDELMAN, Troy, N. Y., USA!) 


1. Introduction 


The problem of determining the influence of a tip mass placed at the free 
end of a uniform bar rotating at a constant speed about an axis at the other 
end and vibrating transversely to the plane of rotation (see Figure 1) has been 
considered previously [1]?). It was shown, through the use of Rayleigh-Ritz 
and Southwell methods, that the presence of the tip mass depressed the lowest 
frequency. For this case, then, the effect of the tip mass on the kinetic energy 
outweighs the contribution to the potential energy produced by centrifugal 
force. Dr. KURT HOHENEMSER, of McDonnell Aircraft Co., pointed out in an 
informal oral discussion that this result agreed with calculations made by his 
group for the lowest frequency. It appeared to them, however, that the second 
and higher frequencies behaved in the opposite fashion with an increase in 
tip mass raising these frequencies. Furthermore, he suggested that frequencies 
higher than the first are of more direct concern to the designer of helicopter 
blades. 


1 
ik Yxt) | aM 
> ae 
X X+4X I x 


Figure 1 


Rotating beam with tip mass. 


The purpose of this investigation is an attempt to analyze the effect of a 
tip mass on frequencies higher than the first. It will be shown that asymptotic 
or singular perturbation methods can be employed to give information even in 
the case of variable flexural rigidity and variable mass distribution for high 
speeds of rotation. The uniform beam can be studied more explicitly through 
these methods as well as by ordinary perturbation techniques, upper and lower 
bound estimates based on the Rayleigh-Ritz approach, and an extended 


1) Department of Mathematics, Rensselaer Polytechnic Institute. 
2) Numbers in brackets refer to references page 391. 
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Southwell procedure [2]. The general beam will be considered first and the 
detailed analysis for the beam of uniform section will be discussed later. It 
will be seen that these methods allow one partially to verify Dr. HOHEN- 
EMSER’S remarks. 

The asymptotic or singular perturbation method is partly an extension and 
partly a special case of a general theory developed earlier by Moser [3]. An 
attempt to provide a broader extension of MosEr’s work on general linear 
differential equations is now being carried out by Professor JOSEPH B. KELLER 
of New York University and one of the authors of the present paper. The 
chief difference between the problem considered here and the general one of 
[3] lies in the presence of the eigenvalue and expansion parameter in one of 
the boundary conditions. This boundary condition is due to the tip mass. 


2. The equations of motion 


The deflections of the beam are assumed to be sufficiently small that the 
ordinary, linear, Euler-Bernoulli theory can be applied; in addition, shear 
deformation and rotary inertia are neglected. Let us consider a coordinate 
system which rotates with the beam at the constant angular velocity Q (see 
Figure 1). The origin Ois at the clampedend of the beam, the x-axis sweeps out 
the plane of rotation, and y(x, £) measures the deflection out of the plane of 
rotation. Let EJ represent the flexural rigidity of the beam, @ the mass per 
unit volume, A the cross-sectional area, and M the mass of the bob. All but 
the last can be functions of position x in 0 < x </, where / is the length of 
the beam. 


q+4q 
À 


p+4p 
m+Am i ly 


L Ax = 


Figure 2 


Stress resultants on a typical beam section. 


The equations of motion can be obtained by considering an elementary 
section as shown in Figure 2 running from x to x + Ax. Let p(x, t) represent 
the tensile force at x, g(x, t) the shear force, and m(x, t) the bending moment. 
The equation of motion in the y-direction thus becomes 


OG ns 02y 
Ox = Or ’ (2.1) 
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and the moment equation about one end of the element is 

om oy 

—— D =). 22 
N (2.2) 


Ditferentiation of Equation (2.2) and substitution of Equation (2.1) yields 


02m Oma OY \ = 02y 
dx? Ox (2 oe) = A 012 ° 


From the Euler-Bernoulli law, m = EI 0?y/0x?; the last equation becomes 


0 Ory 0 CE 02y 
Ox? (ET 5) Ox (6 >) Q A Or 0 (2.3) 
The total tensile force at the section x is 
as 
px) = | old) AE) DEdE+ MIO. (2.4) 


x 


. The beam is clamped at x = 0 and hence satisfies the boundary conditions 
) = oy = 
y(0, t) = os (OU 


At the opposite end, the bending moment must vanish, or 


The final boundary condition is found from the equation of motion of the 
mass M in the vertical direction; namely 


} 
-g-M Arme). 


However, g may be eliminated in favor of m by means of Equation (2.2) with 


the result 


The Euler-Bernoulli law and the fact that #(l, t) = M 1.2? reduce this equation 
to the boundary condition 


0 dy 20 y OY. 2 
wy (ELS) MI = M at x=1. 


These equations can be simplified considerably by introducing harmonic 
oscillations y(x, {) = w(x) exp(iAt) and the new non-dimensional variables 
s = x/l and v(s) = w(x)/l. In addition, non-dimensional coefficients and para- 
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meters can be defined by 


I(l 
A) = E09) en 
ee 


where the maximum is taken over the range 0 < x </. It should be noted 
that 0 <e(s) <1 on 0<s <1. The quantity B? is the non-dimensional 
eigenvalue which is being sought, «? is the non-dimensional speed of rotation, 
and y? is the mass-ratio whose influence is to be examined. 

The final eigenvalue problem can now be stated as 


GN en (+ if r(0) o do + 2) = Brr(s)v, 0<s<1, (2.5) 
v(0) = v'(0) =0, (2.6) 

W(1) = 0, (2.7) 

{e(s) 0") — po vi =p fev, at s=1, (2.8) 


where primes denote differentiation with respect to s. The problem is thus to 
find the eigenvalues f? and, in particular, to examine their dependence on the 
parameters « and y?. A closed form solution is, in general, almost impossible 
to find. For the general case, then, an asymptotic or singular perturbation 


method, appropriate for large values of «?, that is, high speeds of rotation, 
will be used. 
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3. Application of a singular perturbation method 


It is clear that a straight-forward application of a perturbation procedure 
in terms of 1/4? is not possible, for the lowest order term arising from Equation 
(2.5) must then satisfy a differential equation of the form 


— a2 (» ik odo + N) = B*7(s) 2 


which is of second order in the dependent variable v. On the other hand, 
since all four boundary conditions remain, the problem is over prescribed, and 
has no solution. Similar questions have been discussed rather generally by 
Moser [3] using an asymptotic solution. His analysis does not include the 
present case in which the eigenvalue and expansion parameter appear in the 
boundary conditions. Nevertheless, his method can be extended to the case in 
question at the expense of a little more algebraic manipulation. 

Let us first set &= 1/0? and u = B?/x?; Equation (2.5) becomes 


N: 


e (ev”)" — Ê fee ao do + #1) —ur(s) 0 


The term reduced equation will refer to the second order equation which results 
when e is set equal to zero. The appropriate parameter for expansion is not & 
itself, but one which depends on the difference in the orders of the original 
differential equation and the reduced equation; namely, n = e!?. 

The basic differential equation becomes 


12 (eu («| IR nad) are: 84) 


boundary conditions (2.6) and (2.7) remain unchanged; whereas, Equation (2.8) 
is transformed into 


(ev) -PuU=--yYuvats=l. (32) 
One seeks a solution of the form 
ols)= B (s; n) exp{y-* sat | 
(3.3) 


= À B,ls) nn exp {nt h(s)}, Bi(s) #0. | 
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Substitution of this function into Equation (3.1) and division by exp {7* h(s)} 
yields the following equation arranged in terms of ascending powers of 7: 


1 
se | h4B—h"? | / r(a) o do + | 1 | 
7 hi 


i Loewen Ba sem zen ars 
7 


& / r(a) odo + r) (h" B+ 2h’ 2] 


Ss 


(3.4) 
aE È eh k"BL3ch"2B+12eh h"B'+6eh?2B"+6ehh"B 


1 
screens || foirdn +) à 


Ss 


+nyfeh"" B+4eh" B'+6eh"B'+4eh B"+2eh"B 
+6eh" B’+6e'h' BY+2e"h' B’+e"h" B] 
+m{eB""+2e BY +e" BY)—-prB=0. 


Since the coefficient of each power of 7 must vanish independently, and 
B,(s) + 0, it follows from the first term that 


Eu TL 
ern frere) <0. 


Ss 


Thus there are four solutions for h’; namely, 


ae E (/ jf 
a te r(o) o do + y? N 


which can be integrated directly when the mass distribution is known. It is 
important to observe that h,(s) < 0 and LS) = O tors Sere) 
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Corresponding to each value of h is a solution v(s) which will be written in 
the form 


U, = 9 + 9 Was + Pum. + + R, (~h,) , 
Us = Ugg + 4 Ugy + M Us + + 7° Rg, (~ hi), 
V exp (y~* hz) = exp (n-' hg) (Up + mu + °° + 77° S,) (~hs) , cat 
W exp (— 4-* hs) = exp (— n-1hg) (wo+mw+-+nT) (Ah) 


Moser [3] has shown that U,, U,, V, W will form a fundamental system of 

solutions of (3.1). Furthermore, the remainder terms R,,, R,,, S,, and T, are 
functions of s, 7, and « which can be estimated by 

0! | | oO! 

A T | Os! 


oe A EE REP ER TS 

ds! lo 20 | Ost ~o | | Ost © o 
frrOss<sland/=(,..., 3. This holds if 7 is sufficiently small and w is in 
the interval | u | = u* where u* > 1 is any fixed number. The constant C, is 
independent of s, 7, and «u and the fundamental system is infinitely differen- 
tiable with respect to sin 0 <s <1 and analytic in w for | w| < u*. 

_ The equations satisfied by U;;, V;, W; can be found by substituting into 
Equation (3.4) and equating coefficients of like powers of 7. It is readily seen 
Con == Al, 2, 7e— OM ne? 


Ss 


nl / 
= / r(o) odo + | “ +(eu, 9)" = UT Uy, - 


Equations satisfied by v, and w, can be found in similar fashion. 
The general solution is 


v = AU, + BU, + CV exp (n-1h;) + DW exp (— 971 hz) , (3.6) 


where A, B, C, D are constants to be determined from the boundary conditions. 
Inserting Equation (3.6) into the boundary conditions (2.6), (2.7), and (3.2) 
leads to a set of four linear, homogeneous, algebraic equations in the unknown 
coefficients A, B, C, and D. The subsequent fourth order determinant guaran- 
teeing non-trivial solutions yields the secular equation from which the eigen- 
values can be found. 

In order to simplify the structure of this determinant, for the present, at 


least, let us set 
[V exp (4-1 hs)]™ = V, exp (m! hs), 


enr re ep (is) et 1s 255 


376 WILLIAM E. Boyce and GEORGE H. HANDELMANN ZAMP 


hee Ne u - 
ve hs az N hy Ka N (hs Van 2 h, Va, 
= ni AV + 4-? (3h, hy V + 3:3" V") 


save 
M=-n',W+W, (3.7) 


Wy = n-2h2W— 4 (WM W+2MW')+W", 
Wy = — n-2hi2 W + n-? (GMA W +32 W’) 
— (BAW 43h WE RW) + W". 


The determinantal equation thus becomes 


| U,(0) U, (0) 
| AG) U;(0) 
“=| yo exp {n-1,(0}  V(0) exp {7-1 hg(0)} 
W(0) exp {— 7-11,(0)}  WA(0) exp {— 7-2 A,(0)} 
el) WO PAU) ye Uy) Uy (1) 
? fe(1) ULM) — y? UL) + yw Ut) Us (1) - 
T,(1) V2(1) exp {7-1 h3(1)} 
T,(1) W,(1) exp {--12,(1)} | 
where 
= [pP {e(1) Va(1) + e’(1) D} — Pl) + y? w V()] exp {yh (1)} 
and 


To(1) = [oP fell) Wa(1) + e/(1) WEN} y2 Will) + 7? u WÜ)] exp {— 1 hg()} 


The factor exp 7-1 {h3(0) — h,(1)} can be taken outside this determinant 
by Pa the third row by exp > 7 !h3(0)} and the fourth row by 
exp {71 h3(1)}. The first two elements in the third row no longer contain an 
exponential aa whereas the third and fourth elements contain the factor 
exp !{h,(1 (0)}. Similarly, the first two elements of the fourth row 
contain this RR, factor; whereas, the last two elements have no expo- 
nential a Since /,(s) is a decreasing function, the terms containing 
exp 71 {hg(1) — h,(0)} will vanish exponentially while the other terms will 
either es or decay algebraically. Consequently, the terms with exponential 
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factors may be dropped and the determinant A replaced by A’ containing 
zero in each of these entries. 

The determinant A’ can be most conveniently expanded by the third row 
yielding 


= V(0) exp 7-1 {h,(0) — h,(1)} x 


U;(0) a? [e(1) My — y? U{(1) + y? x UY) U! (1) | 
| U3(0) a? let) UZ)’ — UL) + y? a UAC) v0) 


| 9,0) 9? (ell) ur] — Ui) +72 ge Ut) Uy (1) 
| U,(0) 7 [e(1) UZ (1)]’ — y? US (1) + y? u U,(1) U; (1) 


| 0 le) Bl) + el) MU) — Wi) +» WA) W;() | 


‘Upon substituting Equations (3.5), and (3.7), one observes that the dominant 
term in A’ is of the order 7~%. Hence multiplication of A’ by n? will leave each 
of the determinants with positive powers of 7 only. 

If the common factor exp 7~1 {h,(0) — h,(1)} is dropped, the determinants 
may be expanded to give the following eigenvalue equation 


PE) et ee ee (= 0, (3.9) 


where one sees from MoseEr’s result on the behavior of the fundamental 
system of solutions that there exists a constant C, such that | R,(y, u) | < C, 
for all 7 > 0 sufficiently small and | |< u*. Furthermore, each of the 
functions (u) ,..., F,(u) is an analytic function of n in this region. 


4. Evaluation of the zero and first order terms 


Despite the generality of the coefficients, it is possible to make some 
explicit statements concerning the eigenvalues, at least through zero and first 
order terms in the asymptotic expansion. Since the functions F,,..., /, are 
analytic in u and, as will be seen, F, has only simple zeros, Equation (3.8) can 
be inverted in the form 


But ant FUN PT To 


where, again, the remainder term is bounded. It will be shown that sufficient 
information can be obtained about u, and u, to shed some light on Dr. HOHEN- 
EMSER’s statement concerning the frequency behavior. 
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The differential equations satisfied by the functions w,, have already 
been stated. In addition, the initial values of the functions and their first 
derivatives can be prescribed provided only that these conditions yield inde- 
pendent functions. For this purpose, one may set 


(0) =0, WON) =1; 4200) = 1, 0) = 9, 
W,(0)=0, 4,(0)= 15 4,0) =—1, u,,(0) = 0. 
One then finds, upon expanding Equation (3.8), that 
Fu) = h4(0) Vo(0) 452(1) Wo) {— y? ul) + Yu Uy9(1)} - 


Since (0) + 0, h3(1) + 0 and V,(0) and W,(1) can be chosen so as not to 
vanish, F(u9) = 0 becomes 


u) + all) 0. (4.1) 
In addition, 
4 j 
“(J A do Ji = TU NOTES EMILE (4.2) 
and | 
4010) = 0 (4.3) 


Equations (4.1), (4.2), and (4.3) form the eigenvalue problem which describes 
the motion of a heavy flexible string, carrying a mass at one end, rotating 
about the other end in a horizontal plane, and vibrating transversely to the 
plane of rotation. The differential equation is precisely the reduced equation, 
and the boundary conditions are those which would arise from retaining the 
first of Equations (2.6) and (3.2) with 7 = 0. Thus the singular perturbation 
method has selected from among the original boundary conditions those which 
are appropriate to the zero-order problem. 

The n eigenvalue of the problem defined by Equations (4.1), (4.2), and 
(4.3) will be denoted by u” . Inspection shows that #,, =s is one of the 
eigenfunctions of this problem corresponding to the eigenvalue = 1. This is 
indeed the lowest eigenvalue since #,, = s vanishes only at the boundary s = 1 
(see [4]). Therefore 


u) = 1 corresponding to up =s. 


Unfortunately, the zero order term for the lowest mode yields no information 
about the dependence on y since it is independent of this parameter. It is 
therefore necessary to examine ul. 

The solutions for higher modes are unfortunately not as obvious as the 
first; however, it is possible to obtain the behavior of u® for large order n. 
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Since eigenvalues » of a differential equation of the form 


(pu) +tvou=0,;, o<s<r 


2 1 Lou? x 
lim — = Af) i) 5 
N—>0O Vy TT” : p 

0 


then for the problem in question 


satisfy [5] 


He => 1 1 = = 1/2 (4.4) 
ROME | fr) do + 2 ds 


Equation (4.4) shows that as y? increases, |” will also increase. Therefore, for 
sufficiently high speeds of rotation and sufficiently high modes of vibration, 
the natural frequencies will be increased if the ratio of the tip mass to the 
beam mass is increased. 

Let us now return to the computation of the first order term u,. Carrying 
through the necessary algebraic calculations in Equation (3.8), the function 
F(u) can be found. The work can be considerably simplified, however, by 
observing that a solution of the form u = u, + y, is desired and the functions 
F, and F, are analytic in w. Thus a solution of 


Fy (Uo + 9 fy) + 9 E (Uo + N fy) = 0 


is to be found. Applying a Taylor-series expansion and keeping only the first 
two terms yields 
OF, 3 
Folio) + + m Ela) = 0. 


Since Folio) 0, 
_ _ Filo) _ 
2 TA 
Op 


In order to find w,, one need only evaluate 
F(tto) = Vo(0) 47(1) Wo(1) LP? 160 (1, Mo) + 7° Ho M20 (À, Ho) 


OF (Uo) = h, 


(0) h?(1) Vo(0) Wo(1) (4.5) 


du Ou | 
- ie a (1, do) + y? #0 (1, Wo) + 7? Ho AI (1, Ho | ; 


The function A(u,) has been found by expanding A’ and making use of 
Equations (4.1) and (4.2). 
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It is not necessary to determine the functions #, and 0w,,/04 explicitly 
since Equation (4.5) can be rewritten in terms of #,, alone. The derivatives 
with respect to the eigenvalue can be found by considering a perturbation 
procedure. If one writes 

b= fot dt, 
then 

Yo (S, 4) = 410 (S, Mo) + Ou(s) , 

and 

y = wo (S, Ho) 

us) = DRE. 
Applying the usual perturbation expansion to Equations (4.2) and (4.3), one 
obtains 


/ 1 / 
(J ro do + r) Hut) + Hot Wo(s, Mo) =9, old, Ho) = 0, 
5 (4.6) 


M 7 © do + 7) u'(s) | 


Multiplying the second of Equations (4.6) by u:,(s, 4), integrating from 0 
to 1, applying integration by parts, and the first of Equations (4.6), we find 
that 


i? 


AU VAS), ET US ge OG BO) = 0. 


1 
Myo(1, Lo) y2 w'(1) — wig (1, pao) y? all) sod r u2,(s, Lo) ds = 0. 
0 
Now %9(5, 49) also satisfies the boundary condition 


“ol, Lo) = Mo #o(1, Ho) 
Thus 


1 
Uyo(1, Lo) 7? [4 (1) — My #(1)] + / 4 wo(s, Ho). ds =0 
0 


and hence 


OF 2 7 / D ru 
9 mo ro rm || ré à ep 


Similarly the terms in A(u,) Involving #20(1, u,) can also be written in terms 
Of U49(S, Ho), for ap satisfies 


1 it 
( rodo+ | Ueols, ni] + Lo? U30(S, Ho) = 0. 


S 
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Multiplying by 7,9(s, 49) and integrating from 0 to 1, one finds 


1 A| ! 
/ Uy9(S, Lo) Il / rodo+ | Ua9(S, | ds 


ù 


1 


+ Ho / 1 Uy9(S; Lo) Ho, Mo) ds = 0. 
ù 


If this expression is integrated twice by parts and the boundary conditions 
U4,(0, Mo) = U30(0, Lo) = 1 applied, the desired expression for #9 is found to be 


1 


i rodo-+ y? 
— paul (1, Alk = À 
y Et Lo) + Lo Y? Uso( Lo) PAC) 
Now 
1 1/2 
h,(0) = — [e(0) i MT 1 
0 
Therefore 


0 fl yo do + | 
MY Eee - : (4.7) 


“ r Ui9(S, Ho) ds + y? Uio(1, Ho) 
0 


Thus the linear term can be expressed entirely in terms of the eigenfunction 
of the reduced problem which in itself was required for the zero order problem. 
It is interesting to note that the denominator in Equation (4.7) is essentially 
to total kinetic energy of the string and added mass which is the physical 
counter-part of the reduced problem. 

For the lowest eigenvalue 


Hi = : (4.8) 


Observing that 
1 1 
[reds > [ rstds 
0 0 


it is easily seen that du,/dy? < 0 and hence u, is a decreasing function of y?. 
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From the two term asymptotic expansion for w it follows that for suffi- 
ciently high speeds of rotation the lowest natural frequency decreases as the 
tip mass is increased. Furthermore, the limits obtained in Equations (4.4) and 
(4.7) when y? approaches zero are finite. Thus the problem for the beam without 
tip mass can be studied as an interior limit problem. It cannot be handled 
directly by the singular perturbation method since the underlying theorem 
requires that the coefficient of the leading term of the reduced equation shall 
not vanish in the closed interval 0 <s <1. 

Finally, the Southwell lower bound technique [6] yields as a lower bound 
for the lowest eigenvalue, 

ea re 


where » is the lowest eigenvalue of the problem 
nal): =a Oele 
»(0) = 7 (0) = 0, vwi=0, 
nv) - yo 2 yyv at s=1. 


Thus a one term asymptotic expansion will be a lower bound for the eigenvalue. 
On the other hand, the second term in the asymptotic expansion contains a 
factor which is linear in 1/7 whereas the Southwell bound does not. Hence for 
small 7, the asymptotic result will exceed this bound. 


5. The uniform beam. Singular perturbation methods 


More specific results can be obtained for the case of the uniform beam 
since the reduced problem is then capable of explicit solution. In this case 
e(s) = r(s) = 1 and the boundary value problem becomes 


227 1 { 
n° v = [v Eu +7) UV’, O22 Rab; | 
v(0) = »'(0) = v"(1) =0, ee 
Pu" — yy’ =—yPuv at sl. | 


The reduced problem now takes the form 


[Res + rl] = mo, O<s<l, 
(5.2) 
U49(0) =0=— %o(l) +4 4ro(l) : 


| In order to solve the differential equation in problem (5.2), let us rewrite 
it in the form 


{(L— s? + 2?) 9} + 2p ty) = 0 
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and set x = s//1 + 22. Under this transformation the differential equation 
becomes 


4 [y _ ya duo) , à = 8 1 
PR ile De Se on (5.2a} 
or LEGENDRE’S equation. Setting 
R(k+1)=2p (5. 2b) 


the solution satisfying #,6(0) = 0, du4)(0)/dx = 1 may be written in terms of 
the Legendre function P,(x) and the associated Legendre function Q,(x) as 


sn ae = = x | Ss = 
Ai YVi+27 
k+1 
kx r'| 2 | Ss 
== C aa EN L rm . 5% 3 
TC. 


The eigenvalues y, can now be found by applying the second boundary con- 
dition in Equations (5.2). It should be noted that even this is somewhat 
awkward since the Legendre functions are not of integral order unless y? = 0. 
There are, however, several techniques which lead to very close approximations. 

Upper bounds for the eigenvalues can be found from the Rayleigh-Ritz 
technique. The standard methods of proof [7] will show that the lowest eigen- 


value is given by 
al 


A -s2+ 2%) w? ds 
0 

2 4 = min i 

fu? ds + y? w?(1) 

0 


where the only requirements on w are piecewise continuity of the first deri- 
vatives and w(0) = 0. The second boundary condition in Equation (5.2) will 
appear as a natural boundary condition. In fact, the resulting natural boundary 


condition is actually 


lim (1 — s?) w’ + 2 y? [w'(1) — u w(1)] = 0. (5.4) 
si 
The limit term is of no importance except in the case y? = 0. Furthermore, if 
one derives the basic equations of the original rotating beam problem from a 
minimum principle, a similar limiting condition, guaranteeing no logarithmic 
singularity at s = 1, appears in the natural boundary conditions. 
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Since the solution of the eigenvalue problem given by the differential 
equation and first boundary condition in (5.2) with y? = 0 and the second 
boundary condition given by Equation (5.4) is an odd Legendre polynomial, 
a trial function for the minimum principle has been taken as 


w = a P,(s) + b P,(s) + c P,(s) . 


Here P,, P;, P, are Legendre polynomials and the coefficients a, b, c are 
to be found from the minimizing condition. The lowest root of the resulting 
cubic equation is the lowest eigenvalue. The other two roots are upper bounds 
for the second and third eigenvalues. The upper bound for the second root as 
a function of y? is labeled RAYLEIGH-RITZ in Figure 3. 


10:0 


9:0 


80 


Figure 3 
Approximative eigenvalues of the reduced equation as a function of tip mass. 


A second method of approximation makes use of a truncated power series. 
It is more convenient to transform the equation into the form (5.2a) with k 
defined by (5.2b). The solution which satisfies #,9(0) = 0 and u,,(0) = 1 can be 
written as the hypergeometric series 


ty = at I 1m BHA Bom) (RD R= 2m 4) oes 
m=1 


(2m + 1)! 


Differentiating this series and substituting the results into the second boundary 
condition yields an equation involving k and even powers of the quantity 6 
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defined by u 1 
zn 


Terms of order 6% have been neglected and the resulting equation solved for 
6? as a function of k. The inverse function can be found from the graph of the 
solution. The final results are marked Truncation in Figure 3 where it should 
be noted that the exact solution for y? = 0 is 6.0. 

A third method is appropriate for small values of the added mass ratio and 
consists of a perturbation scheme in y?. For this case, expansions of the form 


x co 
Ho = N w,(2 m ’ u en (2 es 
n=0 n=0 


are taken. In order to take the case of the lowest order term, corresponding 
to y = 0, it is necessary to consider the boundary condition at s = 1 in the 
form given by Equation (5.4). Save for this remark, the procedure is com- 
pletely standard and will therefore not be discussed in detail. 

It is found that the coefficient of the y? term vanishes and the solution for 
the second eigenvalue up to terms of order y* is 


u = [6 + 420 4 + 0(y9)]. 


As indicated in Figure 3, the results are only good for small values of 22. 
The same procedure has been applied to the n eigenvalue where it has again 
been found that the y? term in missing, and the coefficient of y* is positive 
provided that n = 2. Consequently, for small values of y? the 1 eigenvalue 
4, is an increasing function of y? for n = 2. Recalling that u, is the first term 
of the asymptotic expansion, we find a somewhat stronger result than that 
found for the beam with variable section; namely, for high speeds of rotation 
and small ratios of tip mass to beam mass, the second and higher frequencies 
increase with the tip mass. 
Asymptotic solutions for large y? can also be obtained by setting 


il js M 


A 
é PF a y? 


and seeking solution in the form 


= 2 2 2 „2n 
De, a Di, 2 ; 
n=0 n=0 


valid for small values of e. The resulting differential equations have constant 
coefficients and the first two terms in the perturbation series can be readily 


found. The n!* eigenvalue (n = 2) is given by 


Uo = 2 (n — 1)2 x? y? + E + ln 1)* x | re ak 


ZAMP XII/25 
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It should be noted once again that forn > 2, the eigenvalue is an increasing 
function of y?. Thus our conclusion previously found to hold for small ratios 
of tip mass to beam mass is now seen to be valid for very large ratios. The 
results for n = 2 are also plotted in Figure 3 and are seen to be reasonably 
good even for moderate values of y?. 

Finally, for the sake of completeness, Equation (4.4) for high order modes 
has been evaluated for this special case for n = 2. One should not expect good 
agreement for the approximation in this case, but Figure 3 indicates that the 
results are not completely unreasonable. 

Once fg has been determined, the function wp is fixed by Equation (5.3), 
and the second coefficient u, in the asymptotic expansion can be found by 
evaluating Equation (4.7). This calculation leads to the results shown in Table 1 
on this page. 


Table 1 
First mode Second mode 
y? a Basy Buy y | x Basy | Bury 
0 2 2-87 4:10 0 5 14-34 25-34 
4 4-95 5.45 10 26-67 33:32 
6 6:98 7:16 15 38-95 43-34 
i 7:99 8:10 0-25 5 (CHAN 22°12 
0-25 2 2:64 3°25 10 3 33-59 
4 4:68 4-85 15 45-35 46-23 
6 6:70 6:70 0:50 5) 20:40 23-49 
0:50 2 2°53 2:93 10 36:50 36-74 
4 4:56 4-60 115) 52:43 51-56 
6 6:57 6:46 1-0 5 26-44 25:46 
0:75 2 2-46 2-65 10 46:32 42.92 
4 4:49 4-40 15 65-87 61-63 
6 6-50 6:30 


In this table Bysy is calculated from the two-term asymptotic series, and 
ne 2) 11/2 
Buy = ey (8; + Bi 


where 97 and fi are lower and upper bounds, respectively, for ß2, found by the 
methods of Section 6. An inspection of the table reveals that the asymptotic 
results are valuable even for fairly small values of «. In general, the larger the 


tip mass, and the lower the mode of vibration, the better will be the asymptotic 
approximation. 
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6. The uniform beam. Upper and lower bounds 
on the second eigenvalue 


In the case of the uniform beam, a method previously used in [2] can also 
be applied to yield upper and lower bounds for the second eigenvalue for this 
case in which there is a tip mass. Since the technique has been explained in 
detail in the earlier reference, a brief outline only will be given here. 

Ihe Rayleigh quotient for the eigenvalue problem set by Equations (25) 
to (2.8) for the case of the uniform beam is 


ee Div) _ Div, v) 
es H(v) — H(v,v) 
where 
1 1 


D(u, v) = / DS Ee / vu (1—s? +2») ds, 


0 0 


H(u,v) = | vu ds + y? v(1) u(1). 
0 
The following minimum principle can be proved for the lowest eigenvalue; 


namely, 
BP? = min R(u) 


where # has a piecewise continuous second derivative and satisfies boundary 
conditions (2.6). The minimizing function is the first eigenfunction and satis- 
fies Equations (2.7) and (2.8) as natural boundary conditions. Corresponding 
principles can be proved for the n'* eigenvalue; and, on the basis of these, the 
Rayleigh-Ritz method can be applied. 

Thus, using the admissible function 


u=ast+tbs?+tcs* 


in the minimizing principle with a, b,c as free parameters leads to a cubic 
equation in the approximate frequencies. Each of these roots, in turn, is an 


upper bound to the three lowest eigenvalues. 
Lower bounds can be found by a generalization of SOUTHWELL’s method 


based on a minimum principle for the sum of the first n eigenvalues [8] which 
states that if the eigenvalues are ordered according to increasing magnitude, 
D =f, chen 


Diff =, min, (Diba da) +--+ Did dal 


=A 
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where the d, are admissible functions for the minimum principle also satis- 
fying 


Consequently, 


RE min, SDildo d+ min Day) (60 


where 


m 
fen 


D ,(u, u) = / u"*ds, D,(u, u) = Br a? / u? (1 — s? + 2 y?) ds 


6 0 


and the y, satisfy only the single boundary condition p;(0) = 0, but are other- 
wise admissible functions fulfilling A(y,, y;) = 0;;. 
It is easily shown that 


min I Date d,) = Du 
LV tel i=1 
where u; are the eigenvalues of the system 
DW Ve 1, 
20) = @’(0)=0, 
w"(l)=0, wi (1) +wy w(l) =0. 


This problem corresponds to the non-rotating beam with tip mass; and, 
having constant coefficients, can be solved by direct methods. Clearly the 


eigenvalues u depend on y but not on «. On the other hand, it can be shown 
that 


min ID, (y, y) = 3 


Vie 


where v} are the eigenvalues of the reduced problem, Equation (5.2), written 
in the form 


[A —s? + 2y2) w] +2. w=0 


a : 
»(0)=0, lim (l= 3? + 27) to! — 232 2 w(1) = 0) 
Equation (6.1) then yields the lower bounds 


Bazin, PSE ii + jè + v + 
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or 


9 > 


2 2 ee 
Bo 2 oy + Wy +t + 9% 


By 
where f? represents an upper bound to ?. 

The results of evaluating these bounds for the second eigenvalue are shown 
in Figure 4. It should be noted that the bounds are rather close. Indeed, the 
ratio of the difference between the upper and the lower bounds for ß, to the 
mean value is less than 6% for all values of « and y shown. The dependence of 
the eigenvalue on y? is clearly exhibited in these bounds. For the non-rotating 
beam, &? = 0, the higher the tip mass the lower the frequency. As «? is increased, 
however, the situation is reversed. This cross-over in behavior takes place first 
for the higher values of y?. 


Figure 4 


Frequency versus speed of rotation for several values of typ mass. 


It should be noted that for y? > 0, there is a value of « beyond which the 
lower bound curve rises above the upper bound curve for y? = 0. Hence this 
calculation proves that for sufficiently high rotational speeds the second 
eigenvalue is an increasing function of the tip mass to beam mass ratio. 


7. Additional effects 


Certain additional effects can be traced without too much difficulty. If, 
for example, the tip mass is of finite size, its rotary inertia can be analyzed in 
the following manner. Let x be the radius of gyration of the tip mass about 
its own center of mass. Then the boundary condition which leads to Equation 
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(2.7) must be replaced by 


me! 


Er sa (pe) =0. = he 


On , 
If the same substitutions are used as before with the additional parameter 
k = x/l, Equation (2.7) should be replaced by 


7? e(1) v"(1) — y? À? y v'(1) = 0. (72 


The problem which is then to be examined by an asymptotic expansion consists 
of the differential equation (3.1) and boundary conditions (2.6), (3.2), and 
(7.1). The change in boundary conditions effects the analysis only in the last 
column of the eigenvalue determinant. The last column in the two determinants 
appearing in the expansion of A’, Equation (3.8) becomes 


nD) nur, (0) e(L) — Bu Dm (1) 
ED) el 7 eu D 7? tes (1), 
e(1) W2(1) W(1) — e(1) {hl (1) WÜN) + 2%/(1) W'(1)} + 7? e(1) W"(1) 


ER u . LT wi) + wi). 


The dominant term in the determinants is now of order 7? rather than 7° as 
in the previous case. Consequently multiplication of A’ by n? will change the 
determinant to one in which the entries contain non-negative powers of 7. The 
first two entries of the third column remain the same, whereas the last element 
becomes 


n e(L) HEC) WÜN) — (1) 92 {A0(1) WL) +2 301) W/M} +P e(1) Weil) 
+ VER u h(1) W(1) — n y? RuW'(). 


In the previous expansion of A’ through the first two terms, the only 
contribution from the third column came from the term h/2(1) W,(1) appearing 
as a factor. This is still true in the modified expansion except that this factor 


is replaced by y? 24 h;(1) W(1). Thus the functions Æ(u) and F(u) in 
Equation (3.9) become 


Fo(u) = h3(0) Vo(0) y? À2 u hs(1) WA) {— y? voll, u) + y? 4 Myo(1, u)}, 
Eu) = V,(0) y? R2 M h3(1) Mill Us9(1, Ko) + Y? Mo Mao(1, Lo)} - 


Since u = 0 is a trivial solution only, as can be seen from the Rayleigh quotient 
for example, lo 15 unchanged. Furthermore the presence of u in the multipli- 
cative factor in Æ(u) does not add an additional term to OF(uo)/0u since 
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{= y? uo(l, Mo) + Y? Uo Mro(1, Ho)} = 0. Consequently, 


F, (to) 


ee of OF) | 


| Na) 
will also be unchanged. 

The foregoing analysis thus shows that the rotational inertia of the tip 
mass does not affect the first two terms in the asymptotic expansion and con- 
sequently will not change the conclusions regarding general behavior drawn 
from these two terms. 


8. Conclusion 


Several methods for obtaining approximate solutions to the eigenvalue 
problem posed by the transverse vibrations of a rotating beam carrying a tip 
mass have been considered. These include asymptotic representations in terms 
of the rotational speed and upper and lower bound methods based on minimum 
principles. In the first case, explicit formula are given for the first two terms 

-and the lowest eigenvalue is determined to within quadratures which depend 
only on the section properties. Higher frequencies have been explicitly calcu- 
lated for the uniform beam as well as upper and lower bounds on the second 
frequency. 

These results show the following behavior with regard to the question 
raised by Dr. KURT HOHENEMSER on the influence of tip mass. For high 
rotational speeds and general section properties, the lowest frequency decreases 
as the tip mass is increased; whereas, for sufficiently high modes, the frequency 
increases with the tip mass. In the case of the uniform beam, upper and lower 
bound analyses show that the latter statement is true even for the second mode. 
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Zusammenfassung 


Es werden die zur Rotationsebene normalen Biegeschwingungen eines rotie- 
renden Stabes mit Endmasse studiert; insbesondere wird im Anschluss an eine 
frühere Arbeit, die sich auf die Grundschwingung beschränkte, der Einfluss der 
Endmasse bei grösseren Winkelgeschwindigkeiten auf die höheren Eigenschwin- 
gungen untersucht. Dabei werden Störungsmethoden und asymptotische Nähe- 
rungen in Verbindung mit den klassischen Verfahren von RAYLEIGH-RITz und 
SOUTHWELL angewendet. Für Stabe veränderlichen Querschnittes wird nachge- 
wiesen, dass für Eigenschwingungen genügend hoher Ordnung und hinreichend 
grosse Winkelgeschwindigkeiten die Eigenfrequenzen durch die Endmasse erhöht 
werden. Für Stäbe konstanten Querschnittes werden numerische Schranken an- 
gegeben, welche dieses Resultat bereits für die erste Oberschwingung beweisen. 
Dieses Verhalten steht im Gegensatz zu demjenigen der Grundschwingung, deren 
Eigenfrequenz durch eine Endmasse stets erniedrigt wird. 
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Méthodes de calcul des milieux hétérogènes multiplicateurs de 
neutrons. — Application à un système de 5 sources de neutrons 
au plutonium-beryllium dans un modérateur de graphite’) 


Par PAUL Gavin, CHARLES MANDRIN et BERNARD VITToz, Lausanne?) 


1. Introduction 


L’assimilation d’un milieu heterogene A un milieu homogene ne peut se 
faire que sous les conditions suivantes: 
a) Le milieu heterogene est finement divisé en cellules identiques. 
b) Le libre parcours moyen des neutrons rapides et thermiques est au moins 
du méme ordre de grandeur que les dimensions de la cellule. 


) Subside du Fonds National Suisse de la Recherche Scientifique, N° A 183. 
) Laboratoire de Génie Atomique de l'Ecole Polytechnique de l'Université de Lausanne. 
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Examinons un milieu constitué d’un petit nombre de parcelles fissiles dis- 
posées dans un moderateur homogene. Nous appelons «parcelle» un corps homo- 
gene, fissile, ralentisseur, capturant et de volume relativement faible par 
rapport au modérateur. L’hypothése a) (division fine en cellules) n’est pas 
satisfaite. On peut chercher à appliquer la théorie élementaire de la diffusion 
en considérant que chacune des parcelles et le modérateur externe forment 
autant de milieux homogènes. Ces milieux homogènes doivent être couples, et 
les conditions aux limites auxquelles on aboutit sont inextricables, sauf dans 
quelques cas très simples. 

FEINBERG [1]*) évite ces difficultés en négligeant le volume des parcelles 
fissiles, et en les assimilant à des sources de neutrons ponctuelles, linéaires, ou 
planes. L’intensité de ces sources peut être positive ou négative, le signe 
dépend du caractère dominant (fissile ou capturant) de la parcelle. Le flux de 
neutrons engendré par de telles sources est facile à calculer en un point quel- 
conque d'un modérateur infini; en utilisant le principe de superposition, on 
peut connaître le flux de neutrons total en tout point de ce modérateur. 

Nous proposons [2] un autre procédé de simplification. Le milieu est 
constitué de n parcelles fissiles de volumes non nuls. Isolons une parcelle 
désignée par l'indice k dans le modérateur infini. La théorie élémentaire de la 
diffusion s’y applique sans peine si la parcelle a une forme simple. L’adjonction 
des n — 1 autres parcelles fissiles modifient le niveau de flux et le taux des 
fissions à l’intérieur de la parcelle k. Nous supposons que le système est en 
régime permanent. Il est possible de représenter l'influence des # — 1 autres 
parcelles sur k par des «sources auxiliaires de couplage» placées à proximité de 
k. En appliquant la théorie élémentaire de la diffusion à la parcelle k isolée, 
mais entourée de ses sources auxiliaires de couplage, on obtient une carte de 
flux approximative, qui est suffisamment exacte à l'intérieur de la parcelle 
fissile, et à proximité immédiate de celle-ci. 

Les deux méthodes ont trouvé une application lors de l'étude d’un socle de 
graphite destiné à l'assemblage sous-critique de l'Ecole Polytechnique de 
l'Université de Lausanne (EPUL). Ce socle contient 5 sources de neutrons 
Pu-Be, et il était essentiel de montrer qu’un tel ensemble est bien sous-critique. 

Les calculs numériques montrent que les deux méthodes sont en bon accord 
si l’&cartement des sources est grand. Par contre, pour des positions rapprochées, 
la seconde méthode néglige certains effets d’ombres, et surestime de ce fait le 


taux de fissions. 
2. Méthode de Feinberg 


2.1 Methode de couplage 


La methode de FEINBERG [1] neglige le volume des parcelles fissiles. Ceci 
revient A les assimiler 4 des points, des lignes ou des plans. Ces éléments 


3) Les chiffres entre crochets renvoient à la Bibliographie, page 414. 
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géométriques ont la propriété d’émettre des neutrons rapides, et d’absorber 
des neutrons thermiques et de résonance. Le ralentissement des neutrons 
rapides dans la parcelle est neglige. 
La parcelle fissile désignée par l'indice k emet: 
yx: neutrons rapides par seconde par suite de fissions; 
4x: neutrons rapides par seconde par suite de réactions indépendantes du 
flux de neutrons environnant (fissions spontanées, réactions (x; n), etc.) ; 


et absorbe: 
i,: neutrons thermiques et de résonance par seconde. 


Nous avons: 
fr = Nk te» Ger = Cle, Jr = Yet Wak - (1) 


nombre de neutrons de fission émis par la parcelle k. 


he = 7 A 
Ik ~~ nombre de neutrons absorbés par cette méme parcelle. 


y,: nombre de neutrons émis à la suite d’une fission. 
Me = Vx Aalen). 

Les parcelles d’indice 0, 1,...k,... sont disposées dans un modérateur 
homogène et infini. Le flux thermique en un point quelconque du modérateur 
est donné par: 


@,,(r) = > Ik F( Te r',|) — ty (| Te r,|); (2) 


F (| r — r, |) est le flux thermique produit en r par une source unité de neutrons 
rapides placée en r,: 


Fr + rn) = qu (rt — re |) Me — ee) 4, (3) 


Gin (| r* — r, |) est la densité de ralentissement thermique produit en r* par 
une source unité de neutrons rapides, placée en r,, et f (| r — r* |) est le flux 
thermique engendré en r par une source unité de neutrons thermiques, placée 
en r*. Notons en passant que la dépression due aux absorptions est représentée 


ici sous la forme d’une source négative de neutrons thermiques, et que ce 
formalisme suppose 


— que le modérateur n’est pas absorbant, 
— que les captures de résonance sont négligeables. 

Ces deux restrictions ont été levées par FEINBERG. Nous les laissons de côté, 
pour examiner comment ce modèle de calcul très simple peut s'appliquer à un 
système réel, où le volume des parcelles n’est pas nul. 

Les couches périphériques de la parcelle fissile exercent un effet d'ombre 
sur les zönes internes, où les neutrons thermiques ont plus de peine à pénétrer. 
De ce fait, le taux d'absorption 7, ne dépend pas seulement du flux thermique 
qui existe dans la région de la parcelle, mais aussi des dimensions et de la 
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nature de celle-ci: 
1, = ——" (4) 


O(R,): flux thermique dans la région de la parcelle. Ce flux est supposé égal 
a celui qui régne a la surface de la parcelle réelle de volume non nul, de 
rayon R,. 

Ye: coefficient d’absorption, à déterminer pour un élément isolé dans un 
modérateur infini. Le calcul de y peut se faire, par exemple, par une 
theorie élémentaire de la diffusion, ou en se basant sur des résultats 
experimentaux. 


Cette méthode rend trés bien compte non seulement des effets d’ombre dans 
une méme parcelle, mais aussi des effets d’ombre réciproques entre parcelles. 
Toutefois, ceci suppose que celles-ci sont effectivement trés petites par rapport 
aux distances qui les séparent, et par rapport aux libres parcours moyens des 
neutrons. En effet, les masses capturantes ont été artificiellement concentrées 
en un point (ou une ligne, ou un plan) et la correction introduite par l’utili- 

sation de sources négatives ne suffit pas pour rétablir parfaitement l’allure 
réelle de la courbe de dépression. 

D'autre part, il a été implicitement admis que le flux thermique à la surface 
d’une parcelle est uniforme. Cette hypothèse ne se justifie que si elle est de 
dimensions relativement petites. 

On admet également que tout l’espace a les propriétés de ralentissement du 
modérateur proprement dit. En fait, les parcelles fissiles, qui modèrent les 
neutrons d’une manière différente, occupent un volume non nul. Ici encore, il 
faut les supposer petites. 

Selon les relations (1), (2) et (4): 


St Uk F(r;3) = iy) u On = > Jak F(r,,) > (3) 


a Her: qe 


Ö;, est le symbole de KRONECKER: 


L’équation (5) est valable pour la parcelle n° 7; nous pouvons écrire n — 1 
autres équations pour les n — 1 autres parcelles, ce qui forme un système 
linéaire de n équations aux # inconnues ?,, proportionnelles au flux qui règne 
à la surface des parcelles correspondantes. En résolvant, on trouve: 

— Le taux d'absorption de tous les éléments fissiles. 

— Le taux d'émission de neutrons rapides. 
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- En régime permanent, le facteur de criticalité, que l’on peut definir par: 


> Irk 


ee 6) 
S Irk Sr Gar 


je 


— En régime permanent le flux rapide, la densité de ralentissement thermique 
et le flux thermique en tout point. 


En posant que le régime permanent peut étre établi en l’absence des sources 
4, on obtient la condition de criticalité: 


ll te Pun) fae) Vane EU (7) 


Dans ce cas, N, est négligeable devant N, et, en faisant tendre le rapport 
N,/N; vers 0 dans l'équation (6), on voit que f tend vers 1. 

En régime surcritique, la théorie élémentaire de la diffusion, qui exprime 
un bilan stationnaire des neutrons, ne s’applique plus; en pratique, on obtient 
dans ce cas des flux négatifs, qui n’ont naturellement aucun sens. Par corollaire, 
le fait d'obtenir des flux positifs indique bien que le système est en régime 
permanent. 

Le système linéaire à n équations et inconnues se simplifie notablement si, 
parmi les n parcelles fissiles, p sont identiques, et sont disposées d’une manière 
symétrique. En effet, il y a alors p équations identiques, et le système se réduit 
à l’ordre n — p + 1. 


2.2. Calcul du facteur y, 
Nous avons: 
D(R. 
er (8) 


Uy 


et 
1 = [Zu Br av, (9) 
Vip 


où l'indice 2 se rapporte au groupe de neutrons thermiques. 
yx ne dépend que des propriétés de la parcelle fissile ,. On peut donc deter- 


miner ce coefficient en appliquant la théorie à deux groupes à la parcelle k, 
isolée dans le modérateur. 


2.3 Calcul de la fonction Mr; 5) 


Dans l'équation (5), le terme — 7, Î(r;,) représente l’effet en r, d’une source 
negative de neutrons thermiques en r,, d’intensité totale — 1, n/sec. 

La fonction /(7,,) se calcule en appliquant la théorie de la diffusion à une 
source de neutrons thermiques isolée dans le modérateur. Pour fixer les idées, 


Vol. XII, 1961 Méthodes de calcul des milieux beterogenes multiplicateurs de neutrons 397 


supposons que les parcelles fissiles soient des sphères très absorbantes: dans ce 
cas, les absorptions ont lieu principalement sur la surface de la sphère, et il 
convient de représenter la source negative de neutrons thermiques sous la 
forme d’une coquille sphérique mince, de rayon R, et centrée en r,. Dans ce 
cas particulier, on trouve en accord avec GLASSTONE et EDLUND [3] (p. 129, 
tableau 5.95): 


esse ata tele lin — Ry | . Vix + Ry ]\ 
Mr à 8x Rrr;r Dag Fe | Ll, | ei I= el a 


D,, et L,, sont le coefficient et la longueur de diffusion du modérateur externe; 
pour simplifier le problème, nous admettons que ces caractéristiques nucléaires 
sont également valables à l'intérieur de la sphère, où se trouve le mélange 
fissile. 


2.4. Calcul de la fonction F(r;,) par la theorie de l'âge (figure 1) 
Reprenons l'équation (3), en posant r, = 0. 


Da, 
fa 
ji di r 


E N X— parcelle j 


\ 

A 
\ parcellek ) Pig |= 
y RE, 
za Ny ae 


= 


= - r* 
er 
Figure 1 
Signification des symboles employes. 


On obtient alors la relation simplifiée: 


F(r) = | dule*) Mr — rt |) ar (11) 


Considérons A nouveau le cas particulier d’une parcelle fissile ponctuelle. Selon 
GLASSTONE et EDLUND [3], p. 180 [6. 138. 2]. 


Be Hd 
Gn(r*) =a ran 2 2 


t = âge des neutrons thermiques dans le modérateur externe. 


Il y a symétrie sphérique de centre k, donc: 


ao 7 Agr dre 
D’autre part, en se référant a la relation (10) on a: 


L ide) | 12 
ie ae ea ee 
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_ Lexp © 9”) 
Pa 2 Va 2 a 


avec y = Va(x + bJa) et erf(y) = fonction d'erreur. 
Après substitutions, on obtient: 


2.5. Utilisation directe des résultats de la théorie à deux groupes pour 
déterminer F(r) et f (r — r*). 


Nous avons vu qu'il fallait de toute façon appliquer la théorie à deux 
groupes à la parcelle k isolée pour déterminer le facteur y,. Ce calcul permet de 
trouver directement F(r) ou f(r). En posant r, = 0 dans l'équation (2), et en 
considérant une seule source, il vient: 


Plt) = gx Fr) — % Hr) , (16) 
d’ou: 


Fir) = Pal) 5 ie) (17) 


_ x F(r) — Pn) 
fr) k i = th ‘ 


(18) 


M % sont calculés à l’aide de la théorie à deux groupes, appliquée a une seule 
source, de même que le flux thermique ®,,(r). Le coefficient g,, est donné. 
(Production imposée de neutrons, par réaction (x; n) par exemple.) 

En utilisant la relation (17), on peut trouver F(r), A condition de calculer 
f(r) à l’aide de (10). De même, l’&quation (18) permet de déterminer /(7), en 
supposant que F(r) est connu par la relation (15). On préférera naturellement 
éviter les applications numériques laborieuses imposées par la relation (15), ce 
qui impliquera le calcul de f(r) par (10). 
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3. Méthode des sources auxiliaires de couplage 
3.1. Emploi d'une source auxiliaire de couplage 
La méthode proposée ici considère des parcelles fissiles de forme simple: 


— sphères, 
— cylindres de longueur infinie, 
— plaques d’étendue infinie. 


Soit le cas simple de deux parcelles fissiles, isolées dans un modérateur 
infini (modèle I). Pour fixer les idées, supposons qu'il s’agit de deux sphères 
identiques (figure 2); les raisonnements seraient analogues pour des cylindres 
ou des plaques disposées paralèllement. 


milieu modérateur infini 


Figure 2 
Modele I. 


Nous utilisons une methode approximative de substitutions, qui permet 
d’exprimer les conditions aux limites sous une forme simple. Pour cela, nous 
avons recours A un système fictif représenté par le modèle IT, constitué par une 
seule sphère fissile, isolée dans le graphite et centrée en Cy (figure 3). En plus 


milieu modérateur infini 


Figure 3 
Modèle II. 


de la matière fissile, et afin de tenir compte de l'effet de la parcelle 1 dans le 
modèle réel, cette sphère comprend: 
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— Une source fictive de neutrons thermiques, infiniment mince et uniformément 
répartie sur la surface de la sphére. Les neutrons sont émis selon une distri- 
bution angulaire isotrope, à raison de S,, n/cm?sec. 

— Une source fictive de neutrons thermiques, uniformément répartie dans tout 
le volume de la sphère 2, isotrope également, et émettant S, n/cm*sec. 


Ces deux sources forment ensemble la source auxiliaire de couplage (Source 
ADC). 

Les intensités S,, et S, devraient étre telles que le flux du modele II soit 
egal en tout point au flux du modele I. Gette exigence est impossible a satis- 
faire, parce que le modèle II présente une symétrie sphérique centrée sur C2, 
ce qui n’est pas le cas du modèle I. 

A l'intérieur de la sphère 2, au voisinage immédiat de celle-ci, et dans les 
régions où la sphère 1 n’exerce que peu d'influence, il est possible de faire 
coïncider approximativement les deux répartitions de flux. Appelons «zone 
d'influence» de la sphère 2, ce domaine où la substitution par le modèle II est 
correcte en première approximation. 

De même, dans la zone d'influence de la sphère 1, une carte de flux appro- 
ximative s'obtient à l’aide du modèle III, qui découle du modèle II par per- 
mutation des centres C, et C, (figure 4). 


milieu modérateur infini 
Pah ARS 


EA RE 


Figure 4 
Modele III. 


Le taux des fissions du modele II doit étre égal a celui de l’une des sphöres 
du modèle I, ceci résulte de l’&quivalence des flux. 


3.2. Détermination des intensités S,etS,, 


Dans le modèle I l'influence de la sphère 1 sur la sphère 2 se manifeste de 
deux façons: 


— En tant que sphère absorbante de neutrons thermiques, la sphère 1 diminue 
le niveau général du flux dans la sphère 2. Cet effet sera négligé ; nous revien- 
drons sur ce point sous chiffre 4. 

— En tant qu’émettrice de neutrons, la sphére 1 provoque une augmentation 
du flux et du taux des fissions dans la sphère 2. 
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; Dans le modele II, en premiere approximation, la source superficielle 
d'intensité S,, se substitue seule à la sphère 1. La source volumique d’intensite 
S, correspond à une correction que nous calculerons plus loin. 

Appelons: 


12 


2c 


le flux thermique supplémentaire induit par la sphère 1 dans la sphère 2 


(modèle I). Ce flux se superpose au flux 85°, que l’on rencontrerait 


dans la sphère 2 si elle était isolée dans le modérateur: ®,, = D? + @}; 

Der i flux thermique supplémentaire induit par la source superficielle 
d’intentise S,, dans la sphère 2 (modèle II). Ce flux se superpose à 
Oe Cae Pon 0° 

g, Je flux thermique induit par la sphère 1 du modèle III dans les environs 
dec; 

g* le flux thermique induit par la source superficielle du modèle IV dans les 


environs de Cy. 


Le modèle IV (figure 5) s'obtient a partir du modèle II, en remplaçant la 
sphère fissile par une sphère modératrice, de même nature que le modérateur 
-externe, et en posant S, = 0. 


milieu moderateur infini 


47 


Figure 5 
Modèle IV. 


L’équivalence des modèles I et II s'exprime sous la forme: 


12 12% m * 
2 c = Py. ou P,, = PY, 


dans toute la zone d’influence de la sphère 2. Donc pour la determination des 
taux de fissions, nous appliquerons les modeles II et III. 

La coquille-source d’intensite S,,, centrée sur C,, représente l’apport de 
neutrons en provenance de la sphere 1, étant entendu que l'intensité d’émission 
de cette derniére est renforcée par la présence de la sphére 2. Donc le taux des 
fissions dans la sphére 1 doit étre déterminé en considérant la sphere 1 isolee, 
mais entourée d’une coquille-source d’intensité S,, (modèle III). Ainsi, l’apport 
de neutrons en provenance de la sphere 1 se mesure par le flux y,, calculé selon 
le modéle III. Ce méme apport se mesure aussi par le flux p* déterminé par 


le modele IV. 


ZAMP XII/26 
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La condition d’équivalence de ces deux représentations s'écrit: 
g* =, dans toute la sphère 2. (19) 
g 


Les fonctions gy, et g* étant différentes, il est impossible de satisfaire a 
l'égalité (19) en tout point de la sphère 2. Cette difficulté peut être écartée en 
faisant la remarque suivante: par la forte absorption des parcelles fissiles, 
l'apport de neutrons fait sentir ses effets essentiellement à la surface de la 
sphére 2. C’est pourquoi il convient de remplacer (19) par 


Pr (R) = 9,{€») - (19 bis) 


Le premier membre de cette équation représente bien l'apport de neutrons 
de la sphère 1 à la surface de la sphère 2 (modèle IV); le second membre est 
une moyenne de cet apport a la sphére 2 (modele III). 

Dans ce qui précéde, nous avons tenu compte en particulier des neutrons 
créés dans la sphère 1, qui parviennent à l’état rapide dans la sphère 2 où ils 
se ralentissent. Il a été implicitement admis que les propriétés modératrices du 
mélange fissile sont celles du modérateur externe. Si tel n’est pas le cas, il en 
résulte un supplément (positif ou négatif) de neutrons thermiques crées a 
l'intérieur de la sphère 2. Nous représentons ce supplément par une source 
volumique uniforme de S, neutrons thermiques/cm?sec, S, pouvant être positif 
ou négatif. Conformément a la théorie de diffusion a deux groupes de neutrons, 
cette intensité s’écrit: Ne 

S, =D, Ba 3) 2 (20) 
Avec: 

1, flux rapide supplémentaire induit par la sphère 1 dans la sphère 2. Mais S, 
conduit a une correction relativement faible, ce qui autorise la determina- 
tion de ce flux par le modele III; 

2, section efficace macroscopique de ralentissement de la sphère fissile 2; 
2, section efficace macroscopique de ralentissement du modérateur externe. 


3.3. Application de la théorie à deux groupes aux modèles II, III et IV 


Pour le modèle III, les équations différentielles à l’intérieur de la sphère 1 
s’ecrivent dans la théorie à deux groupes: 


Die Die Die Pic + k Loc Doc + Sa = 0, (21) 


D, V2@,, — 2,8, + 2:,0,,+ S, = 0. (22) 
Indice 1: neutrons rapides, 
Indice 2: neutrons thermiques. 
S,: intensité volumique (en neutrons/cmisec) de la source de neutrons rapides 


qui est indépendante du flux environnant. Cette source est supposée 
homogène et isotrope dans tout le volume de la sphère fissile. 
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Les autres notations sont celles qu’utilisent GLASSTONE et EDLUND [3]. 
L'indice c se rapporte à la sphère fissile 1. 
Les solutions du système formé par (21) et (22) sont: 


Sin 1% Boa she Sees) 
DB. = =e 28 ee a ar Cai Sr 2 
rel ) Si, “a Se, r Die (À = 1) ( 2 
sinur _ shvr Sy + S 
Bal) = Ay. + By, —~ en (24) 
2, 


Nous utilisons les notations suivantes: 
sh sinus hyperbolique 
ch  cosinus hyperbolique 
th  tangente hyperbolique 
coth cotangente hyperbolique. 

Les quantités u,v, S,,,S,, sont définies par GLASSTONE et EDLUND [3] 
(page 242), A,, et B,, sont des constantes d'intégration. En se référant encore 
à GLASSTONE et EDLUND, il est facile de trouver l'expression des flux dans le 
modérateur: 


P,, = Di(r) = Ars exp v/L4q) ; (25) 
Denen 0 (26) 


Les conditions de continuité des flux et les conditions de couplage des 
courants de neutrons pour 7 = R s’écrivent: 


P,.(R) od P;,(R) ’ (27) 
D,.(R)=P;,(R), (28) 
ad _ [rs 
af ut], a 
db 0) a] _s 
De + D], = Su ma 


Par substitutions, on aboutit au systéme linéaire suivant: 


ea 
2. 1)1 


=) 


Xe 
Sie 


yy Cc 


YL zZ 
Sa A lg 


As, 


Bp, 


Ao, Xic + Ba. Malie S3y Zig Ar Zag = 2H DE 


Sy 
Az. Dz, Aa az Bas De Yaz = Ay, Dy, S3¢ Zr Ft Ay Dy, Zoe = 


€ c 


(31) 
A IDEEN 1 
Ag, Pre Aie Ar Bs, a Ay, D, Ze | 
Sin 
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avec > Shiny Ite _ shvR 
Se 


7 — R : er» 
u —R exp| Li | j Le a: exp | : 


Les indices se rapportent aux dérivées de ces expressions pour 7 = À. 

Appliquons ensuite la theorie de diffusion au modele IV. Ce systeme ne 
comporte qu’une source de neutrons thermiques; il suffit de considerer le 
groupe thermique. Soit @*(r) le flux thermique à l’exterieur de la coquille- 
source, et @*,(r) celui qui règne à l'intérieur de cette coquille. On obtient 
facilement les relations: 


+ —/ x < Ent É 

ph, ol) (32) 
RE den et 

Pec Age 2 sh( In ) = (33) 


Les conditions aux limites pour 7 = R s’écrivent: 


PAR) = PR), (34) 
dpi dos. Paes 
cela a + Peel “Gr Je = Su 2 


En combinant les équations (34) et (35), puis en procédant a quelques 
substitutions, on aboutit a la relation: 


il 
Sin = pz (A) De Q, (36) 
avec 
D 4 Zau {ch (R/Loy) sh (R/Lyy) 
0 = CARE 2 R + Dog AS, \ Teles à R? 78 \, 
; sh (R/L,, 
Xt, = ee 


Mais en vertu de (26) 


PalC2) = Pre (Co,) = 332 Ay, = Gale “| A,, assis a : 
0 


R, est la distance séparant les centres C, et C,. En j x 
: : substituant m, à m* d 
relation (36) on trouve: RR: Pe à pe dans la 


Sin 7 S3e Ans Q 


2 
tl OB (37) 
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avec an exp (— R He a) ex (— ROLE. 

Pa = 0/14 nr FSU o/ 29) 

à Zi9 Ry ; = Ps Z 9 Ro | 
Rappelons d’autre part la relation (20): 
on = Di (Cs) (24, = 2), 0 
Mais, en vertu de (25): 
te A et 
D (C 2) ae exp[ 7 | Ay Ling P, 
Donc: 
S, = Aj, Zeh (ae a (38) 


Les relations (37) et (38) permettent d’éliminer S, et S,, dans le systéme (31), 
qui se transforme ainsi en un systeme linéaire de 4 équations a 4 inconnues; 
en résolvant ce système, on trouve les 4 coefficients d’intégration 4,,, By,, Ay, 
et A,,; à l’aide de ces résultats, on peut déterminer la répartition des flux 


2g? 
dans le modéle III, et par symétrie, celle du modele II. 


3.4. Evaluation du taux des fissions dans une sphere fissile du modele I 


En vertu des hypothéses faites, nous avons: 


nes h[ BPs, Vv kl D 11 (39) 
volume d’une sphère volume de la sphère I 
du modèle I. dans le modèle III. 


N;: nombre de neutrons rapides émis par unité de temps par suite de fissions 
dans une sphere fissile. 


La seconde intégrale est facile à calculer à l’aide des résultats dont nous 


disposons. 


3.5. Généralisation de la méthode. Application à des systèmes plus compliqués 


Nous avons exposé en détail la manière de traiter le cas de deux sphères 
identiques, placées dans un modérateur infini. Il suffit de quelques modifica- 
tions pour adapter ces raisonnements au cas de n sphères quelconques, disposées 


dans un modérateur infini. 
Pour la sphère &, les intensités Sk et S* doivent être déterminées en tenant 


compte des influences des n — 1 autres sphères. On y arrive en remplaçant 
l'équation (19bis) par: 
S PralCax) = pYX(R); 7,k= Det (40) 
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De même l'équation (20) se généralise: 


Sr ed (41) 
7k 

Les relations (21) à (31) restent valables, mais toutes les grandeurs sont a 
munir d’un indice j, les propriétés nucléaires et géométriques pouvant varier 
d’une sphère à l’autre. Si les sphères sont toutes différentes, et si on les dispose 
sans aucune symétrie, le système linéaire (31) se transforme en un système 
linéaire d'ordre 4 n. L’élimination des S/ et des Sj, se fait d’une manière analogue 
à celle que nous avons exposée. 

Si, au lieu d’un ensemble de sphères, on considère des cylindres infiniment 
longs ou des plaques infiniment étendues, tout ce qui précède reste valable, à 
l'exception des fonctions X,,, Y1,, Z1,, Za,, et de leurs dérivées. Dans le premier 
cas, nous aurons des fonctions de BESSEL; dans le deuxième, des fonctions 
trigonométriques simples. 

Enfin, il est facile de voir que si parmi les 1 parcelles fissiles, # sont iden- 
tiques et disposées symétriquement, l’ordre du système linéaire (31) se réduit à 
4 (n — p +1). 


4. Applications numériques 
Milieu constitué de 5 sources de plutonium-béryllium et de graphite 
Comparaison des simplifications utilisées et de leurs conséquences 


4.1. Description du systeme étudié, choix des constantes nucléaires, étude d'une 
seule source 


Le socle de graphite de l’assemblage sous-critique de ’EPUL contient 
5 sources de neutrons au plutonium-beryllium; c’est un prisme d’axe vertical 
et de section octogonale. Les 5 sources sont logées dans des canaux horizontaux, 
la position radiale de chacune d’elles est réglable à volonté (voir figure 6). 


YIN 

es 

SRN 774 SRV LUD EEE DS 
Sees ses 

NN #44 NANNNAANX 77 NAN 
Sr. ES 


Figure 6 


Disposition des sources Pu-Be dans le socle de graphité. Elévation et plan. 
: écar S s. E 6: i a) i | 
0 artement des sources. En hachuré: coupe dans le graphite. En noir: coupe dans les sources. 
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Les caractéristiques des sources de neutrons sont les suivantes: 
— Intensité: 5 Curie x, 8 : 106 neutrons rapides émis par seconde à la suite des 
réactions (x; 7). 
— Composition: alliage métallique de 80 g de plutonium et de 60 g de béryllium. 
— Forme et dimensions externes: cylindres, ® 28,06 mm, longueur 51,30 mm. 
— Gainage: acier inoxydable et tantale minces. L'influence de ces enveloppes 
est négligée au point de vue neutronique. 


Pour le plutonium métallique massif, nous avons adopté les valeurs sui- 
vantes: 
Cop = 1104 barns, ‘6, — 787 barns, v= 2,88. 


Les constantes utilisées pour le béryllium métallique pur sont: 


t (âge thermique de Fermi) = L?,— 102,7 cm?, Z'£—0,1513cmt, 


CE 
Zavs th == 9.03 10 eem=* 0) —1.466m. 


Les notations sont celles de GLASSTONE et EDLUND [3]. Pour le graphite, les 
valeurs suivantes ont été choisies: 


t (age thermique de Fermi) = L?,— 365cm?, ¥,&=0,061cm-1, 


16>, = Silat, p> 


a 


„.th=0,327»10 82cm. 


2g 


Le plutonium étant fissile, il convient de s’assurer que le socle ne constitue 
pas en lui-méme un systeme critique. Il s’agit d’un calcul de sécurité, aussi 
les hypothèses simplificatrices seront choisies dans le sens d’une exagération 
du niveau du flux thermique, donc aussi du taux des fissions. Dans cet esprit, 
on peut supposer que le graphite occupe un volume infini, alors que ses dimen- 
sions sont de l’ordre du mètre. 

Il est difficile d'appliquer la théorie de la diffusion élémentaire à un cylindre 
fissile placé dans un milieu modérateur infini. C'est pourquoi il faut commencer 
par remplacer fictivement les sources cylindriques réelles par des sources sphé- 
riques équivalentes. Les conditions d'équivalence devront surestimer d’une 
manière certaine le taux des fissions. Nous étudions d’abord le comportement 
d’une seule source dans le modérateur graphite infini. 


Envisageons deux cas extrêmes: 
a) Le flux thermique est uniforme dans tout le volume d’une source. Le 


taux des fissions est proportionnel au volume de celle-ci, et la sphère équivalente 
doit avoir le même volume que le cylindre réel. 

b) Le flux thermique est grand près de la surface de la source, et subit une 
forte dépression à l’intérieur. Le taux des fissions est pratiquement proportion- 
nel à la surface de la source, et la sphère équivalente doit avoir la même surface 


que le cylindre réel. 
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Dans le cas a), la concentration en plutonium de la sphere equivalente est la 
méme que dans le cylindre réel. Dans le cas b), le volume de la sphere équi- 
valente est plus grand que celui du cylindre réel; nous maintenons la masse 
totale de plutonium à 80 g, si bien que la concentration de plutonium dans la 
sphére de surface équivalente est inférieure a la concentration réelle. On sim- 
plifie bien dans le sens de la sécurité, car on se trouve au-dessus du rapport 
optimum Noyaux de Pu/Noyaux de Be. 

Les constantes nucléaires utilisées sont indiquées au tableau 1. 


Tableau 1: Constantes nucléaires 


Sphere de volume Sphere de surface 
équivalent équivalente 
R = 1,9642 cm fie == PARA oral 
3 1/4 5o1em® Ve = 41,122 ems 
Nip 21027 
Dive 0,850 
L3, = 0,0694 cm? L$, = 0,0898 cm? 
23, = 1,008 cm2 2, =i5 41m 
k = 7) 77055 
=p=fal 
Bm? = 0,010242 cm ? Bm? = 0,010237 cm? 
In = SD one 


D,, = 1,18 cm 
6, == AN wane 
A = O47 2 Or 


Les équations différentielles de la théorie à deux groupes se résolvent 


aisément pour une sphére de Pu-Be dans un modérateur graphite. Nous avons 
défini: 
N, = intensité des neutrons émis par fissions = a | DI IDE GME Maio 


Ve 


N, = intensité des neutrons émis par réaction (x, n) = 8-108 n/s . 


N; 


facteur de critialité = - - 
/ Ny + Na 


A = facteur d’amplification due aux fissions = ae eats ; 
a 


Les résultats numériques obtenus sont indiqués au tableau 2 pour les deux 
équivalences étudiées: sphère de volume ou de surface équivalente. 
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Tableau 2: Une seule source 


Sphere de volume Sphere de surface 
equivalent equivalente 
N, (108 n/s) 1,166 1,280 
| i 0,127 0,138 
A 1,146 1,160 


Pour les raisons de sécurité invoquées plus haut, nous ne considérerons par 
la suite que la sphére de surface équivalente en remplacement de la source 
cylindrique réelle, le taux de fissions dans ce remplacement étant supérieur au 
taux de fissions de la sphére de méme volume. 


4.2. Cing sources, méthode de Feinberg 


Les cylindres étant remplacés par des sphères équivalentes, il est possible 
d'appliquer sans autre les méthodes décrites sous chiffre 2. 

Nous avons considéré le cas où 4 sources périphériques sont disposées d’une 
façon symétrique par rapport à la source centrale, et nous avons fait varier le 
rayon @ de cette couronne externe pour déterminer la position la plus dange- 
reuse (voir figure 6). 

La figure 7 représente la répartition du flux thermique obtenu en appliquant 
la théorie à deux groupes à une sphère Pu-Be isolée, de surface équivalente. 
Ce même calcul fournit : 


js = fa. Ze dV, = 6,233, 10°n/s; @®,.(R) = 6743nfcm°?s, 
Ve 


donc 
y =? = 0,0108 cm? . 


4 


Nous avons résumé au tableau 3 les principaux résultats de la suite des 


calculs. 

Les calculs numériques ont été exécutés conformément a la méthode exposée 
sous chiffre 3. On constate que l’utilisation de la théorie de l’âge (éq. 15) pour 
le calcul de F(o) donne des valeurs sensiblement différentes des résultats 
obtenus par l’&quation (17) (théorie à deux groupes). Ces différences se retrouvent 
lorsqu'on calcule les facteurs de criticalité. Il convient de remarquer que la 
théorie de l’äge néglige la présence du béryllium, tandis que la théorie à deux 
groupes en tient compte; nous avons ainsi mis en relief le rôle très important 


que joue le béryllium au point de vue de la modération des neutrons rapides. 
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19740 n/cm’ s 


| 
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| 
RES 


ee 
10 15 20 29 
am CN 
Figure 7 
Carte de flux thermique 
12 = Pla 1 source (80 g Pu/Be 8 - 10° n/s) Re 2,052 


Par la suite, nous ne considérons que le second cas, F(o) calcul& par la 
théorie à deux groupes, à l’aide de (17). 

Ces résultats sont en effet plus réalistes, et surtout tendent à surestimer le 
niveau des flux et le taux des fissions. 


Tableau 3: Cinq sources, méthode de FEINBERG 


Théorie de l’âge Théorie à 2 groupes | 
ie) Facteur de Facteur de 
“4 d'après (10) | „, ER ; criticalité | a, Fo criticalité 
. 10-2 cm? apres (15) | (mig) caloulé. | TPS 27) | Trio) calouie 
107 cm ? selon (15)] 107% cm? selon (17)] 
Zeil 1,146 14,74 0,155 27,59 0,321 
14,2 0,499 13,98 0,219 211558 0,327 
21,3 0,290 12,74 0,280 16,40 0,298 
28,4 0,189 11,45 0,277 13,16 0,266 
39,9 0,131 10,69 0,247 10,41 0,238 
42,6 0,0953 8,26 0,196 8,26 0,215 
49,7 0,0711 6,97 0,165 6,60 0,197 


00 0,000 0,00 0,0588 0,00 0,138 


UE AN ile Rene u, 
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4.3. Methode des sources auxiliaires de couplage 


Pour des raisons de sécurité déja invoquées nous adoptons ici les résultats 
obtenus pour des sphères de surface équivalente. 


L L 1 J 


2 5 70 15 20 25 


——— LCi 


Figure 8 
Répartition des flux thermiques ®,, en fonction de la distance au centre d’une sphère de plutonium- 
béryllium. R Rayon de la sphère. 1 Sphère isolée dans un milieu infini en graphite. Théorie élé- 
mentaire de la diffusion. 2 Sphére excentrée d’un systéme de 5 spheres disposées symétriquement 
dans un milieu infini en graphite: 0 = 7,1 cm (voir figure 6). Methode des sources ADC. 3 Sphère 
centrale du méme systéme. 


La figure 8 représente la répartition du flux thermique dans la zone d’in- 


fluence d’une source, pour 0 = 7,1 cm. 
Le tableau 4 présente quelques résultats de calcul pour la source centrale et 


pour les 4 sources excentrées, pour 0 = 7,1 cm également. 


Tableau 4: Cing sources, og = 7,1 cm 


Source centrale Sources excentrées 


[Bac Zr. dV, = 4,31 - 108 ns [Dre Zr. Ve = 4,01 + 105 ns 
Ve Ve 

N; = 8,85 - 10° n/s N, = 8,23 : 10° n/s 

N,+ Na = 16,85 - 10° n/s N,-+ Na = 16,23 - 105 n/s 


Pour l’ensemble des 5 sources: 

N, =:81,76 - 10%n/s 

ia, = Wyant 

A 22,0% 
a u ze) 


ea 
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Nous avons répété ces calculs pour d’autres écartements @ (voir figure 9 et 
tableau 5). 


05+ 
nel 
037 
f 02, 
| & | | and er _asymptote 
Te 1 L N NEL ne | en el 
10 20 30 40 50 60cm 
— > 


Figure 9 
Variation du facteur de criticalité f en fonction de l’écartement o des sources (pour la definition 
de 9, voir figure 6). 
1 Méthode de FEINBERG. 
2 Méthode des sources ADC. 
3 Méthode de FEINBERG simplifiée. 


Tableau 5: Cinq sources Pu-Be dans modérateur graphite 


E Facteur de Facteur de Facteur de 
cartement des x ul oi criticalité f 
criticalité f, criticalité f, ; £ 
sources @ : } méthode de 
N, methode de methode des FEINBERG 
FEINBERG sources auxiliaires simplifiee 
Teil 0,321 0,510 0,490 
14,2 0,327 0,401 0,381 
2.165 0,298 0,330 0,324 
28,4 0,266 0,280 0,280 
35,5 0,238 0,245 0,247 
42,6 0,216 0,219 0,221 
49,7 0,197 0,200 0,199 


oo 0,138 0,138 0,138 


fe 
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On constate que la méthode des sources auxiliaires et la méthode de 
FEINBERG conduisent à des résultats en bon accord tant que l’écartement des 
sources est supérieur à 20 cm environ. Pour de plus petites valeurs, les hypo- 
thèses des deux méthodes se trouvent plus ou moins, en défaut, et on constate 
que la méthode de FEINBERG conduit à des valeurs de f qui sont systématique- 
ment plus faibles que celles calculées par la méthode des sources auxiliaires. 

Ceci s'explique facilement si l’on se rappelle que la méthode de FEINBERG 
ne considère pas seulement l'effet de dépression créée par une parcelle k dans 
sa propre zöne, mais également la dépression exercée par les n — 1 autres 
parcelles dans la zöne de k. La méthode des sources auxiliaires ne tient compte 
que du premier de ces deux effets; si l’écartement des sources est faible, le 
second prend de l’importance, et entraîne une diminution du niveau des flux 
et du taux des fissions. 

Pour justifier cette remarque, nous avons appliqué à nouveau la méthode 
de FEINBERG, mais en négligeant cette fois le deuxième effet de dépression. Il 
suffit de modifier l’équation (5) comme suit: 


5 1 {Nk le One an) = Onn = —S Dee (42) 


Cette méthode simplifiée conduit a des résultats qui sont en meilleur accord 
avec la méthode des sources auxiliaires, les écarts diminuent surtout pour de 
faibles distances entre sources. Un désaccord de quelques pour-cents subsiste 
cependant. Nous l’attribuons a des effets de volume; la méthode des sources 
auxiliaires tient compte du fait que les absorbants sont répartis dans un 
certain espace, tandis que la méthode de FEINBERG les concentre en un point; 
en ce sens, la premiere est plus exacte. 

Le tableau 5 réunit les résultats de calculs du facteur de criticalité f en 
appliquant les différentes méthodes exposées. 

D'autre part, la méthode des sources auxiliaires permet de mieux tenir 
compte des propriétés modératrices du béryllium qui sont nettement meilleures 
que celles du graphite. Cet effet a pour conséquence d'augmenter le niveau 
du flux et le taux des fissions; il n’est sensible que si les sources sont très 
proches les unes des autres, à cause du volume relativement faible du béryllium. 
A ce point de vue la méthode des sources auxiliaires est plus exacte que celle 
de FEINBERG. 

Toutefois, dans ce cas particulier, l’effet des dépressions secondaires semble 
nettement plus important que l’ensemble des effets de volume et de ralentis- 
sement. Par conséquent, la méthode de FEINBERG conduit certainement à un 
résultat plus proche de la réalité que la méthode des sources auxiliaires. Par 
contre, il n’est pas certain qu’elle surestime systématiquement le taux des 
fissions, à cause des effets de modération en particulier. Pour cette raison, la 
méthode des sources auxiliaires est à préférer pour un calcul de sécurité. 
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Ces conclusions ne sont valables que dans le cas particulier de 5 sources de 
Pu-Be dans le graphite. Toutefois, on peut dire, d’une maniére générale, que 
les deux méthodes en présence sont complémentaires, et il est intéressant de les 
appliquer simultanément pour l’&tude des milieux hétérogènes à petit nombre 
de cellules. 
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Summary 


In the field of nuclear engineering, heterogeneous systems are generally preferred 
to homogeneous ones. Therefore, difficulties arise while computing critical sizes. 
It is possible to avoid them by considering the heterogeneous media as homogeneous 
ones, and by properly defining the characteristics of the latter. Such a method 
cannot be used in the case of a small number of fissionable pieces, placed in an 
infinite homogeneous moderator. We compare two methods solving this problem: 
the heterogeneous method of FEINBERG, and the heterogeneous method of auxiliary 


coupling sources. 


(Reçu: le 24 février 1961.) 


Minimum-Volume Design of Discs’) 


By TE-CHIANG Hu?) and RICHARD THORPE SHIELD®), Providence, R. I., U.S.A. 


1. Introduction 


The problem of this paper is that of designing a disc which will carry given 
loads and which will involve minimum volume of material. It is assumed that 
the material of the disc is rigid, perfectly-plastic and the yield condition of 
TRESCA is used. The case of rotationally symmetric loading has been treated 
previously [1, 2]*) and some problems have been solved for a disc composed 
of a brittle material with reinforcing rods or cords [3]. 


*) The results presented in this paper were obtained in the course of research sponsored by 
the Othies of Ordnance Research, Department of the Army, under Contract No. DA-19-020-ORD-5124. 

*) Division of Applied Mathematics, Brown University. Now at I. B. M. Research Center 
Yorktown Heights, N.Y. 

3) Division of Applied Mathematics, Brown University. 

4) Numbers in brackets refer to References, page 433. 


Vol. XII, 1961 Minimum-Volume Design of Discs 415 


A design is of minimum volume if it is at collapse under the given loads 
and if it admits a collapse mode for which the rate D of dissipation of energy 
per unit volume due to plastic action is constant throughout the disc [1, 2]. 
Although this provides a direct procedure for minimum-volume design, it is not 
known whether such a design exists in general. In Section 2, three theorems 
are given which supplement the direct procedure. For plane stress under 
TreEsca’s yield condition, it is shown below that the constancy of the dissi- 
pation rate D leads to essentially only four types of solution, although a 
particular design may involve more than one of the four types. Several illustra- 
tive examples of minimum-volume designs are given. The designs may be 
compared with those obtained by MIcHELL [4] for structures restricted to 
consist of bars in tension and struts in compression. 


2. Procedure for Minimum-Volume Design 


It is required to design a disc which is just at the point of collapse under 
given loads acting in the plane of the disc and which is of minimum volume. 
The disc is formed by distributing a variable thickness h of a given material 

at points of a plane middle-surface A7. At the boundary of the middle-surface 

Ar, each component of the applied forces (acting in the plane of 47) is specified 
except where the corresponding component of displacement is prescribed to be 
zero. Loads may also be prescribed to act on specified lines in the plane Az. 
The assumption of plane stress will be made, and the material will be assumed 
to yield under TRESCA’S maximum shearing stress criterion, Figure 1. 


Figure 1 
The Tresca yield condition for plane stress. 


It has been shown [1, 2] that if a disc can be found which is at collapse 
under the given loads and which has a collapse mode such that the rate D of 
dissipation of energy per unit volume is constant, that is 


D = 0, & + 02€ = constant , (1) 


416 TE-CHıanG Hu and RICHARD THORPE SHIELD ZAMP 


then the disc is of minimum volume. In condition (1), o, and o, are the principal 
stresses and &, & are the corresponding principal plastic strain-rates. It should 
be noted that although the middle-surface A of the disc may be only a part 
of the region Az, the special collapse mode must be defined throughout the 
whole of Az. The collapse mode must satisfy condition (1) throughout the 
middle-surface A of the disc and elsewhere in Ar the value of D must not 
be greater than its value in A. 

In general, it is not known whether a design satisfying condition (1) exists, 
and if it does exist, it may be very difficult to obtain. In order to supplement 
the procedure for minimum-volume design, three theorems will be given. In 
some cases, the theorems can be used to obtain bounds on the value of the 
minimum volume, while in other cases the theorems may serve to determine 
the minimum-volume design, even though the collapse mode satisfying (1) 
has not been obtained. 

A portion of the boundary of A; where all displacement components are 
prescribed to be zero (built-in support) will be referred to as a motion-free 
edge, and a portion of the boundary where the loads are prescribed to be zero 
will be called a stress-free edge. The following two theorems are concerned 
with changes in the middle-surface A; and its boundary, the loads on the 
original middle-surface and boundary remaining unchanged. Although the 
theorems may appear to be intuitively obvious, their statement and indication 
of proof seems worthwhile. 

Theorem 1: If a motion-free edge is moved outwards so that the middle- 
surface A- is increased, the minimum volume will not decrease. 

The proof of this theorem follows directly from the fact that the minimum- 
volume design for the problem with the increased middle-surface furnishes a 
design for the problem with the original middle-surface. The material, if any, 
in the region outside the original middle-surface can only add to the volume 
of the design. The theorem is true regardless of whether loads act over the 
addition to the middle-surface or not. 

An obvious corollary is the converse: moving a motion-free edge inwards 
cannot increase the minimum volume. 

Theorem 2: If a stress-free edge is moved outwards, the minimum volume 
will not increase, provided that no loads are assumed to act over the addition 
to the middle-surface. 

For the minimum-volume design with the original middle-surface furnishes 
a design for the problem with the increased middle-surface. 

The converse of Theorem 2 is: if a stress-free edge is moved inwards so as 
to remove an unloaded portion of the middle-surface Ar, the minimum volume 
will not decrease. 

Theorems 1 and 2 are the counterparts for minimum-volume design of the 
theorems on the collapse loads of bodies obtained from a known body by 
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changing motion-free or stress-free boundaries. (See [5], [6].) Although Theo- 
rems 1 and 2 (and also Theorem 3 below) are given here for the particular case 
of minimum-volume design in plane stress, they are obviously true also for 
three-dimensional structures, and they admit simple generalisations [7] to the 
more general problem of optimum design (see [8], for example). 

The following theorem is concerned with the continuation of designs 
across a motion-free boundary. 

Theorem 3: Let two middle-surfaces A, and A, have a portion L of their 
boundaries in common but otherwise have no points of intersection, and let 
hy, hy respectively be the thickness distributions of minimum-volume designs 
for discs with middle-surfaces A,, A, under prescribed loads and with L as a 
motion-free boundary for each disc. Then, if the edge forces exerted by these 
designs at points of L are equal and opposite, the union of h, and hy is the 
minimum-volume design for a disc whose middle-surface is the union of A, and 
A, and which is acted upon by the same loads. 

This follows from the fact that any design for the problem with the com- 
bined middle-surface provides designs for the discs with middle-surfaces A,, 4, 
if the motion-free boundary L be replaced. Since no design with middle-surface 
A, is of less volume than the design h, and no design with middle-surface A, 
has less volume than the design h,, the union of h, and h, must be the minimum- 
volume design for the combined middle-surface. 

As a simple application of Theorem 1 to obtain bounds on the value of the 
minimum volume, we consider a square sandwich plate of core thickness H and 
side of length 2 R and loaded with a concentrated load P at the center of the 
plate. The edges of the plate are motion-free (built-in). To obtain a lower 
bound on the minimum volume of the face sheets, we move the motion-free 
edge inwards and consider a circular plate of radius R. The volume of the 
face-sheet material of the minimum-volume design for the circular plate is 


(see [9)) 


ee (2) 
0 


on: 


where a, is the yield stress of the face-sheet material. The value (2) is a lower 
bound according to the converse of Theorem 1. 

To obtain an upper bound, we can move the motion-free edge outwards and 
consider a circular plate of radius V2 R, but the following procedure gives a 
closer bound. We construct a moment field in the plate which is in equilibrium 
with the load P at the center. Using polar coordinates with origin at the center, 
we assume that within a circle of radius b, where 0 £ b £ R, the radial and 
circumferential moments M, and M, are equal to the maximum moment 
M, = 09 Hh. Outside the circle, we assume that M,=—M,, M,=0. At the 
circle 7 = b, the face-sheet thickness h is zero and the shear force is continuous. 


ZAMP XII/27 


418 TE-CnıanG Hu and RicHARD THORPE SHIELD ZAMP 


The volume of the face-sheet material required is found to be 


EEE ot gas ee es) 3 
V. A (2 0 lag Sinan al (3) 


The volume V, has a minimum value when b is given by 


Dee tan BEN (4) 
3 x 8 
and the value of V, is then 
Te on ey 
V, = 0433 TE (5) 


This value is an upper bound on the face-sheet volume of the minimum- 
volume design for the square plate. Comparison with the lower bound (2) shows 
that the minimum-volume design has face-sheet volume 0-383 PR?/o, H+13%. 


3. Basic Equations for Plane Stress 


It is convenient to use the lines of principal stress, Figure 2, as reference 
lines. These lines coincide with the lines of principal strain-rate for an isotropic 


hy 
2 
if bs, 2 \ 1 
% u x \ 
GL 2 Or \ 
\\ 
L \ C; 
0 x 
Figure 2 


Principal directions. 


material. The radii of curvature of the lines of principal stress will be denoted 
by @, and o,, and we have 


ne ne 09 il 0p 


01 Os,’ 02 OS,’ (6) 


where @ is the angle between the first principal stress direction and the x-axis, 
and where 0/ds, and 0/ds, denote differentiation along the principal stress 
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directions. The radii 0,, 0, satisfy 


0 (1 BERN 1 
OS, ae) 2. | ze) + re =f on 0, (7) 
and also we have 
ED 10 CAT) 1 “à 
ee er (a) ner (8) 


In terms of the velocity components v, and v, along the principal directions, 
the principal strain-rates are given by 


Vo OV, 1 
A ee (9) 


O?e, 07 €5 il x, (hey 


eas 2 s el, =: IS 3 — 
053 0s? © 01 OS, Bazar om OA (2 € — &) 
# f 0 EN th A 1 iby) 
+ (e1 — €) a (a) Os, ts soli me gio 


This equation is the compatibility condition on the principal strain-rates ¢, €. 
The forces per unit length acting on elements of the disc perpendicular to 
the second and first principal directions are denoted by N, and N, respectively, 


and we have 
N,=o0,h, N,=0h. (12) 


The equations of equilibrium are 


ON, N,—Ne _ ON, N,;,—N, _ 
Os, “ Q2 2 OS, leg ot 4 a) 


4. The Four Types of Solution 


The condition (1) for minimum-volume design imposes a restriction on the 
velocity field and this condition does not involve the thickness h of the disc. 
The form of the restriction depends upon the shape of the yield locus used. If 
Tresca’s yield condition is adopted, Figure 1, there are only four essentially 
different types of plastic flow which can occur. For example, plastic flow with 
stresses represented by corner A of Figure 1 differs in character from plastic 
states at D by only a change in sign, and stress points on BC become stress 
points on EF if the subscripts 1,2 are interchanged. As typical of the four types 
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of plastic flow, we shall consider, in turn, stress states represented by corners A 
and C, and points on the sides AB and BC, not including the end points. For 
convenience in the algebra, the constant in condition (1) will be taken through- 
out to be À o,, where k is a positive constant and oy is the yield stress. 

Regime A: For the corner A, 61 = 6, = 6% and the principal strain-rates 
are positive. The condition (1) then requires 


€1 Eg = k ) (14) 
or 
OU, , My _ 
u a (115) 


where #,, u, are the components of velocity referred to the x, y directions. 
The equations of equilibrium (13) become 


Oh a: oh 


= ra (16) 


Hence h = constant throughout the whole regime. Any multiply-connected 
region with uniform tension applied along its boundary admits the design of 
a disc of constant thickness, and the result is the minimum-volume disc. A 
velocity field satisfying (14) with positive strain-rates is in this case the uniform 
dilatation 


1 1 
hy Re, Ur wie (17) 
Regime C: For the corner C, o, = 0, and o, = — oy. The principal strain- 


rates must satisfy the inequalities 
=6 2620, (18) 
and the condition of constant rate of dissipation requires 
ey — (19) 


The equilibrium equations (13) are now 


Os, +—=0, (20) 


gird na 3 (21) 


From (21), 0, = co when k is non-zero and the s, lines are therefore straight. 
Thus the orthogonal net of principal stress trajectories consists of families of 
straight lines and parallel curves. It is convenient at this point to introduce 
new coordinates, Figure 3. One of the curved principal stress lines is chosen 
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as a base curve and distance from this curve along the straight lines is denoted 
by «. The inclination y and the distance « are used as coordinates, and we have 


ds, = du, d,=9dp, 0.=e+4, (22) 


Figure 3 


Coordinate system for regime C. 
where o(y) is the radius of curvature of the base curve (for which « = 0). From 
(19) and (9) we have 
or 
v= —kat f(y), (23) 
where f is a function of p only. From (10), it now follows that 
Va = f'(p) + 02 9(9) » (24) 


where g is a function of g only. The functions f and g are not completely 
arbitrary but must be such that inequalities (18) are satisfied. The equilibrium 
equation (20) can be written 


oh pawe: 
Ow o+a : 
so that we have 
i, g(g) 25 
bre er 


where g is a function of only. 
Regime AB: For stress states represented by points on the side AB of 
Figure 1, 0, = o, and oy > 0, > 0. The strain-rate €, is zero and the condition 


of constant energy dissipation rate then requires &, = R. 


ZAMP 
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The equation of compatibility (11) becomes in this case 


Altea es 


Equations (7) and (26) give 


> (--) 0 (27) 
05, \0ı of 
or 
Der]. (28) 
OSs 
Similarly we have 
CERN (29) 
ds, 


From (28) and (29), we see that the principal stress lines form a Hencky- 
Prandtl net. | 

The equations of equilibrium are equations (13) with N,=o,h and 
604 > N; > 0, that is 


0 (oo — 0) À _ 0 Oh (G9 — Oy) h _ Ow 
Os] ar @2 wh ÔS2 bi Q1 


(30) 


Regime BC: For stress states represented by the side BC, o, — o, = 09, and 
— & = & = k from the normality condition and condition (1). The equation of 
compatibility (11) again reduces to (26), and it follows, as for regime AB, that 
the lines of principal stress form a Hencky-Prandtl net. This result was ob- 
tained earlier by PRAGER [3] by a different approach. 

The equations of equilibrium (13) with N, — N, = o, h become 


0 Go À EN 0% Ooh = 
an ea rh + À 20, (31) 


where 6: — 61 = 09 and 0 < 6: < dz. 


5. The Matching of Regimes 


As shown in the previous section, the four types of plastic flow possible 
under the Tresca yield criterion lead to four types of solution for minimum- 
volume design. However, a particular minimum-volume design may involve 
more than one of the four types of solution. We shall discuss briefly the pos- 
sible matching of solutions corresponding to two regimes. Let J" be the dividing 
line of two regimes. We choose a set of orthogonal coordinates «, ß in the 
neighborhood of J” such that the line x = 0 coincides with I. The velocity 
components in the «, 6 directions are denoted by # and v, respectively. Then 


Vol. XII, 1961 Minimum -Volume Design of Discs 423 


we have on the curve I", 


Ou Ov u Ou Ov Uv 
ur Ne UE oil ET! Ar ae 2) 


where o is the radius of curvature of the curve J”. For simplicity, the coordinates 
a, B are assumed to be cartesian in the neighborhood of "and the lines 8 = con- 
stant are assumed to be straight in deriving the expressions for &,, € pr and €, p. 
In order to avoid fracture of the material, we must have # and v continuous 
across J’. From (32), it can be seen that eg must be continuous but &, and, » 
may be discontinuous. The equilibrium conditions require the normal force N 
and the shear force T to be continuous across the dividing line. It is not necess- 
ary that the thickness / be continuous across J’ within the frame-work of the 
present theory. 

All possible combinations of matching two regimes can be obtained by 
considering regimes A, AB, B, BC, C, CD and D. For the purposes of this 
discussion, it is assumed that a regime consisting of points on a side of the 
yield hexagon does not include the end points of the side, e. g. regime AB does 
not include the points A and B. It is not necessary to consider all possible 
combinations as, for example, the matching of regimes CD and D is the same 
as matching AB and A except for a change of sign. The twelve cases that it is 
necessary to consider are listed in Table 1 below. 


Table 1 
Regimes Possibility | Condition which makes it impossible 

AAD aD CD) yes 

Ab (D: C) yes 

Ale BG aa Deeb ©) no Equilibrium and strain-rate 
AAG (DIEB) no Equilibrium and strain-rate 
AS CDEN(DE AE) no Equilibrium 

al 5 32) no Equilibrium 

AB2B (CD: €) yes 

AB: BG (CD2BE) no Equilibrium and strain-rate 
ABC (CD B) no Equilibrium and strain-rate 
Al Is) 2 (GID) no Equilibrium 

Ie IHG (Os 1EXO) yes 

ee, no Equilibrium and strain-rate 


The possibility of whether two regimes can meet or not can be seen from 
an examination of the Mour’s circles for the forces and strain-rates for the 
regimes in question. It is found that the condition that e, be continuous 
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across the dividing line J’ does not preclude the matching of any two of the 
regimes. If the thickness k is allowed to be zero on both sides on I, then the 
equilibrium conditions across J’ can always be satisfied and all matchings are 
possible. However, the equilibrium conditions impose restrictions if the thick- 
ness h is assumed to be non-zero on at least one side of 7”. Table 1 indicates 
whether matching is possible with A non-zero on at least one side of J’, and 
when it is possible it can be shown that J’ must be a line of principal strain rate. 
In the case when the matching of two regimes is impossible, the table indicates 
that it is impossible because the equilibrium conditions alone cannot be satis- 
fied or that the equilibrium conditions and the continuity of strain rate &, 
cannot be satisfied simultaneously. 


6. Plane Stress Examples 
6.1. Straight line support for a single force 


We suppose that material can be placed in the semi-infinite region x > 0 and 
that the boundary x = 0 is a motion-free support, Figure 4. Let a single force P 
be applied anywhere in the right half plane and directed towards the right for 


Figure 4 


Semi-infinite region, single force. 


convenience. If the force makes an angle y with the x-axis, then the minimum- 
volume design differs according as y is less than or greater than 2/4. For y <x/4, 
the minimum-volume design consists of a single bar in the direction of the 
force and connected to the supporting line as shown in Figure 4a. The bar has 
finite cross-sectional area but has zero width. For y > x/4, the minimum- 
volume design consists of two bars from the point of application of the force 
to the support, each inclined at angles of amount x/4 with the x-axis as shown 
in Figure 4b. For y < 2/4, the structure is in regime B. The velocity field : 
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satisfying condition (1) is 


u,=k(1—tan?y)x, u,=—2k (tany) x, (33) 


y 


where wu, and «, are the velocity components in the x and y directions. For this 
velocity field e, = À and 0 < —e, < À for y Sa/4. For y > x/4, the structure 
is in regime BC, and the velocity field satisfying condition (1) is 


u=0, u=-2kx. (34) 


y 


Since the minimum-volume designs do not take the effect of buckling into 
account, reversal of the sense of the force does not change the minimum 
structure. 


6.2. Point-support, two forces at an angle 


Here we consider the minimum-volume design for three forces, two of 
which are equal and directed to a point on the line of action of the third. 

In Figure 5a, two equal forces are applied at the points M, N and directed 
towards a point on the perpendicular bisector of MN. The forces are to be 
balanced by a vertical force at the point of support G, which also lies on the 
bisector of MN. It is assumed that the point of intersection of the lines of 


| 


Figure 5a 


Two forces at an angle, point support at G. 


action of the forces at M, N lies outside the triangle formed by the points 
GMN. The angle MGN will be denoted by 2y. The form of the minimum- 
volume structure depends upon the value of the angle y and also on the 
directions of the forces at M, N. 

For y > 2/4 and for forces inclined at less than z/4 to the vertical, the 
design is indicated in Figure 5a. It consists of two quadrantal fans RGS and 
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HGJ and the four tangents MR, MH, NS, NJ. The continuous velocity field 
of constant energy dissipation rate associated with the design is defined in the 
sector HGJ by (the velocity field for sector RGS is similar) 

wert, w=-2kr(- m), (35) 
where the polar coordinate system used is shown in the figure. For the quarter 
plane SG), 


u=kx+kly, uy=—ko x —ky, (36) 
where the x and y axes are directed along GJ and GS. (The velocity field for 
the quarter plane RGH is similar.) The restriction that the forces at M, N be 
inclined at less than x/4 to the vertical ensures that the bars SN and RM are 
in tension and the bars HM, JN are in compression. The arc HJ is of the same 
thickness as the bar JN (or HM) while the arc RS is of the same thickness as 

the bar SN (or RM). The thickness in the fans is given by 
I = 
h= 1 Oo ’ (37) 

where Pis the force in the arc HJ or RS. 

When the forces at M, N are inclined to the vertical at an angle greater 
than x/4, the minimum-volume design is as shown in Figure 5b. The angle 


Figure 5b 
Two forces at an angle, point support at G. 


of inclination of the forces to the horizontal is denoted by y’. The minimum- 
volume structure consists of two bars MH’, NJ’ in compression and a fan 
H'GJ" of angle 2 y’. The velocity field of constant energy dissipation rate for 
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the sector H’GJ’ is given by 


U,=—RY, w=—2kr (0 — =), (38) 
and for the sector R’GS’ by 
ew eA GN Sia hg ene 
u,=—kr, el x)» (39) 


where «, is the angle of GS’ with the horizontal axis. For the quarter plane 
5G] 
u=khx+2kauy, u,=—ky—2ka,%, (40) 


y 


where GJ’ and GS’ are taken as the x and y axes. 
For y < x/4, the minimum-volume design consists of the fan MGN only, 
Figure 5c, in the case when the forces at M, N are inclined at angles of less 


Figure 5c 
Twv forces at an angle, point support at G. 


than x/2 to the lines GM, GN respectively. In this case the velocity field of 
constant energy dissipation rate for the sector MGN is again given by (38), and 
for the quarter plane NGS by 


u=kx+2kyy, w=—-2kyx—-Aky, (41) 
with a similar field for the quarter plane MGR. In the sector UGV we have 


u=-—Akr, tg = 2470-7), (42) 
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and in the sector VGS 
„=—-Ikhr, w=—-2kyr- (l-2NkW-yr, (43) 


with a similar field for the sector RGU. The parameter A must lie between 0 
and 1. In order for the velocity field to be continuous, the parameter À and the 
magnitude ß, of the angles VGS (or RGU) are related by 


B = À (m — 2y) —2wy. (44) 


For different values of the angle w, À can be adjusted so that f; is not negative. 
For 2/6 < y < 2/4, À can be taken to unity and for 0 < y < x/6, A can be 
taken to be 1/2. Although for 2 = 1/2, the region UGV has an energy dissi- 
pation rate which is less than the constant value elsewhere in the plane, the 
structure is still of minimum-volume as there is no material placed in the 
region UGV (see [2]). 

The case when y < x/4# and the directions of the forces at M, N lie between 
the perpendiculars to GM, GN, respectively, and the horizontal can be solved 
as in Figure 5b. 

The above discussion gives the solution to the problem in all cases when 
the lines of action of the three forces intersect in a point which lies outside the 
triangle MGN formed by their points of application. For structures composed 
of tiebars and struts, as considered by MIcHELt [4], the solutions to the pro- 
blems considered so far in this section are similar. However, when the forces 
act so that the point of intersection of their lines of action lies within the triangle 
formed by their points of application, the solution for discs differs from that 
for tie-bars and struts. To take a specific example, in Figure 5d we consider 


Alt 


Figure 5d 
Three symmetrical equal forces. 


three forces each of amount 2 T acting at the corners of an equilateral triangle 
and directed towards the center of the triangle. If the structure is restricted 
to consist of rods in tension or compression, the solution for minimum-volume 
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is any frame that consists entirely of struts in compression [4]; for example, 
the structure formed by equal rods along the sides of the triangle. The volume 
of the minimum-volume design is 6-93 T a/o,, where 2 a is the length of a side of 
the triangle. The formulation of the minimum-volume problem used here con- 
tains rods in tension and compression as special cases so that it is to be expected 
that a disc which carries the load can be found which is of volume not greater 
than 6-93 Ta/o,. Cox [10] has exhibited such a design. In Figure 5d, the 
circular arcs are each of radius 2a and carry compression of amount T. The 
region between the arcs is of constant thickness 7/2 o, a stressed to the yield 
stress in compression. The total volume of this design is 6-60 T aloy. 


6.3. Circular supporting region, single force 


Consider a rigid circular supporting region (motion-free edge) of radius a, 
Figure 6. A single force P is applied at a point A in the plane of the circle at 
a distance R from the center O of the circle. The angle of inclination of the 
force to the radial line OA is denoted by y, and for convenience we suppose that 
it is not greater than 2/2. The form of the minimum-volume design depends 
on the value of y and the ratio R/a. 

If the force is vertically downward (y = 2/2), Figure 6a, the minimum- 
volume design is then a disc A BC bounded by two similar equiangular spirals 
of angle 2/4 which intersect orthogonally at the point A of application of the 
force, as shown previously by MicHELt [4]. The velocity field associated with 
the design is given by 

0. tig = —2 hr In(—) (45) 
with polar coordinates (r, 9) centered at O. The whole disc is at regime BC, 
the line of principal stress being equiangular spirals. The spirals which form 
the edges of the disc are two ribs, the upper carrying a tensile force P/ V2 and 
the other a compressive force of the same amount. The thickness of the disc 
can be found from the equilibrium equations (13) and N, — N,= oh (see 
below). Along the upper edge of the disc N, has the value — BP} (2 2) where 
Y, is the radius of curvature of the upper edge, and at the lower edge N, has 
the value P/ (V2 r,), where y, is the radius of curvature of the lower edge. A 
graphical procedure for determining the thickness has been given by PRAGER[3]. 
However, the total volume of the disc can be obtained without determining the 
thickness. For the rate at which work is done by the force P in the collapse 
mode (45) is equal to the internal rate of dissipation of energy. Since the rate 
of energy dissipation per unit volume has the constant value k o, we have 


P2k Rin() = & 0 Va, (46) 
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where V,, is the volume of the disc. That is, 


Vq = == (+). (47) 


The minimum-volume design when the direction of the force P is inclined 
at an angle less than x/4 to the vertical is similar in form. With this restriction 
on the direction of the force, the upper rib is stressed in tension and the lower 
rib is in compression and the design is still associated with the collapse mode 
(45). The volume of the design is given by V,, cosy where V,, is given by (47) 
and y is the inclination of the force to the horizontal. 

When the inclination y of the force to the horizontal is less than x/4, the 
form of the design is as shown in Figure 6b or Figure 6c, depending on whether 


sin y is less than or greater than a/(V2 R). For siny less than a|(V2 R), the 
line of action of the force meets the circle in a point G and the angle «, between 


IW 
DIRS 
AS i A 
- X 
\ „2 ù In 
S . | Va 4 
= AA Où 
a) BEER + 


siny > a//2R 


Figure 6 
Circular support, single force. 


Vol. XII, 1961 Minimum -Volume Design of Discs 431 


AG and the normal OG produced to the circle is less than 2/4, Figure 6b. The 
minimum-volume design consists of the single bar AG in tension. It was shown 
in Section 6.1 that for the semi-infinite region to the right of the tangent GD, 
with GD as a rigid support, the minimum-volume design is the single bar AG. 
By moving the motion free edge GD outwards, it can be deformed into the 
circle and Theorem 1 of Section 2 then shows that the bar AG is the design 
for support on the circle. The volume of the design is 


= = [cosy = (= = sin)" |] À (48) 


0 


For siny greater than a/() 2 R), the form of the design is shown in Figure 6c 
It consists of a bar AG in tension and a disc GBC bounded by equiangular 
spirals intersecting at right angles at the point G, where G is such that AG and 
the radial line OG intersect at an angle x/4. The upper edge of the disc is a 
rib which carries a tensile force P. The disc is at regime BC and the bar at 
regime B. The collapse mode associated with the design is given by (45) 
within the annular region bounded by the support circle and the concentric 
eircle through G. The magnitude of the circumferential velocity on the circle 
through G is denoted by U and we have 


U=2kbIn— (49) 


where b is the length of OG, 
b=yY2Rsiny. (50) 


Between the circle through G and the tangent GD to the circle at G, the 
velocity field corresponds to a clockwise rigid rotation of amount U/b, that is 
ta OF gaa, (51) 
and the strain-rates are zero in this region. Finally, to the right of the tangent 
GD, the velocity field consists of the rotation (51) with the superimposed 


velocity field 
ip, =, Uy, = —2kx, (52) 


the x-axis being directed along OG and the y-axis along GD. The existence of 
the continuous collapse mode described proves that the design is one of mini- 
mum-volume, as the dissipation rate is constant where material is placed and 
the dissipation rate does not have a larger value elsewhere (see [2]). The 
volume of the design is given by 

y" WEP nf?) + =! (53) 


» 
a op a Co 
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where c is the length of AG, 
= y2 R sin Ee — y) i (54) 


It may be noted that Theorems 1 and 3 can also be used to prove that the 
design in Figure 6c is the minimum-volume design. 

The minimum-volume designs obtained in this section can be shown to be 
unique by using the results of Reference 11. 

In order to determine the thickness distributions of the discs for the pro- 
blems indicated in Figures 6a and 6c, it is necessary to integrate the hyperbolic 
system of equations (13) in conjunction with the appropriate boundary con- 
ditions. When N, and N, have been determined, the thickness h of the disc is 
obtained from o,h = N, — Ny. The integration is simplified by the fact that 
the principal stress lines, which are the characteristics of the equations, are 
systems of equiangular spirals. Referring to Figure 6a for definiteness, we 
introduce characteristic variables &, 7 by the relations 


0=E+n, v=Re", (55) 


where (r, 0) are polar coordinates, OA being the line 0 = 0. The coordinate £ 
is constant along the second principal stress lines, of which AB is one, and 7 
is constant along first principal stress lines, of which AC is one. The radii of 
curvature o, and @, are given by 


4=-Y2r, &=Y2r. (56) 
With equations (55) and (56), the equilibrium equations (13) can be written 


0 Ô 
pe" Ni) —7N:=0, ce ee (57) 
It follows that 
0°f Le 
dE On wi eu 
where 
f=o,rh=71N,—7N,. (59) 


We assume that the upper edge AB of the disc ABC is a rib which carries a 
tension 7 and that the lower edge AC is a rib carrying a compression S. Then 


for equilibrium, N, has the value —T/ V2 r along AB and N, has the value 


S/V2r along AC. With these boundary conditions, the method of RIEMANN 


(see [12], for example) can be used to determine f throughout the disc. It is 
found that 


Tas rs > er 
a7 h = f(6, 1) = = J(2yEn) - = Ve A (2VEr) 


+e VE AGVED. 60) 


Vol. XII, 1961 Minimum -Volume Design of Discs 433 


REFERENCES 


[1] D.C. Drucker and R. T. SHIELD, Design for Minimum Weight, Proceedings 
of the 9th Int. Congr. appl. Mech., Brussels (1956). 
[2] D.C. DRUCKER and R.T. SHIELD, Bounds on Minimum Weight Design, 
Quart. appl. Math. 75, 269-281 (1957). 
[3] W. PRAGER, On a Problem of Optimal Design, Proceedings of the Symposium 
on Non-Homogeneity in Elasticity and Plasticity, Warsaw (1958). 
[4] A. G. M. MıcHELL, The Limits of Economy in Frame-Structures, Phil. Mag. 
(6) 8, 589-597 (1904). 
[5] D. C. DRUCKER, W. PRAGER, and H. J. GREENBERG, Extended Limit Design 
Theorems for Continuous Media, Quart. appl. Math. 9, 381-389 (1952). 
[6] E. W. Ross, Jr., On the effect of Boundary and Loading Conditions in the 
Limit Analysis of Plastic Structures, J. appl. Mech. 24, 314-315 (1957). 
[7] T.C. Hu, Optimum Design for Structures of Perfectly- Plastic Materials, Ph. D. 
Thesis, Brown University, June, 1960. 
[8] R. T. SHIELD, On the Optimum Design of Shells, J. appl. Mech. 27, 316-322 
(1960). 
[9] E. T. Onat, W. SCHUMANN, and R.T. SHIELD, Design of Circular Plates for 
Minimum Weight, J. appl. Math. Phys. (ZAMP) 8, 485-499 (1957). 
[10] H.L.Cox, The Theory of Design, Aeronautical Research Council (Great Bri- 
tain), Report No. 19791, January, 1958. 
[11] T.C. Hu and R. T. SHIELD, Uniqueness in the Optimum Design of Structures, 
Brown University Technical Report DA-4795/2, July, 1959. To appear in the 
J. appl. Mech. 
[12] R. Hirt, The Mathematical Theory of Plasticity (Oxford University Press, 
New York, 1950). 


Zusammenfassung 


Es wird die Dimensionierung auf minimales Volumen fiir Scheiben (ebene 
Spannungszustände) diskutiert, die aus starr-ideal-plastischem Material bestehen 
und der Fliessbedingung von Tresca genügen. Dabei wird gezeigt, dass es vier 
Typen von Lösungen gibt, und es werden mehrere Dimensionierungsbeispiele 
gegeben. 
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Graphische Untersuchungen von erzwungenen Schwingungen 
mit unstetiger Geschwindigkeitsfunktion 


Von MAXIMILIAN MICHEL Lawina, Zürich!) 


1. Einleitung 


Das in dieser Arbeit behandelte System (vgl. Figur 1) besteht aus einer 
Masse m und einer Feder mit der Federkonstanten c. Die Auslenkung der Masse 


+q{t) 
Figur 1 


Schwinger mit Anschlag. 


m wird auf der linken Seite durch den Anschlag À, der sich im Abstand g, von 
der Ruhelage der Masse befindet, begrenzt. Im allgemeinen Fall ist dieser Ab- 
stand g, nicht konstant, sondern eine Funktion der Zeit, die Federkonstante 
eine Funktion der Auslenkung, und an den Führungsflächen zwischen Masse 
und Gehäuse können nichtlineare Widerstandskräfte auf das System einwirken. 
In diesem allgemeinen Fall hat die Bewegungsgleichung unter einer Störkraft 
P(t) die Form: 


mg + F(9,q) = PO. (1) 


Die zu dieser Gleichung gehörenden Randbedingungen bieten wesentliche 
mathematische Schwierigkeiten. Bezeichnen wir die Stosszahl zwischen der 
Masse m und dem Anschlag A nach dem n-ten Zykel mit k, (wobei Ar 


!) Institut für allgemeine Elektrotechnik der ETH; jetzt Technische Hochschule Oberschlesien, 
Gliwice. 


Vol. XII, 1961 Graphische Untersuchungen von erzwungenen Schwingungen 435 


und die Stossdauer mit Z,,, so lauten die Randbedingungen für den n-ten Zykel: 


ni 
für t= DT; +) ist Hey geh: (2) 

v=1 
T; bedeutet hier die Zeit zwischen 2 Anschlägen, f,; die i-te Stossdauerzeit, 
41 die Geschwindigkeit, mit welcher die Masse nach # — 1-Zyklen gegen den 
Anschlag stösst. Die Grössen T; und Z,; sind in Figur 2 illustriert, welche den 


ı 


Zeitverlauf einer solchen Schwingung bei konstantem Wert für g, zeigt. 


~ 


Figur 2 


Zeitverlauf der erzwungenen Schwingung mit Anschlag. 


In der bisher vorhandenen Literatur sind ahnliche, einfachere Bewegungen 
behandelt worden, von welchen hier zwei Beispiele angegeben werden sollen. 

KAUDERER [1, S. 426]2) behandelt einen autonomen Verband mit impuls- 
artiger Erregung mit konstanter Energie. Er berechnet die Energie h, des 
Systems (unter Berücksichtigung der von der momentanen Geschwindigkeit 
abhängenden Verluste) im n-ten Zykel und drückt diese durch die Energie des 
vorhergehenden Zykels h,_, aus. So erhält er eine Rekursionsformel, deren 
Konvergenz-Verhalten über die Existenz eines Grenzzykels Aufschluss gibt. 

RUSSAKOW und CHARKEWITSCH [2] lassen die Voraussetzung eines bekann- 
ten und konstanten Energiebetrages der Erregung fallen. Die Erregerkraft 
stammt dort von einem Anschlag, der jeweils die mit der Geschwindigkeit q 
anstossende Masse mit einer Geschwindigkeit — kg abstösst. Die beiden 
Autoren gehen jedoch von anderen, vereinfachenden Voraussetzungen aus, 
nämlich: 
a) Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stössen treten keine Energieverluste auf. 
b) Die Störkraft ist sinusförmig. 
c) Die Stossdauer wird gleich Null gesetzt. 

Diese Arbeit behandelt im übrigen nur Bewegungen unter der Bedingung, 
dass sie rein periodisch mit der Periode der Störkraft erfolgen. 


2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 446. 
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2. Problemstellung 


Den zwei oben besprochenen Systemen gegenüber wollen wir dem in Figur 1 
dargestellten Schwinger etwas allgemeinere Eigenschaften zuschreiben. Von 
dem in [1] behandelten unterscheidet er sich dadurch, dass erstens eine Stör- 
kraft dauernd auf ihn einwirkt, welche erzwungene Schwingungen hervorruft. 
Die Stossimpulse, welche periodisch auftreten, haben keinen konstanten Ener- 
giebetrag, sondern ihre Energie ist jeweils proportional zur kinetischen Energie 
des Systems. Gegenüber dem in [2] behandelten Problem soll eine stationäre 
Bewegung nicht vorausgesetzt werden, der ganze Einschwingvorgang soll hier 
untersucht werden. Dieser führt nicht notwendigerweise zu stationären Schwin- 
gungen; vielmehr sollen auch nichtstationäre Schwingungen, deren Amplitude 
jedoch in einem bestimmten Zeitabschnitt den vorgegebenen Amplituden- 
bereich nicht überschreitet, zugelassen sein. 

Diese Problemstellung ist auf die praktische Anwendung der Ergebnisse 
zurückzuführen; das behandelte System soll nämlich ein stossartig arbeitendes 
Werkzeug darstellen, etwa einen Abbauhammer, wie er im Berg- und Strassen- 
bau weiter Verwendung findet. Deshalb ist auch der Fall rein stationärer 
Schwingungen weniger wichtig; weit grössere Bedeutung kommt bei der 
Arbeitsweise eines solchen Werkzeugs dem Einschwingvorgang zu. Die Stör- 
kraft ist hier meistens sinusförmig, und in der Praxis häufig durch unausge- 
wuchtete rotierende Massen erzeugt. Der Abstand g, soll als zeitlich veränder- 
lich angenommen werden, wie das praktisch dann der Fall ist, wenn das Werk- 
zeug gegen das zu bearbeitende Material gedrückt wird. 

In [1] und [2] wird die Stossdauer gleich Null gesetzt. Versteht man aber 
unter Stossdauer die Zeit, während der sich das Werkzeug mit dem zu bearbei- 
tenden Material in Berührung befindet, so macht die Stossdauer einen erheb- 
lichen Anteil der Schwingungsperiode aus und soll nicht als verschwindend 
klein angenommen werden. Physikalisch ist der Stoss ein Vorgang für sich 
selbst, der durch besondere dynamische Gleichungen beschrieben werden 
müsste, wobei man eine der zahlreichen Hypothesen, die den gesamten Wider- 
stand des Stoffes in elastischen und nichtelastischen Widerstand aufteilen, 
zu Hilfe nehmen müsste. Um eine solche Komplikation zu vermeiden, betrach- 
ten wir die Stosswirkung rein phänomenologisch, indem wir annehmen, der 
Stoss wirke sich auf den Schwinger so aus, dass der Betrag seiner Geschwindig- 
keit nach dem Stoss gleich demjenigen vor dem Stoss, multipliziert mit der 
Stosszahl sei und sich das Vorzeichen der Geschwindigkeit beim Stoss umkehre. 
Die Stosswirkung lässt sich kaum durch eine einzige Konstante, die Stosszahl, 
beschreiben; eine zweite Konstante, die Stossdauer, welche hier unentbehrlich 
zu sein scheint, muss eingeführt werden. In welcher Weise diese beiden Kon- 
stanten von der Art des bearbeiteten Stoffes, der Form des Werkzeuges und 
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der Stossgeschwindigkeit abhängen, kann nur durch besondere Versuche abge- 
klärt werden. 

Bei einer solchen Bewegung werden die in [1] angewendeten Rekursions- 
formeln noch viel verwickelter, so dass man praktische Ergebnisse mit ihrer 
Hilfe nicht erwarten kann; die in [2] gebrauchte rechnerische Methode ist hier 
nicht anwendbar, weil keine stationäre Bewegung vorausgesetzt werden soll. 

Bevor wir eine für einen solchen Schwinger geeignete Methode wählen, 
wollen wir noch kurz erwägen, zu welcher Bewegungsgruppe dieses System 
gehört. Da es in der Differentialgleichung (1) die Zeit explizit enthält, ist es als 
heteronom zu bezeichnen. Gleichzeitig besitzt es aber auch manche autonome 
Eigenschaften; die Randbedingungen nämlich, die auf die Koeffizienten der 
Bewegungsgleichung ihren Einfluss haben, sind von dem Bewegungsablauf 
nicht unabhängig, sondern hängen von der Geschwindigkeit am Ende jedes 
Zykels ab; man könnte sagen, dass der Verband sich selbst gewissermassen das 
Gesetz des Fortschreitens seiner Bewegung in jedem Zykel von neuem vor- 
schreibe; dies ist aber eine Eigenschaft einer autonomen Bewegung. Dank 
dieser letzten Eigenschaft sollen zur Untersuchung des Systems die Methoden 
der Phasenebene angewendet werden. Da aber bei heteronomen Bewegungen 
in der Phasenebene eine Vieldeutigkeit auftritt, soll diese zuerst beseitigt 
werden. 


3. Einführung des Winkelmasses als Zeitkoordinate 


Jede Bewegung kann bekanntlich durch eine Raumkurve im Koordinaten- 
system (g, 4, £) dargestellt werden. Verzichtet man auf die ¢-Koordinate und 
betrachtet man nur das Lot der Kurve auf die (g, g)-Ebene, so bekommt man 
eine Phasenkurve, die für jede qualitative Analyse der Bewegung ausreichend 
ist. Verschiedenen Anfangsbedingungen entsprechen verschiedene Phasenkur- 
ven. Bei autonomen Bewegungen entspricht nun der Gesamtheit der Anfangs- 
bedingungen eine volle Kurvenschar. Durch einen bestimmten Punkt der Pha- 
senebene (g, g) kann nur eine einzige Phasenkurve gehen. 

Bei nichtautnomen Bewegungen fällt diese Eindeutigkeit der Phasenebene 
weg, weil hier durch einen Punkt der Phasenebene mehrere Phasenkurven 
gehen können. Dank der autonomen Eigenschaften des Systems ist es trotzdem 
zweckmässig, auch die hier behandelte Bewegung mit den Methoden der 
Phasenebene zu untersuchen. 

Figur 3 zeigt den Phasenverlauf einer solchen nichtautonomen Bewegung 
mit einem Schnittpunkt. Die Zuordnung des Schnittpunktes A zu einer be- 
stimmten Phasenkurve a oder b kann dann eindeutig erfolgen, wenn wir in der 
Phasenebene auch die Zeitkoordinate einführen. Dann gehört der Punkt A mit 
dem Winkel « zur Kurve a, der Punkt A mit dem Zeitwinkel « + 2m zur 


Kurve b. 
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Ungedämpfte harmonische freie Schwingungen sind bekanntlich in der 
Phasenebene durch Ellipsen dargestellt. Verkleinert man den Ordinatenmass- 


ol 


Figur 3 


Phasenbild einer nichtautonomen Bewegung. 


Figur 4 
Addieren zweier Bewegungen auf der Phasenebene mittels Radiusvektoren. 
a = Bewegung 1, b = Bewegung 2, c = Bewegung 1 +2, 
Maßstab der Ordinatenachse: 1:@. 


stab w-mal (w = Eigenkreisfrequenz), so wird die Ellipse zum Kreis. Für einen 
beliebigen Winkel « gilt (vgl. Figur 4): 


q _ Asin(wi+ 9) _ 
q(\/o) ~— Acos(wt + y) tg (wt + @) 


tga = 
und 
a=wt+p. 


Bei freien harmonischen Schwingungen ist also der Winkel «, unter Berück- 
sichtigung des Anfangwinkels y, direkt der Zeit proportional. 
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Bei harmonisch erregten, erzwungenen Schwingungen, die nach der 
Gleichung . 
mqg+cqg=P,sindt (3) 
verlaufen, setzt sich die Lösung wie folgt aus zwei Gliedern zusammen: 
q=/1 (A, B, Py) sinwt + f,(A, B, Py) cosw£] + f,(P,) sinpt. (4) 


Das erste Glied, das heisst die eckige Klammer in Gleichung (4) stellt be- 
kanntlich eine freie, mit der Kreisfrequenz & verlaufende Schwingung dar. Der 
zweite Bestandteil ist eine rein erzwungene Schwingung von der Kreisfrequenz 
p. Für das nachstehend dargestellte graphische Verfahren ist ausserdem wesent- 
lich, dass das erste Glied von den Anfangsbedingungen abhängt, das zweite 
dagegen davon unabhängig ist. Die Ausdrücke für die Koeffizienten f, und f, 
enthalten also allgemein die Konstanten A und B, obwohl, wie man aus 
Gleichung (5) sieht, auch noch ein von den Anfangsbedingungen formal unab- 
hängiger Ausdruck aus dem ersten Glied abgespalten werden kann. 

Beide Glieder der Gleichung (4) können in der Phasenebene als Kreise dar- 
gestellt und ein Winkel x als Zeitmass angewendet werden. Soll nun derselbe 
Zeitmaßstab für die beiden Teilbewegungen in Gleichung (4) gelten, so müssen 
wir jedem Punkt der Phasenkurve des ersten Gliedes einen Punkt der zweiten 
Phasenkurve zuordnen. Ein solches Verfahren wird im nächsten Abschnitt 
eingehend beschrieben. 


4. Linearer Zwischenverlauf 


Wir nehmen an, dass zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stössen die Be- 
wegung nach Gleichung (3) verläuft. Der Zwischenverlauf sei also linear. Soll 
die Störkraft periodisch, aber nicht sinusförmig sein, dann dürfen wir, wegen 
der Linearität der Gleichung, die Störkraft in eine Fourier-Reihe entwickeln, 
und die Wirkung aller sinusförmigen Glieder überlagern; daher genügt es, hier 
die Erwägungen nur auf eine sinusförmige Kraft, etwa nach Gleichung (3) zu 
beschränken. 

Setzen wir in Gleichung (3) allgemeine Anfangsbedingungen ein (für t = 0 
ist 9 = %, ¥ = do), So wird 

ge [( ape moe ) sinw t + gg COS i + I sinpt. (5) 


a) o(c— m p?) c—mp}? 


Zur Behandlung des in Figur 1 dargestellten Schwingers verzichten wir auf 
kontinuierliches Messen der Zeit, wie dies in den Gleichungen (2) ausgedrückt 
wurde: vielmehr wird jetzt bei jedem Zykelanfang die Zeit erneut gleich Null 
gesetzt; der Anfangswert von q ist als — 90 gegeben (vgl. Figur 1); die Anfangs- 
geschwindigkeit y, ist durch die Endgeschwindigkeit im vorhergehenden Zykel 


bestimmt. 
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Gleichung (5) stellt zwei Bewegungen dar, von welchen die erste, in eckigen 
Klammern, mit der Frequenz w, die zweite mit der Frequenz # verläuft. Wählt 
man den Maßstab der Ordinatenachse 1: w, so kann die erste Bewegung durch 
einen Kreis dargestellt werden. Dieser ändert aber in jedem Zykel seinen 
Radius, weil die Bewegungsamplitude von den Anfangsbedingungen abhängt. 
Das Winkelmass der Zeit x = w t + gilt aber für jeden Zykel, da die Frequenz 
« von den Anfangsbedingungen unabhängig ist. Wählt man dagegen den Mass- 
stab der Ordinatenachse 1: p, so kann die zweite Bewegung durch einen Kreis 
dargestellt werden. Sein Radius und auch das Zeitmass « =  { bleiben wäh- 
rend der ganzen Bewegung unverändert. 

Differenziert man Gleichung (5), so ist leicht ersichtlich, dass auch die Ge- 
schwindigkeit die Summe der Geschwindigkeiten der beiden Teilbewegungen 
ist. Beschreiben wir die Lage eines Punktes zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ 
in der Phasenebene mit einem Radiusvektor r, oder r,, so gehört zum entspre- 
chenden Punkt der Summe beider Bewegungen ein Radiusvektor 


ren#r. 


Dabei muss man darauf achten, dass im allgemeinen die Ordinaten-Maßstäbe 
beider Radiusvektoren verschieden sind (w + #), dass also nur eine Bewegung 
durch einen Kreis, die andere dagegen durch eine Ellipse dargestellt ist. Um 
den gesuchten Radiusvektor r, zu erhalten, muss man zuerst den zur Ellipse 
affinen Kreis aufzeichnen, auf diesem den entsprechenden Zeitwinkel #7 auf- 
tragen und dann das Lot auf die Ellipse fällen, wie dies Figur 4 veranschaulicht. 

Selbstverständlich lässt sich umgekehrt auch der Radiusvektor r, bestim- 
men, wenn die Vektoren r und r, bekannt sind. Auf Grund der bisherigen 
Überlegungen ist es nun möglich, ein Phasenbild der durch die Gleichung (5) 
beschriebenen Bewegung aufzuzeichnen. Dabei können sich die Anfangsbedin- 
gungen infolge der Stösse bei jedem Zykel ändern. Diese Konstruktion soll im 
folgenden für zwei verschiedene Fälle, nämlich = p (Resonanz-Fall) und 
© + p (keine Resonanz), durchgeführt werden. 


Fall a): p + w 


Die rechte Seite der Gleichung 5 wird fiir beliebig angenommene Anfangs- 
werte q, und gq durch einen Kreis (Bewegung 1) und eine Ellipse (Bewegung 2) 


dargestellt. Der Maßstab der Ordinatenachse ist dann 1: @. Der Kreisradius 
wird 


da aber die Werte 9 und 4, für jeden Zykelanfang ändern, werden auch die 
Kreisradien für jeden Zykel verschieden. Die Ellipse hingegen, die das zweite 
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Glied der Gleichung (5) darstellt, bleibt unverändert, die waagrechte Halb- 
achse wird 

F5 
die senkrechte 


In Figur 5 ist die Konstruktion des Phasenbildes der Bewegung q(t) veran- 
schaulicht. 


ae 99 al 
Figur 5 
Konstruktion der Phasenkurve für @ + p, a = Phasenkreis der Bewegung 1 für den ersten Zykel, 
b = Phasenellipse der Bewegung 2, c = der mit ihr affine Kreis, d = Phasenkurve der Bewegung 
1 + 2, e= Phasenkreis der Bewegung 1 für den zweiten Zykel. 


Der ausgezogene Kreis a stellt das erste Glied der Gleichung (5) dar, 
nämlich denjenigen Teil der Bewegung, der von den Anfangsbedingungen 
abhängt. Die Ellipse b stellt das zweite Glied der Gleichung (5) dar; sie ist also 
von denAnfangsbedingungen unabhängig. 

Der Kurvenzweig von 1... 2 gibt die Konstruktion für einen Zeitabschnitt 
At an. 1’ ist der betreffende Punkt der ersten Teilbewegung (x = w t,), 1” der 
entsprechende Punkt der zweiten Teilbewegung (x =  ¢,). Er wird durch Pro- 
jektion des mit dem Zeitwinkel pt, auf dem affinen Kreis gelegenen Punktes 
auf die Ellipse bestimmt. Während der Zeit At wandert der Punkt 1’ nach 2’, 
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der Punkt 1” nach 2” und der die Gesamtbewegung beschreibende Punkt 1” 
nach 2”. Fährt man in dieser Weise fort, so kommt man schliesslich zum 
Punkt 3” der Gesamtbewegung, also zum Anschlag. 

Den ersten Punkt 4” der Phasenkurve des zweiten Zykels findet man leicht 
durch Multiplikation von v mit — k unter Beibehaltung des Wertes von q 
(nämlich g = — 9,). Es gilt nun, die zu 4” gehörenden Punkte der beiden 
einzelnen Teilbewegungen zu bestimmen. Der Punkt auf der Ellipse ist leicht 
zu finden, indem man auf den affinen Kreis von A aus (4 = letzter Punkt 
unmittelbar vor dem Anschlag) den Zeitwinkel p fy (fg = Stossdauer) abträgt. 


Berücksichtigt man noch, dass die Summe der beiden Vektoren 04” und 04’ 


den resultierenden Vektor 04" ergeben muss, so findet man auch den Punkt 4", 
mithin den Radius des Kreises für den zweiten Zykel. Von 4” aus geht dann 
die Konstruktion in der gleichen Art weiter, wie sie in Punkt 1 begonnen wurde. 
Fall b): p = w 
Schreibt man Gleichung (5) in der Form: 


psnot— osinpt 


q= (4 sinw t + Qo COL i 4 ur 


ee 
= 

der Koeffizient von Py einen unbestimmten Wert 0/0 annimmt. Mittels der 

Regel von L’Hospirar findet man 


TES 


so ist ersichtlich, dass bei 


= (£ sin@ t + gy cosw i + (53° Ing | — en cos t) . (6) 


2 m w? 2m © 


Die durch Gleichung (6) beschriebene Bewegung kann man sich wiederum 
aus zwei einzelnen Teilbewegungen (die beiden Ausdrücke in Klammern) zu- 
sammengesetzt denken. Figur 6 zeigt den Phasenverlauf einer solchen Bewe- 
gung. Die erste Teilbewegung ist durch einen Kreis mit dem Radius 


aa eee 
dargestellt, die zweite durch eine Spirale a, bei welcher der Radius nach der 
Drehung um den Winkel w At seinen Wert von 


12 = 
r(x) = Su Lj 4-10? 
auf 


r(a+A)= V1 + (a+ © APP 
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nl 
Figur 6 
Konstruktion der Phasenkurve für © = p, 1 = Phasenkreis der Bewegung 1 für den ersten Zykel, 
a = Phasenkurve der Bewegung 2, b = Phasenkurve der Bewegung 1 + 2. 


ändert. Wegen p = « ist das Zeitmass für beide Bewegungen gleich, das Pha- 
senbild der resultierenden Bewegung ist durch ein rotierendes Parallelogramm 


gebildet, dassen Seitenpaar OB, und ERG: seine Lange mit dem Drehwinkel 
regelmässig ändert. Figur 7 zeigt, wie man die momentane Länge dieser Seiten 


graphisch ermitteln kann. 


Figur 7 


Zeichnerische Bestimmung der Radienfolge OB,, OB}, ... für die Phasenkurve a, (Figur 6). 


5. Nichtlinearer Zwischenverlauf 
Das oben beschriebene Verfahren kann auch für den Fall erweitert werden, 
dass der Bewegungsverlauf zwischen zwei Stössen nichtlinear ist und durch 


die Gleichung 
mötegtmF(igg,t) =0 (7) 
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beschrieben wird. Setzt man analog des linearen Zwischenverlaufs 


5 Cc 
o* = —, 
Mm 
so erhält man 
q+o'qt+ F(q,9,t)=9. 
In dieser Form eignet sich die Gleichung gut fiir die Untersuchung mittels 


der sogenannten Delta-Methode [3]. Schreibt man Gleichung (7) in der Form 


aL g+ org + Flag.) =0, 
so folgt 


dq q 


Wegen der Nichtlinearität können weder die Phasenkurven der Teilbewe- 
gungen als Kreise dargestellt werden, noch gibt es einen zur Zeit proportio- 
nalen Winkel «. Für kleine Zeitabstände At können diese beiden Hilfsmittel 
jedoch wieder verwendet werden. Anstatt wie im letzten Beispiel den Ordina- 
tenmaßstab 1 : zu wählen, soll hier eine neue Variable 


dd nn q en q, t) L (8) 


y = 


@ 
eingeführt werden. Aus Gleichung (8) folgt dann 
t 
7 = Va) 
) a. (9) 
dq y 


Gleichung (9) stellt die Differentialgleichung der Phasenkurve im y—q-Koordi- 
natensystem dar. Sind beliebige Anfangswerte {,, g, und y gegeben, so können 
diese in Gleichung (9) eingesetzt werden, und es ergibt sich: 


ty get Fer) et ork + 

dq Yo Yo | 
Dieser Ausdruck gibt die Neigung der Phasenkurve im Punkt A(g,, yo) an 
(vgl. Figur 8). Wir ersetzen nun den Phasenkurven-Abschnitt in der Nähe 
von A durch einen Kreisbogen mit dem Radius 7). Auf diesem Kreisbogen 
gelangt man zum Punkt A,, für welchen die neuen Werte = fy + At, q = qu, 
y = y, einzusetzen sind, um den neuen Radius 7, zu bestimmen. Gelangt man 
mit dem ersten Kurvenzweig zum Anschlagpunkt A,, so findet man den 
ersten Punkt des folgenden Zykels auf die bekannte Weise durch Multiplikation 
des Wertes y, mit — k. Die Stossdauer wird dadurch berücksichtigt, dass bei 
der Berechnung des dem Punkte A, entsprechenden Abschnittes 1/0? F/ die 
Zeit ¢ = t, + At, eingesetzt wird. 
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= Uf em 
Figur 8 
Konstruktion der Phasenkurve bei nichtlinearem Zwischenverlauf mittels der Delta-Methode. 


6. Schlussbetrachtungen 


Untersucht man mit der hier beschriebenen Methode Schwinger, deren 
Parameter konstruktiv mögliche Werte annehmen, so sieht man, dass sich das 
Phasenbild der Bewegung schon nach einigen Zykeln, unabhängig von den 
Anfangsbedingungen einem Grenzzykel oder wenigstens einem schmalen strei- 
fenförmigen Grenzbereich nähert, wie dies Figur 9 zeigt. Dies bedeutet, dass 
eine stationäre (oder quasistationäre) Bewegung zu erwarten ist. Wollen wir 
aber aus gewissen, zum Beispiel energetischen Gründen, ganz andere Werte 


19 


Figur 9 
Entstehen eines Grenzzykels (d). 
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der Parameter wählen, so müssen wir uns, anhand der oben dargestellten 
Methode, zuerst überzeugen, ob ein solcher Schwinger überhaupt stationäre 
Bewegungen ausüben kann und welche Amplituden, Stossgeschwindigkeiten 
usw. diese aufweisen. Ein unbestrittener Nachteil der hier besprochenen 
Methode liegt darin, dass man umgekehrt handeln muss; zuerst gilt es, alle 
Parameter zu wählen, und dann erst kann man (auf ziemlich komplizierte 
Weise) das Bestehen eines Grenzzykels untersuchen. Es ist jedoch nicht gesagt, 
dass sich nach eingehender Bearbeitung diese Methode nicht umkehren lässt und 
dann zu einem geometrisch-analytischen Verfahren wird. Dies würde erlauben, 
vom gewählten Grenzzykel ausgehend, die geeignetste Eigenfrequenz des Systems 
zu bestimmen. In diesem Falle wird dann auch eine Diskussion der optimalen 
Parameter-Werte möglich. Dies überschreitet aber den Rahmen dieser Arbeit. 

Auf alle Fälle stehen hier noch weitere Diskussionsmöglichkeiten offen. Zum 
Beispiel kann bei der besprochenen Methode auch die Änderung des Abstandes 
gy berücksichtigt werden, indem man die Begrenzungsgerade bei jedem Zykel 
entsprechend verschiebt; weiter können auch andere Parameter — wie Stosszahl 
und Stossdauer — und deren Einfluss auf die Bildung des Grenzzykels in der 
Diskussion mitberücksichtigt werden. Auf dem rein rechnerischen Wege wäre 
dies wohl kaum ausführbar. 
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Summary 


An oscillator which is being struck exhibits non-linear characteristics on account 
of the instabilities in speed induced. Through a wide range of parameters the 
processes of motion brought about by a stimulating force lead to a stationary 
condition via a transient phase (limit cycle). The law of motion for each periodic 
movement between two successive stimulations is basically known. There is both 
a free and a forced oscillation, and these are superimposed. Each can be illustrated 
as a vector rotating in the phase plane (d, q), the point of which describes a phase 
curve. The resulting motion is described by a vector which is the sum of the two 
partial vectors. The author gives here a graphic method which he has developed 
from this. By establishing the connection between the angles described by the 
partial vectors and the time taken, the size and direction of the resulting vector at 
any moment is determined. The amount of the vector representing the forced 
oscillation remains constant during the whole process, while the vector describing 
the free oscillation changes its size and phase in each cycle. 


The author then extends his method to non-linear periodic mo 
| 2 - ement b 
of the so-called delta method. x À 107 ih 


(Eingegangen: 9. Januar 1961.) 
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Constitutive Equations Involving Functional Dependence 
of One Vector on Another!) 


By RoNaLpD S. Rıvrın, Providence, R. I., USA?) 


1. Introduction 


There are many physical situations for which the applicable constitutive 
equation involves the relation between the value of one vector at the instant of 
measurement and the values of another vector at times up to and including the 
instant of measurement. Examples of such situations are the relation between 
the magnetic intensity and magnetic induction fields in a hysteretic magnetic 
material and the relation between the electric displacement and electric fields in a 
‘lossy’ dielectric. In this paper we discuss how restrictions may be placed on the 
form of such constitutive equations as a result of the material symmetry. 

Although the method described may be employed for any type of material 
symmetry, it is applied particularly to the cases when the material is holohedral 
isotropic or hemihedral isotropic. 

The procedure used is similar to that used in previous papers [1], [2], [3]°). 
However, the problem discussed in the present paper is less involved from a mathe- 
matical standpoint than those discussed in the previous papers and the results 
obtained are simpler. 


2. The Basic Problem 


We suppose that a physical phenomenon taking place in a material is character- 
ized by the dependence of a vector v at time ¢ on the values taken by a vector u(r) 
at all times t in the intervall 0 <r <t and on the values of u(t) and its time 
derivatives d2u/dı* (x = 1, 2,..., y) at the time ¢. Let v,(r) and u,(r) be the compo- 
nents of v(t) and u(t) respectively in a rectangular Cartesian coordinate system x. 
Then, we may write our initial assumption in the form 


t 
v, = D, |u,(r); 2 ‘ (2.1) 
7=0 
where the notation 
v,= vit), w=u;ll) = u, u = oe (eri Ia eee m (2. 2) 
has been used and, in (2.1), «= 0,1, 2,...,y. ©; 18a functional of u,(t) over the 
fange 0 St S?# and a single-valued function of u (= Opty 2607) Antone 


1) The work reported in this paper was carried out under a grant from the National Science 
Foundation. 

2) Brown University. 

3) Numbers in brackets refer to References, page 452. 
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simplicity, we shall assume that the single-valued dependence on u is either 
polynomial in character, or may be approximated with any desired degree of 
accuracy by polynomial dependence. We also assume that the functional depend- 
ence is continuous. 

We now consider that the symmetry of the material is characterized by the 
group of transformations {S}, of which S (= | S,; |) is a generic transformation. 
Let x be a rectangular Cartesian coordinate system related to x by 


mn == 2 
Mg = Sip Ar Saj Six = On» (2. 3) 


and let v,(t) and u,(t) be the components in the system x of the vectors v(t) and 
u(z) respectively. Then, 


v,(t) = S,;0,;(t) and u,(t) =5s;;u;(t). (2.4) 
Since (2.1) is form-invariant under the transformation S, we readily see that, with 


abbreviations analogous to (2.2), ®, must satisfy the relation 


D; 


i 
Ci 
m; u, | = SP; 


t 
u, u,(T) ; “ (2,5) 
T T=0 


Let w be an arbitrary vector with components y, and y, respectively in the coor- 
dinate systems x and x. Then, 


Yi = S55 Vi - (2.6) 
From (2.5) and (2.6), we readily obtain 


t 


wp); “P| = F(say) . (2.7) 


t 
u(t); ws = y, D, 
T=0 


Since (2.7) is valid for all transformations of the group {S}, F must be a scalar 
invariant of W, u(t) (0 <t <t) and u® («= 0,1,..., u) under the group {S}. 
u'® denotes, of course, the vector with components u) in the coordinate system x. 


In the next section we shall show how the restrictions imposed on ®, by the rela- 
tion (2.7) may be obtained in more explicit form. 


3. Method of Solution of Problem 


We may regard ®, as a polynomial in u) Ks a) thercoefiieientsin 
which are continuous functionals of u,(t) (0 <r st). Denoting the Fourier half- 
range coefficients of «,(t) by ue (R = 0,1, ...), each of these functionals may be 
expressed as a polynomial QW) (eS Der 4 u )) which tends uniformly to the 
functional as N + oo. ®, may therefore be expressed to any desired degree of 
approximation as a polynomial PN) in u (== 0.1 nase) and u = 0, 1,408 
which tends uniformly to ®, as N > oo. Thus, 


t 


„al & PN (tr Tri (N) „0 „u 
Cr; IE (USA ES SC HU Eu) (3.1) 


®; 


Up 
3 


where PB ) tends uniformly to @, as N > oo. 
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The Fourier half-range coefficients ie are, of course, given by 


: t 


a 2 F . R Jt T 1 
Ir N U,(T) cos—— dr (P>0) and U = f'uste) dt. (3.2) 
0 0 
Denoting the Fourier half-range coefficents of u,(T) by oS OR = ©, À, 500) 
we have, from (2.4), 
T(R) _ T(R) 
Ui = sy Ue” (8%) 
By an argument similar to that leading to (3.1), we obtain 
t 
7 5 eA) CDN) (0) 77(1) TIN) (9) 77 (1) Fr 
P, Ml): u, | w P; (U, ! U, en U, ß Uns uy N u). (3.4) 
t= 
Introducing (3.1) and (3.4) into (2.7), we obtain 
7, PM (T, UD, ..., UM, WO, a, ..., 2) 
(N) (770) 77 (N 
= y, P™ (UM, UD, .., UM, u, a), ae) =. (3.5) 


Since this relation is valid for all transformations of the group {S$}, it follows that 
F is a scalar invariant under the group {S} of the N + u + 3 vectors w, ul” 
(«= 0,1,...,p) and U® (R=0,1,...,.N)4). F may thus be expressed as a 
polynomial in the elements of an integrity basis for these vectors under the group 
{S}. Since F is linear in the vector w, it must be linear in those elements of the 


integrity basis which involve w. Let us denote these by J; (x = 1, 2,..., v) and the 
remaining elements which do not involve W by J, (x = 1, 2,..., x). Then, 
LA 
FA Jy, (3.6) 
y=1 
where A, is a polynomial in I, (x = 1, 2,..., x). From (3.6) and the definition of 
F, we obtain 
v 
Oj, 
C= Au (3.7) 
À =, y Oy; 
We may obtain our result in terms of u,(r) rather than in terms of the Fourier 
half-range coefficients U) (R = 0, 1, ..., N) by using (3.2) to substitute for ibe 
in the expressions for I, (x = 1, 2,..., x) and k (x = 1, 2,...,7). 


In the next two sections, we shall carry out this procedure in detail in the 
case when the material is holohedral isotropic or hemihedral isotropic prior to t = 0. 


4. Results for Holohedral Isotropic Materials 


For a holohedral isotropic material, the transformation group {S} characterizing 
the symmetry of the material is the full orthogonal group. For this group an 


=) U'*) denotes the vector with components un in the coordinate system x. 


ZAMP X11/29 
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integrity basis for the vectors %, u and U®) is formed by 


yy, (4.1) 
Ÿ : ul), D : U (A) (4.2) 

and 
u ©) : u) u®M. ua) ; CAT (4.3) 


We therefore take the expressions (4.2) as the invariants J, in (3.7) and the ex- 
pressions (4.3) as the invariants J,. With (3.7) and (2.1), we then obtain 


L N 
von, ul) + 3 Br Un (4.4) 
a=0 R=0 


where A, and BR are scalar polynomial functions of the quantities (4. 3). 
Employing the expressions (3.2) for oy we see that Equation (4.4) may be 
re-written in the form 


7 
= À Au + 
x =0 


where A, (x = 0,1,..., u) and Br (R=0,1,..., N) are polynomial functions of 
the quantities (4.3). Hence, it may be written in the form 


; t t 
PR 3 Bo 
= R | u(t) cos eS = Dr ren / ud) de, (4.5) 
0 


R=1 


ib 
u 


vo Dd), Aa ul) + u p(t, t) u(t) dr, (4. 6) 
6 


a=0 


where o(t, r) is a single-valued function of its indicated arguments and a polynomial 
function of the invariants (4.3). Employing (3.2), we obtain 
pe 
C 
t2 
0 


Ti I 


PU R x ; 
Ue. ye) | / u(T;) : u(T,) cos = = COS = aes EES 5 (4.7) 


where C is 1, 2 or 4 depending on whether both, one or neither of the quantities 
Rand T are zero. Similarly, 
t 


R G if R 
ut). yR) — ral u') . u(t) cos— — dt, (4. 
0 


© 


where C = 1 if R=0 and C = 2 if R + 0. Thus, the coefficients A, and g(, r) 
in (4.6) must be expressible as polynomials in expressions of the form 


t 


À CRE 
ul. | y(t, 7) u(t) dt and ; Olt, 7,2) ulz,) > ur.) dr) de, (4.9) 
/ I 


where y(é, 7) and d(f, 7, T,) are single-valued functions of their indicated arguments. 

In the particular case when the functionals ®, in (2.1) are hereditary functionals 
the kernels g(t, t) and y(t, t) must depend on ¢ and r through ¢ — + and Alt, 14, 7 ) 
must depend on Z, r, and r, through t — tT, and ¢ — Tp. - ES 
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We note also the particular case when the functional ®, is not particularly 
dependent on the values of u(t) and its time derivatives at time ¢. Then, in (4.6), 
we may take u(% = 0. We obtain the result 

t 
v= pt) u(r) dr, (4.10) 


0 
where g(t, tT) is a polynomial in invariants of the form 
tft 
| Jo, ty, 7) ufr) © ufr) ary du. (4.11) 


0 0 


5. Results for Hemihedral Isotropic Materials 


For a hemihedral isotropic material, the appropriate transformation group {S} 
is the proper orthogonal group. For this group an integrity basis for the vectors 
y, u”) and U'®) is formed by the invariants (4.1), (4.2) and (4.3), together with 


Cp, u), u] : [w, u®), u] 2 lw, u”), u‘®] (5.4) 


[u®), u, u], [u®, „9, um], [u®, us), u], Pre ue) ve. (5.2) 


We therefore take the expressions (4.2) and (5.1) as the invariants J, in (3.7) and 
the expressions (4.3) and (5.2) as the invariants Z,. Then, following a procedure 
similar to that employed in the previous section, we obtain 


t 5 
7 p nn 
m. — pi As ul + ‘| OE, t) wa) dcr | / y(t, Ti, To) ult,) x ulr,) dr, dt, 
Fu 6 0 0 


v 
7 
a) (ß 
an / ui) u) x ufr) dr + 3” Aagpu™ xu, (53) 


a=0/ a,ß-0 


where A4, Aag, pl, tT), x(t, T1, T2) and u(f,r) are polynomials in invariants of the 
forms (4.9) and 
t 
[u®, up), u”)] N A(t, 7) [u®, uf, u(r) | dr, 


0 
td 


" pot 7,7) Lu), ufr), u(r,)] dr, dr, , (5.4) 
0 0 
and 


bk + 
À u i oll, Typ tay Ze) lutr), ufr), U(r)] des dre dr . 
050730 


on to the case when the functionals are of the 


We again draw particular attenti 
when they do not depend particularly on the 


hereditary type and to the case 
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values of ul% (x = 0,1,...) at t=#. The modifications which must be made to 
(5.3) and (5.4) in these cases are obvious. 
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IS I 


Zusammenfassung 


Die vorliegende Arbeit befasst sich mit einer Klasse von Stoffgleichungen, die 
so beschaffen ist, dass der momentane Wert eines Vektors vom gleichzeitigen und 
von allen vorhergehenden Werten eines zweiten Vektors abhängt. Es wird gezeigt, 
wie man diejenigen Einschränkungen der Form solcher Stoffgleichungen, die von 
materiellen Symmetrieeigenschaften stammen, herleiten kann. Die Herleitung 
wird völlig durchgeführt für den Sonderfall eines isotropen Materials mit oder 
ohne einen Symmetriemittelpunkt. 


(Received: Mars 4, 1961.) 


A Solution of the Steady State Thermoelastic Equations 


By WiıLrLıam E. WILLIAMS, Liverpool, Great Britain!) 


Introduction 


It is well known [1]?) that certain classes of solution of the elastostatic equations 
may be derived from scalar potential functions. In the present note it is shown that 
there exists a particular solution of the equations of thermoelastic equilibrium, with 
nonuniform temperature variation, which can also be derived from a scalar potential 
function. This particular solution can be combined with the known solutions of the 
elastostatic equations to solve thermoelastic boundary value problems when the 
shear stresses vanish on a plane. Boundary value problems of this type have been 
considered by MCcDowELL and STERNBERG [2], SNEDDON and Lockett [3] and 
SNEDDON and OLESIAK [4]. The first named authors employ a GREEN’s function 
approach whilst the other authors employ transform techniques. 

The solution obtained here is applied to the boundary value problems treated 
by the above authors. It is found that the solutions may be expressed in a simple 
form. It is shown, without elaborate calculation, that the stress field in a thick 
slab with stress free boundaries is plane and parallel to the boundary [3]. 

The problem treated by SNEDDON and OLESIAK [4] of a penny shaped crack 
on the surface of a semi-infinite solid is also considered. It is shown that the normal 
stress is of the form of a constant C multiplying a function which is independent 


1) Department of Applied Mathematics, The University of Liverpool. 
2) Numbers in brackets refer to Reference, page 455. 
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of the prescribed values of temperature on the surface of the solid. The constant C 
is proportional to the total heat flux over the crack. This result was established 
by SNEDDON and OLESIAK assuming the heat flux in the crack possessed a Fourier 
Bessel expansion. The present result is independent of any such assumption. 


Basic Equations 


We consider an elastic body in which there is established a temperature field 
T + d(x, y, z) where T is the temperature in a state of zero stress and strain. 
x, y, z are the Cartesian coordinates of an arbitrary point within the solid and k 
will be taken to denote the unit vector along the z axis. It will be assumed that 
there are no body forces or heat sources within the solid. The equations of thermo- 
elastic equilibrium thus become [5] 


(1— 2”) V?u + grad[A — 2 & (1 + 7) 8] =0, (1) 
289 —0. (2) 


u is the displacement vector, À = div u, n is Poısson’s ratio and « represents the 
coefficient of expansion of the solid. 
The stress vector Z (cf. [6]) across an element of surface whose normal is 
parallel to k is given by 
Z k [2542 0 (1 4 9) ©] ou 


rg à ; 5 
ds +5, + grad(u, k) (3) 


where u is the modulus of rigidity. 
It is well known that [1] a particular solution of equations (1) and (2) is 


Die, = (4) 
where F is a potential function. The corresponding stress vector is 
OF 
Jb == fl grad, : 
It may be verified by direct substitution that another solution of the above 
equations 1s 
=.= 2 ade (5) 
2 Oz » 


3—4n 0°G 


ie Zinta) 02 (6) 


where G is also a potential function. The corresponding stress vector is 


0G 02G 02G 
Z=u (grad je +2 zgrad 242 SE kl. 


From equations (4) and (5) we see that a solution of the equilibrium equations 
with zero shear stress on z = 0 is 


0G 1 
u=u,=2 grad, =, gradG . (7) 


à is still given by equation (6). 
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A more general solution with zero shear stress on 2 = 0 can be obtained by: 

adding to u, the solution u, [1] where x 
0x 04 
u, = (1 — 2) grady + 2 grad — (3—4n) ae k 

where y is a potential function. The temperature # associated with u, is zero. It is} 
convenient for mani-pulative purposes to write G as [4 (1 — ») ]/(3 — 4 n) and x' 
as — $/(3 — 4) — y where ¢ and y are potential functions. We then obtain as a 
solution of equations (1) and (2). 


0 Od Ow 
u = —grad¢ + z grad oe | k A (1 — 2 n) grady — 2 grad, 
Ow 
mn) Sa 9 
+ (3-47) =k, (9) 
2(1—n) 06 
= = 0 
2 1+n 022 ' (10 


The solution given by equations (9) and (10) has the advantage that (u, k) on 
z = 0 is independent of ¢ on z = 0. The stress vector corresponding to the displa- 
cement and temperature of equations (9) and (10) is 


Z= 2u |zgrad, @—y) rs m]. (11) 


Application to Particular Problems 


The above solution can now be applied to the solution of particular boundary 
value problems. We consider first the problem of the semi-infinite elastic solid 
occupying the region z = 0 with the plane z = 0 stress free. It will be assumed that 
either 9 or 09/0z is known on z= 0. Ÿ and the components of u are required to 
tend to zero as z> oo. 

The boundary value problem for # (and hence ¢) can be solved by Fourier or 
Hankel transform methods or by a GREEN’S function approach. The boundary 
condition on z= 0 gives 0?/0z? (d — y) = 0 on z= 0, hence since ¢ and y are 
harmonic functions 02/02? (6 — y) = 0 and hence we obtain STERNBERG and Mc Do- 
WELL’s result that Z = 0. In order that the conditions at infinity are satisfied we 
must in fact have d = y and hence 


u = 2 (n — 1) gradd + 4 (1 — ») ee k. (12) 


If & is expressed as a double Fourier transform it can be shown that equation (12) 
agrees with the displacement given by SNEDDON and LockETT [3]. We now con- 
sider a similar problem for the thick elastic slab bounded by the planes z = 0, h, 
these planes being stress free. Equation (12) once more represents the solution of 
equations (1) and (2) which is stress free on z = 0, h provided that ¢ is now deter- 
mined from the known values of # or 09/0z on the boundary surfaces. We thus 
have once more that Z = 0. 

We can also employ equations (9) and (10) to give a simple solution to the 
problem of a penny shaped crack on the surface of a semi-infinite solid. Axial 
symmetry will be assumed and the solid will once more be assumed to occupy the 


region z > 0. We shall consider the particular problem when the applied normal 
stress on the crack is zero. 
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The boundary value problem for # will depend on whether the temperature or 
the heat flux is specified on the crack. In either case the boundary value problem 
1S of a type which is amenable to solution by established methods [4], [7]. If the 
radius of the crack is a and r is a radial coordinate in the plane z = 0 then the 
elastic boundary conditions give 


0? 


ae Y= 0, Marea, (13) 
Ow Bm 
At VAT (14) 
Equation (13) may be rewritten 
O0? 1 
0 2. (15) 


02? 2 (1—n) 


The potential boundary value problem equations (14) and (15) is of a type whose 
solution is well known [7]. By direct manipulation of this known solution it can be 
shown that 


ony +) (1 + 7) 
oe ae ea eine), (EE) 
where 
= 
g(y, z) = | cosu J, TU) g-zu du 
gt 2) = [cost Jol“) erw du. 
6 


1 
C is Jo Q(o) do, where Q (r/a) is the flux within the crack. Thus 

0 

u (1 + 9) Ors 

VAE ae ac [z gradstr, 2) —k <4). (17) 
Equation (17) agrees with the result of OLESIAK and SNEDDON [4] who obtained it 
by assuming that Q possessed a Fourier-Bessel expansion. u can be expressed in 
terms of # and g from equations (9) and (15). 
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Résumé 


ére des equations d’équilibrium thermoélastique est 
ution est combinée avec les solutions 
liquée à la solution d’une classe parti- 


Une solution particuli 
derivée d’une fonction potentielle. Cette sol 
connues des equations élastostatiques et app 
culiére de problémes aux limites. 
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Abtastregelung fiir ein hochkonstantes Magnetfeld. Von B. WALTHARD, 
Fribourg 1). 

Die hier beschriebene Stabilisierung wurde für ein doppelt fokussierendes Eisen- 
spektrometer für ß-Teilchen von 20 keV bis 2,5 MeV gebaut [1], [2]?). Seine maxi- 
male Energieauflösung soll 10—4 betragen. Das fokussierende Magnetfeld H bzw. die 
Induktion B in der Vakuumkammer muss demnach beim Normalradius des Spek- 
trometers von 30 cm von 30 bis 350 Gauss variiert werden können, und zwar in 
Schritten von 2 - 105. Ausserdem muss sein Betrag auf 2 - 10-5 konstant sein. 


+300V 


+1200V 
i PS. 
en Feldmessun, 

fp tet ae = 
| | 
| | 
| | 
i | 

| 
| 

| Sample. 
| DOME 
Ê 
| | 
| = | 
u oh 4 

Figur 1 


Figur 1 zeigt das Prinzipschema der dazu gebauten Regelung. Der Strom I zur 
Erregung der Feldspulen wird von einem stabilisierten Netzgerät geliefert. Er kann 
mittels 12 parallelgeschalteter Tetroden der Type 807 kontinuierlich von 0 bis 1 A 
variiert werden. Zwei Regelkreise sorgen nun fiir die Stabilität des Magnetfeldes. 
Einerseits wird durch eine starke Wechselstromgegenkopplung dafür gesorgt, dass 


1) Physik-Institut der Universitat. 
*) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis, Seite 458. 
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der Strom I durch die Feldspulen nur sehr langsam von einem jeweils eingestellten 
Wert abweicht, nämlich höchstens um 2 - 10-5 pro 15 Sekunden. Er wird zu diesem 
Zweck über einem Shunt von 100 Q gemessen; das gewonnene Signal wird kapazitiv 
an den Eingang eines Gleichspannungsverstärkers gekoppelt. Verstärkt um den 
Faktor 10° werden damit wieder die Längsröhren ausgesteuert. Diese Anordnung 
stellt eine nahezu ideale Stromquelle dar. Sie ist ausserdem mit der unter dem 
Namen Miller-Integrator bekannten Schaltung identisch. Tatsächlich ist der 
Strom I mit grosser Genauigkeit dem Integral einer Steuerspannung U, proportio- 
nal, die man allenfalls zusätzlich an den Eingang des Gleichspannungsverstärkers 
anlegt. 

Ein zweiter Regelkreis hat nun die bei einem Eisenmagneten unvermeidlichen 
Änderungen des Zusammenhanges zwischen Strom und Magnetfeld auszuregulieren 
sowie auch den Nullpunktfehler des Integrators. Das dazu notwendige Meßsignal 
für das Feld wird durch eine im Spektrometer rotierende Spule H, erzeugt. Als 
Referenz für die Regelung dient das Feld eines Dauermagneten, in welchem eine 
weitere, auf derselben Antriebswelle rotierende Spule Hr angebracht ist. Die Welle 
wird von einem Synchronmotor mit 4500 Umdrehungen pro Minute angetrieben. 
Die beiden induzierten Wechselspannungen werden nun gleichgerichtet und geglät- 
tet. Es erfolgt eine Spannungsteilung des Referenzsignals, dem gewünschten Wert 
des Feldes entsprechend, und schliesslich Bildung der Differenz durch Serieschal- 
tung. Zur Gewährleistung einer hinreichenden Langzeitstabilität wird die ganze 
Mess- und Vergleichsanordnung auf 0,1°C thermostiert. Das Differenzsignal AU 
beträgt bei der zulässigen Abweichung des Feldes von seinem Sollwert mindestens 
100 wV. Es wird nun über einen Abtaster (Sampler) an den Eingang des integrie- 
renden Stromreglers geführt. Der Abtaster ist ein mechanischer Schalter, der alle 
6 s periodisch den Regelkreis für die Dauer von 1 s schliesst. 


Figur 2 


In Figur 2 ist ein möglicher Verlauf des Fehlersignals AU aufgetragen. Die 
_ Abtastimpulse (schraffiert) bewirken jedesmal eine kleine bleibende Anderung des 
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Stromes I und damit auch des Magnetfeldes H. Sie ist dem zeitlichen Integral des 
entsprechenden Spannungsimpulses von U, proportional. 


Sampler I-Regler Spulen 


Feldmessung 


Figur 3 


Aus dem Signalflußschema (Figur 3) gewinnt man einen Überblick über die 
Stabilität des äusseren Regelkreises. Die einzelnen Regelglieder sind durch Recht- 
ecke symbolisiert. Die darin eingezeichneten Kurven bedeuten deren Übergangs- 
funktion, das heisst ihre Antwort auf die Schrittfunktion. Man erkennt daraus, 
dass schon bei tiefen Frequenzen Phasenverschiebungen von x und mehr auftreten. 
Der Abtaster überträgt aber nur Frequenzen, die kleiner sind als die halbe Abtast- 
frequenz. Wählt man diese klein genug, bewirkt das auf einfache Weise ein stabiles 
Verhalten dieses Regelkreises. Die eingangs aufgestellten Forderungen hinsichtlich 
Stabilität wurden damit erfüllt. 

Wir möchten Herrn Prof. O. HUBER für das Interesse, das er dieser Arbeit ent- 


gegengebracht hat, danken sowie dem Schweizerischen Nationalfonds für den 
finanziellen Beitrag. 
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Etude d’un systeme A 4 bobines pour la production d’un champ 
magnétique homogene. Par P. Cornaz, Lausanne?). 


1. Introduction 


Un système à 4 bobines permet d’obtenir des champs très homogènes avec des 
dimensions réduites et par conséquent une faible dissipation électrique. Par rapport 
au solénoïde corrigé on profite encore de l'avantage de l'accès latéral. 

Nous avons calculé et construit la bobine représentée schématiquement sur la 
figure 1. Elle fait partie d’un spectrograph de résonance paramagnétique à 1000 MHz. 
Elle permet d'obtenir un champ de 350 Gauss avec un courant de 10,5 A et une 


3) Dans le cadre du subside N° 1723 du Fonds National. Ecole Polytechnique de l’Université 
de Lausanne, Laboratoire de Physique. 
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puissance de 90 W (refroidissement par ventilation). L’homogénéité a été mesurée 


avec une sonde HALL à l’aide d’un montage d’opposition; elle est meilleure que 
AH/H = 3 - 107° sur une distance de 22 mm sur l'axe). 


2. Details constructifs 


Le corps de bobine est en anticorodal. Les bobines en sont isolées par du mica. 
Chaque bobine est constituée de deux flasques bobinés en ruban de cuivre, 10: 0,3mm 
avec isolation en prespan 0,1 mm et de la laque. Les deux flasques sont reliés au 
centre par une spire épaisse commune; ainsi l'entrée et la sortie du courant sont à 
la périphérie. Le bobinage en ruban donne des bobines solides et précises. D'autre 
part la conductibilité thermique axiale du bobinage est celle du cuivre massif de 
sorte que le refroidissement se réalise très facilement par les flancs du bobinage. La 
température intérieure des bobines n’est guère plus élevée que celle des flancs. En 
plongeant cette bobine dans un liquide agité on pourrait réaliser des champs de 
l’ordre de 3000 Gauss avec une puissance de 6,5 kW et l’homogénéité indiquée plus 
haut. Pour augmenter le refroidissement on pourrait remplacer l’isolant entre les 
deux flasques de chaque bobine par de l'aluminium oxydé avec une circulation 
d’eau à la périphérie. La construction doit prévoir un déplacement axial de + 2 mm 
sur les bobines centrales pour ajuster expérimentalement l’homogénéité à sa valeur 
optimum. 


Figure 1 
Plan schématique de la bobine. 


4) Nous remercions M. A. CHATELAIN et M. J. Burrer de ce laboratoire de la réalisation soignée 


de ces mesures. 
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3. Calcul 


Une méthode de calcul de tels bobinages épais sera publiée ultérieurement; 
nous nous bornons ici A un résumé succinct des pas a suivre (figure 1): 


a) Le champ en P(£) d’une spire de courant J, de rayon 1, située a l’abscisse x 
peut &tre mis sous la forme d’une serie 


À Wf = E E \n 
H(&) > 2 Der (>) > 


où 7, est un rayon moyen de référence et Y,, sont les coefficients; ils sont fonction 


de x et 1/7: 
7 al AO 
ye = v, (x. ) 5 


Vv 


b) On considère d’abord les bobines comme infiniment minces. Avec x, %,, 
Vila Nı/Ns (N = nombre de spires) on a quatre paramètres à varier, ce qui permet 
d'annuler Y, et Y, à l’aide des courbes Y, (x, r,/r), tout en satisfaisant à quelques 
exigences constructives. Les coefficients impairs sont nuls par symétrie. 

Les données ainsi trouvées permettent de faire un avant-projet des bobines 
complètes. On garde x, et x, comme variables (figure 1). 


c) Par intégration numérique ou graphique on détermine la contribution à 
Y, et Y, des bobines entières pour quelques valeurs de x. On trace les courbes 
her Wile) Ge om olenaamime les valent loue a; = Maga: = Ws Wan iles 
imprécisions inévitables dans le bobinage il est prudent de prévoir une certaine 
latitude de réglage des valeurs x, et x,. 


Performances d’un amplificateur différentiel à transistors. Par E. VIT- 
Toz et R. DEssouLavy, Lausanneÿ). 
1. Introduction 
But et définitions (figure 1a) 
Tensions d’entrée: 


are 


DE , 
ou 
Meu+z, Ba Vas ta 
E doit étre amplifie, U doit étre rejeté. 
Le signal de sortie peut étre l’une des 3 tensions: 
U 2A(E+”, 0), (1) 
Us BAC ES UF (2) 
Ui = U,— U, BATZE 7) USA 28 0). (3) 


5) Ecole Polytechnique de l’Université. 


Vol. XII, 1961 Varia — Miscellaneous — Divers 461 


| On définit ainsi 3 rapports de réjection 7,, 75, Y,, et un facteur d'amplification 
différentielle 
U, —U, I, 
Al GB ee 2 == (pour U = 0). 
On veut: a) AS 1 
b) 7, et 7, <1 (sortie asymétrique) 
ou (et) 7,5 <1 (sortie symétrique) 


Figure la 


Schema de l’amplificateur differentiel. 


Effet de R, 
On peut montrer que 
h 1 
Vi =, À — (22 en = 
an, 
pour deux transistors 7, et 7, parfaitement identiques. Nous avons mesuré cette 


courbe (figure 2) en compensant les dissymétries entre T, et T, (c.f. 2). 


05:0°* 
0 

5 10 R, MQ 
0 


Figure 2 
Effet de Ro. 
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Pour obtenir 7, et r, < 1, il faut que la valeur de À, soit voisine de 


Noe A — 1 


hoo, hoop 


2. Montage pratique (figure la) 
Equilibrage et compensations 


Pratiquement les 2 transistors T, et T, ne sont jamais identiques. 

a) Pour Vgr1 = Ver, Icı # Ice (tensions et courants continus). 
Le potentiométre P, permet d’équilibrer les courants continus au repos dans les 
2 branches de l’amplificateur. 

b) Pour U,, = Us = U, Ip, # Lo et Us F 0 

(tensions et courants alternatifs BF.) 

On compense cette dissymétrie en répartissant judicieusement dans les charges R, 
un courant proportionnel à U, ceci au moyen des éléments P, et À. 

c) En HF, la différence de phase entre 7, et I,, est compensée en ajustant le 
condensateur différentiel C .. 


Réalisation de R, 


On a vu (figure 2) qu'il était intéressant d’avoir une valeur de À, élevée. Si 
celà est impossible avec les courants de repos choisis et la tension positive V, à 
disposition, on peut recourir au montage donné à la figure 1b. 


Figure 1b 


Source de courant à résistance interne élevée. 


On obtient Ry > 1/hg,, pour R,> hy}. 


3. Mesures 


Mesure de A 
On applique une tension 2 E entre les 2 entrées. 
AD U, hp —U, nN Us 
TUE I Ce PUS 


Mesures de v,, va et V15 


On applique une tension U simultanément aux 2 entrées (bases reliées ensemble). 
Les équations (1), (2) et (3) permettent de déterminer Ho tés EC CEE 
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Valeurs numériques 
Les valeurs numériques utilisées pour nos mesures sont les suivantes: 


R}=—10K0Q, 


P, = 150 Q (une valeur plus faible peut convenir et présente l'avantage d’une aug- 
mentation de À), 
A= ZINSEN: 


R = 0,5 à 2 MQ (suivant le type des transistors utilisés), 
C, = 100 pF différentiel. 
Point de fonctionnement des transistors au repos et a 20°C 
— Ic 2250uA, —Vop 25 V. 


Types de transistors: OC 71 (Germanium) 
BCZ 11 (Silicium) 


Nous avons effectué chaque série de mesures avec les 6 combinaisons de 4 tran- 
sistors de méme type. 
Facteur d’amplification différentielle: 


A 2 50 (varie peu d’une paire à l’autre). 


Rapports de réjection 


Nous avons fait subir à chaque paire de transistors un cycle de températures 
20°, 40°, 60° et retour à 20°C en relevant chaque fois les valeurs de 71, 7, et rs. 

La figure 3 montre un exemple des résultats obtenus. On remarque une dispa- 
rition de l'effet des compensations après un cycle de températures (transformations 


aye GP AP 20° 40° 60° 20% 


9 x 
4 || mex 960°C 


2 max 


_15107* 


Figure 3 
Variation des rapports de rejection au cours d’un cycle de températures pour 6 paires de transistors. 
Diagramme de gauche: sans compensation. Diagramme de droite: avec compensation BF à 20°C, 
T, et Tz: OC 71 (Ge), = 2 MQ, fmesure = 150 Hz. Courants continus équilibrés a 20°C. 
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irréversibles des transistors). Ceci n’apparait pas a ces températures avec des 
transistors au Si. 

Nous donnons (tableau 1) les valeurs de (| r, | Ou | 72 |) max Et | %12 | max mesurees, 

Du point de vue des rapports de réjection, on ne constate pas de différences 
appréciables entre les transistors au Ge et au Si. 

Par contre la dérive équivalente max a l’entrée pour T variant de 20° a 60°C 
qui est de 10 a 20 mV (selon la dissymétrie des courants inverses) avec des tran- 
sistors au Ge n’est que de 1 mV environ avec des transistors au Si. On aura donc 
avantage a utiliser ces derniers dans les amplificateurs travaillant a faible niveau 


et soumis a de fortes variations de température. 


Tableau 1: Rapports de réjection max mesurés. 


| Transistors OC 71 (Ge) Transistors BCZ 11 (Si) 
mesure 150 Hz 5) decals 150 Hz 5) IMaly 
Ry 12KQ| ~2MQ | Z21MN | ~2MQ | Zæ1MO 
Compens. BF à 20°C | non | non oui oul oul non oul oul | oul 
Compens. HF à 20°C | non | non | non | non oul non | non | non | oui 
208C 6 2 10 9 23 4 26 12 
10° | ri Imax | 40°C 7 FU Ei are 
ou 800 
105 60°C 19 17 24 24 DS; 6 29 15 
| à es 
2040 6 4 12 il 23 4 26 12 
20 0 073 Se se ae 
108 | | 40°C | 76 10 4 9 3 42 3 36 5 
2 
ae En Eee 8 go 9 
APCE Wil 8 6 7 42 Al 34 2 


4. Conclusion 


Les mesures effectuées confirment l’avantage d’une valeur élevée de R, si on 
veut que | 7, | et |, | soient faibles. 

Un ajustage du dispositif de compensation permet d’obtenir facilement 
| 74. | < 1075 à température constante. 


Avec des variations de température de 20° à 60°C on peut encore compter sur 
une valeur de |7,. | < 1,5 : 10-4. 


Compteur d’impulsions bidirectionnel à tores magnétiques. Par R. L. 
Favre, Lausanne). 


, Indépendamment de l'application des ferrites aux mémoires matricielles dont 
il serait vain de discuter l'intérêt, les compteurs d’impulsions à tores magnétiques 
sont loin, semble-t-il, d'avoir donné la limite de leurs possibilités. 


6) Laboratoire de Recherches Nucléaires. 
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Les circuits actuellement parvenus a notre connaissance [1]?) reposent, avec 
quelques variantes, sur le schéma de la figure 1. Un seul des tores de ferrite est 


Figure 1 


polarisé dans le sens inverse a celui correspondant au courant du transistor, lequel 
est bloqué a l’etat de repos. Supposons qu’il en soit ainsi du tore 0: Un bref déblo- 
cage du transistor rectifie la polarisation de ce tore, d’où charge du condensateur 
tampon Co, a travers la diode de blocage do. La décharge différée de Co dans le 
bobinage du tore 1, provoque l’inversion magnétique de ce dernier jusqu'à l’impul- 
sion d’entrée suivante, et ainsi de suite. 

L’intérét du comptage bidirectionnel et du relevé de la mémoire, dans un 
probléme d’automation en cours d’étude, nous a conduit au développement d’un 
circuit apte à aiguiller, de manière sélective, la décharge du condensateur tampon 
dans le tore prédéterminé par l'opération requise. La décharge d'un condensateur 
tampon quelconque, par exemple C7 (figure 2) est asservie au déblocage de l’une 
ou l’autre des voies de commutation contrôlées par les transistors Td et Tr. Les 


Figure 2 


7) Le chiffre entre crochets renvoit à la Bibliographie, page 466. 


ZAMP X11/30 
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impulsions d’entrée sont requises de double polarité, la premiere alternance dé- 
bloquant le transistor To et la seconde, l’un ou l’autre des transistors de commu- 
tation Td ou Ty selon que l'impulsion est appliquée à l’entrée directe Ed ou rétro- 
grade Er. Dans le premier cas, c’est le tore suivant qui s’inverse et dans le second, 
le tore précédent. 

Le procédé est sans autre applicable à une décade (10 tores en série). Il est 
possible d'augmenter le taux d’information spécifique en constituant deux cycles 
par série. C’est ainsi qu'une série de 5 tores, divisée en un cycle de 2 et l’autre de 
3 tores, permet 6 états distincts au lieu de 5. 

La généralité de la méthode d’aiguillage sélectif permet son application au 
relevé de la mémoire par affichage lumineux, impression automatique, etc. Il suffit 
d'introduire une voie de commutation supplémentaire, réinversant toujours le 
même tore pour qu’apparaisse sur le condensateur tampon de ce dernier une 
succession d’impulsions propres à permettre son identification. Ces impulsions sont 
entre autre applicables au déblocage d’un tube d’affichage du type DM 160. 

Les contingences d’une communication qui se doit courte, nous contraignent à 
renvoyer le complément de nos informations à un prochain article. 

Il nous reste à exprimer nos sentiments de gratitude à Monsieur le Professeur 
HAENNY, à notre technicien Monsieur BAICHE et à la Commission Suisse pour la 
Science Atomique, en reconnaissance de leur contribution respective à ce travail. 


BIBLIOGRAPHIE 
[1] J.C. Barton, Simple core scaling circuits, Nuclear Inst. 5, 332-334 (1959). 


Contribution des transistors aux performances de circuits A tubes 
electroniques. Par R. L. Favre, Lausanne’). 

Les quelques circuits élémentaires proposés ci-dessous s’ajoutent, dans le méme 
esprit, aux communications [1] et [2]°). 

a) La figure 1 schématise un limiteur de courant pour stabilisateur électronique 
de tension, artifice dont nous apprécions journellement les services dans le dévelop- 


Figure 1 


Circuit limiteur de courant. 


8) Laboratoire de Recherches Nucléaires. 
®) Les chiffres entre crochets renvoient a la Bibliographie, page 468. 
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pement et la mise au point de circuits. Par son action sur la tension d’écran du 
tube rhéostat EL 86, la résistance anode-base de polarisation complémentaire d’un 
transistor tampon, permet de limiter le courant de court-circuit a une valeur égale, 
voir inférieure, au courant utile maximum. Dans le premier cas, la caractéristique 
horizontale tension-courant se termine par une chute verticale. Le courant utile 
maximum est alors indépendant de la tension stabilisée, d’où la possibilité de calibrer 
le potentiométre R, par exemple entre 0 et 100 mA, à + 10%, pour une tension 
stabilisée variable de 0 a 1000 V, tel que nous l’avons expérimenté. 

b) D’un emploi généralisé par celui des photomultiplicateurs, les hautes tensions 
stabilisées d’un débit de plusieurs mA s’accommodent mal de la résistance interne 
élevée des oscillateurs à haute fréquence, par ailleurs très avantageux pour la caté- 
gorie de tensions intéressée. La figure 2 illustre le principe appliqué avec succes pour 


300 V 
EYST 
0A 85 
OD sie 


Figure 2 


Circuit compenseur de debit. 


annuler la résistance interne d’une tension redressée dans ces conditions. Le courant 
de retour du bobinage HT est partiellement dérivé vers la base d'un transistor 
couplé de manière à ce que la polarisation de grille du tube oscillateur EL 86 soit 
d'autant moins négative que le courant absorbé est plus élevé. Il est aisé d'annuler 
sensiblement la résistance interne pour une tension de 2000 V, par exemple, tandis 
que la compensation est encore très efficace aux valeurs extrêmes de 500 et 2500 VE 

c) La figure 3 est relative a un procédé de mise en forme des impulsions d’un 
photomultiplicateur, desquelles il était requis une amplitude maximum et une 


220 
AS Ze! 
1K 
44H 
awe 
Figure 3 


Circuit de mise en forme. 
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durée trés réduite, en vue de leur application a un processus de commutation aussi 
rapide que possible. Le front négatif de 2 a 30 V est généré sous haute impédance 
résistive, tandis que le front de retour fait intervenir la brusque conduction d’un 
transistor «de rappel» qui rétablit, en quelques ms, la tension de repos. Les per- 
formances peuvent étre améliorées aux dépens de la simplicite. 

Nous remercions Monsieur le Professeur HAENNY, nos techniciens Messieurs 
Jominr, HoLzEr et QUINCHE, ainsi que la Commission Suisse pour la Science 
Atomique, de leur précieuse contribution respective à ce travail. 


BIBLIOGRAPHIE 


[1] R. L. Favre, Modifications et performances d'un compteur d’impulsions UHF, 
Helv. Phys. Acta, 33, 601-605 (1960). 

[2] R. L. Favre, Elements de compensation d’un stabilisateur de tension, Helv. Phys. 
Acta, 33, 598-599 (1960). 


Ein- und Ausdiffusion von Dotierungssubstanzen in Silizium. Von 
H. Kunz, Baden!?). 

Zur Erreichung bestimmter Konzentrationsprofile mit kleinen Randkonzentra- 
tionen bei der Eindiffusion von Fremdsubstanzen in Silizium wurde das folgende 
Diffusionsverfahren gewählt: 

1. Eindiffusion der Fremdsubstanz in Siliziumscheiben aus der Gasphase. 

2. Nachtemperung der vordiffundierten Siliziumscheiben ohne weitere Zufüh- 
rung von Dotierungsmaterial. 

Der erste Teil des Verfahrens, Eindiffusion der Dotierungssubstanz aus der 
Gasphase, führt im eindimensionalen Fall auf eine Konzentrationsverteilung der 


Form: 
CU yea CAN Week (eo eel 
See | (5) 


C, = Randkonzentration; ®|- He. — Fehlerintegral. 
2yDt, 


Im zweiten Teil des Verfahrens, Nachtemperung ohne weitere Zuführung von 
Dotierungsmaterial, findet einerseits eine weitere Eindiffusion, anderseits aber auch 
eine Ausdiffusion der Fremdsubstanz aus dem Silizium statt. 

Für dieses Verfahren der Diffusion in 2 Schritten wurden die Konzentrations- 
profile von WarınG [1]!") unter folgender, vereinfachender Annahme mit einem 
Analog Computer bestimmt: Die Randkonzentration der Si-Probe soll während der 
Nachtemperung dauernd auf 0 oder konstant gehalten werden. 

_ Für diese Fälle kann aber die Diffusionsgleichung gelöst werden. Zur Erreichung 
einer während der Nachtemperung konstant gehaltenen Randkonzentration machen 
wir für die Anfangsbedingungen folgende Annahmen: 


ec] für 0 <x% < oo, 


10) Physiklaboratorium Brown Boveri & Cie. 
ee ‘ ; 
) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 471. 
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C=C; | (1 — B) a. al mus Ose > CO, 


wobei ß/2 C, die konstante Randkonzentration bedeutet. 
Als Lösung der Diffusionsgleichung erhalten wir dann eine Konzentrationsver- 


teilung 
ct, à = G, [24 (1 zu i= —- a) We 


t, = Zeit der Nachtemperung , 

ty Zeit der Nachtemperung, 

by Zeit der Diffusion aus der Gasphase ’ 
ee, 


a 


Machen wir nun noch die Annahme ß/2 = 0, so erhalten wir auch die Konzen- 
trationsverteilung fiir den Spezialfall, dass die Randkonzentration wahrend der 


— 


— 


-3 
D 0 05 1 15 2 25 
x = 
yor 
Figur 1 
C Be 46 
Verlauf der Funktion —— = 2 ae (: à) D — D — 
C 2 2 [04 = 2 yDt 
0 
2 |/ —— Dt 
Oa 


fiir verschiedene Werte von Je - & = konstant = 10. 
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Nachtemperung dauernd auf 0 gehalten wird. 


Cl.) =, |e tg | =) (2) 
2 Bar 2 yDt 
ZT «+1 y 


Die Funktion C/C, für « = 10 und verschiedene Werte von ß/2 zeigt Figur 1. Aus 
dieser Darstellung geht hervor, dass die Gleichung (2) für alle Fälle mit grosser 
Ausdiffusionsrate [8/2 = klein] eine gute Näherung ist. 

Die Funktion C/C, für ß/2 = 0 und verschiedene Werte von « zeigt Figur 2. 


1 7 I SF = i 


Verlauf der Funktion A D ze =) 
Co 5 a = 
Dt 
a+ 1 V 


Von uns durchgeführte Versuche zur Eindiffusion von Ga in Siliziumscheiben 
haben gezeigt, dass der gemessene Konzentrationsverlauf sehr gut mit dem nach 
Gleichung (2) berechneten Verlauf übereinstimmt. Figur 3 zeigt die gemessenen 
Werte der Konzentrationsverteilung und den nach Gleichung (2) berechneten 
Konzentrationsverlauf für Ga in Si mit « = 95. Für die gerechnete Kurve wurde 
die von FULLER und DITZENBERGER [2] angegebene Diffusionskonstante verwendet. 


ca 
— | für verschiedene Werte von a. 
2 VDt 
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Figur 3 


Gemessener und nach Formel (2) berechneter Konzentrationsverlauf für Ga in Si « = 95 
berechneter Konzentrationsverlauf. 


LITERATURVERZEICHNIS 


[1] W. WarinG, J. Electrochem. Soc. 705, 12, 702 (1958). 
[2] C. S. FuLLer, J. A. DITZENBERGER, J. Appl. Phys. 27, 544 (1956). 


Couplage de deux milieux heterogenes multiplicateurs de neutrons. 
Par CH. MANDRIN, P. Gavin et B. ViTrozl). 
A paraitre prochainement dans ZAMP. 


Kompressibilitätseinflüsse bei Gaslagern. Von V. STINGELIN, Zürich 13). 

Die Differentialgleichung der hydrodynamisch geschmierten Gaslager lässt sich 
bekanntlich, selbst für das unendlich lange Lager (ebenes Problem), nicht geschlos- 
sen integrieren. Man war daher lange Zeit auf Näherungslösungen mit Hilfe von 
Potenzreihenentwicklungen angewiesen [1], [2]'*), deren Gültigkeitsbereich natur- 
gemäss beschränkt war. Um diesen zu erweitern, haben wir die Differentialgleichung 
für das unendlich lange Lager auf der Analogie-Integrieranlage IA-58, der Firma 
Contraves berechnen lassen. 

In Figur 1 sind die Druckverteilungen für ein festes e in Abhängigkeit von c 
aufgetragen. c ist die Ähnlichkeitszahl der Differentialgleichung und direkt ein 
Mass für die Stärke der Kompressibilitätseinflüsse15). e = relative Exzentrizität. Die 
Druckverteilungen sind offensichtlich äusserst empfindlich auf Variationen von c. 

Obwohl wir in der Praxis das unendlich lange Lager nicht exakt realisieren 
können, durften wir doch bei den Messungen am endlich breiten Lager ein qualitativ 


12) Lab. de Genie Atomique, EPUL, Lausanne. 

13) Institut für Aerodynamik, ETH. 

14) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 473. 
) 


15) ¢ = 0: inkompressibel (SOMMERFELD); € > 0: kompressibel. 
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ähnliches Verhalten der Druckverteilungen erwarten. Was wir bis jetzt vergleichen 
konnten, waren Rechnungen!*) und Messungen für ein L/D = il We = ee 
D = Lagerdurchmesser), wobei Cyneor = 0 und 0,5 = 0,079. betrug. Sıehe Figur 2. 


p* © 6 u@® ù sa 
Parametents= = 5 oe 0 y Doe 5° 
Figur 1 


Berechnete Druckverteilungen des unendlich langen Gaslagers. 


Die Übereinstimmung Messung-Rechnung war für e = 0,5 recht gut, hingegen 
machten sich bei e = 0,7 die erwarteten Kompressibilitätseinflüsse bereits bemerk- 
bar. Bei den relativ kleinen Oberflächengeschwindigkeiten durften wir diese Ab- 
weichungen von der inkompressiblen Lösung mit Sicherheit auf die bereits vari- 
ierende Dichte zurückführen und nicht auf Sekundäreffekte innerer Temperatur- 
schwankungen. 

Die nachträgliche energetische Betrachtung hat uns diese Vermutung bestätigt 
und zudem ein Mittel gegeben, die Grenzen der Theorie, welche isotherme Zustands- 
änderungen im Gas voraussetzt, von Fall zu Fall abzuklären. 

Aus dem Energiesatz in dimensionsloser Darstellung ziehen wir folgende 
Schlussfolgerungen: 

Solange das relative Lagerspiel y eine oder mehrere Potenzen von Zehn kleiner 
ist als der reziproke Wert der Pe-Zahl (Pe = Res Pr, Res = Up Ôfv), überwiegt die 
Wärmeleitung senkrecht zur Strömungsrichtung diejenige in Richtung der Strö- 


16) Die Berechnungen des endlich breiten Lagers, c = 0, wurden auf der ERMETH ausgeführt. 
Die Rechnungen für c > 0 sind zur Zeit noch im Gange. 
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mung und den Wärmetransport. Unter diesen Voraussetzungen wird in erster 
Näherung die Temperaturverteilung eine Funktion vom Druckgradienten und der 
Höhe z allein. Demzufolge lässt sich der Energiesatz integrieren, und wir erhalten 


Schnitt P = 140° 


Mittelebene 


27 


a 


6 u © Ô _ & 
Ste ce, er 
ee, GNS, Op =, nee pi Mere 
ORGUE, CC TUE U, = Ss, goal loehe. 


Theorie inkompr. (C = 0), — Los p* = 


ye? 


Figur 2 
Druckmessungen am endlich breiten Gaslager, L/D = 1. 


die Temperaturverteilung als Funktion von z und dem Druckgradienten P, als 
Parameter. | 

Die Auswertung dieser Berechnung ist in Figur 3 wiedergegeben, und zusammen 
mit dem kleinen numerischen Beispiel, welches die Bezugstemperatur u UR/A für 
einen typischen Lagerfall angibt, erhalten wir einen Begriff von den zu erwartenden 
Temperaturveränderungen. Die Grössenordnung beträgt hier rund 2 Grad, womit 
die Brauchbarkeit der isothermen Theorie für dieses Beispiel nachgewiesen wäre. 


LITERATURVERZEICHNIS 


[1] J. S. Ausman, The Fluid Dynamic Theory of Gas-Lubricated Bearings. Trans- 
action of the ASME 79, 1218-1224 (August 1957). | | | 

[2] Y. Karro and N. Sopa, Theory of Lubrication by Compressible Fluid, with 
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Mech. 267-270 (1952). 
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Geschwindigkeitsprof. a 
IE > IT 


-20 


Beispiel: Luft bei300°K, Up=50m/sec, ö=30u 


E —6,93-10-8 we Grd. él Peet 07 
A = 0398 10 nm Td. ’ 7) R ’ ’ = > 


Figur 3 
Geschwindigkeitsprofile und Temperaturprofile im Gaslager in Abhängigkeit vom Druckgradienten 
Py. Voraussetzung ist: p< 1/Pe. Randbedingungen: T 


Wand = ? Welle = To = konst . 


Eigenschaften und Anwendungsmôéglichkeiten des Omegatrons. Von 
R. H. Brert und W. RutscuH?’). 


Erscheint demnächst als ausführliche Arbeit, voraussichtlich in Review of Sci- 
entific Instruments. 


Über einen Einfluss des AgJ auf den atmosphärischen Vereisungs- 
prozess. Von ROLAND List, Weissfluhjoch-Davos 8). 

Grössere atmosphärische Eispartikeln wie Graupeln und Hagelkörner wachsen 
in der Atmosphäre zur Hauptsache durch Akkreszenz kleinerer Wolkenpartikeln. 
Handelt es sich hierbei um flüssige Wassertropfen, so bleiben dieselben beim Auf- | 
prall auf ein grösseres Hindernis infolge Benetzung haften. Fällt jedoch ein Hagel- 
korn in einer Wolke, die nur aus Eisteilchen — seien es gefrorene Tröpfchen oder 
Schneekristalle — besteht, so ist seine Wachstumsrate klein, da ein grosser Teil der 


1”) Physikalisches Institut der Universität Bern. 


18) Eidg. Institut für Schnee- und Lawinenforschung. 
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auftreffenden Partikeln wegprallt und nur wenige haften bleiben. Eine gewisse 
Klebekraft zwischen sich berührenden Eisteilchen besteht: sie ist jedoch gering und 
nimmt mit sinkender Temperatur ab [1]1°) 


g/min 
16 as 


om 
dr 


08 


0 — 
0 -10 -20 -30 -40° 


Figur 1 
Spezifischer Massenzuwachs dm/dt einer vereisenden Kugel in Funktion der Lufttemperatur 27. 
Relative Luftgeschwindigkeit v = 12 m/s, Durchmesser der vereisenden Partikeln d= 2 cm, 
: Wassergehalt der Luft (in Form von Tropfen); Wy = 10,5 g/m?. 
Kurve I: Massenzuwachs ohne Verwendung von Ag J-Partikeln. 
Kurve II: Massenzuwachs unter Verwendung von Ag J-Partikeln. 


Wie Figur 1 zeigt, wird diese Vorstellung durch Experimente im Hagelversuchs- 
kanal [2] bestätigt. Der Massenzuwachs pro Zeiteinheit wurde bei konstanten 
Werten der relativen Luftgeschwindigkeit vereisendes Objekt — Partikelwolke, des 
freien Wassergehaltes, bzw. Eisgehaltes der Luft sowie des Durchmessers des ver- 
eisenden kugeligen Objektes in Funktion der Lufttemperatur gemessen. Kurve I 
zeigt dabei das spezifische Wachstum einer Kugel, das sich innerhalb einer Tropfen- 
wolke einstellt. Es bleibt konstant bis zu Werten von —33°C und fallt dann rasch 
ab, um bei —40°C einen Betrag anzunehmen, der 5% des urspriinglichen Wertes 
beträgt. Dieser Abfall rührt davon her, dass bei diesen Temperaturen ein mehr oder 
weniger spontanes Gefrieren der Wassertropfen eintritt, sei es auf Grund der maxi- 
malen Unterkühlbarkeit des verwendeten Tropfengrössen-Spektrums (Durchmesser 
des mittleren Volumens 50 yw) oder aus apparativen Gründen. 

Wiederholen wir die gleiche Experimentreihe bei gleichen Versuchsbedingungen, 
jedoch unter Beimengung von AgJ-Partikeln zum Tropfennebel vor der Meßstelle, 
wo der Vereisungsversuch stattfindet, so ergeben sich Massenzuwachsraten gemäss 
Kurve II. Obwohl die als Eisbildungskerne wirkenden Ag J-Teilchen einen Schwel- 
lenwert von —4°C aufweisen und daher bereits unterhalb dieser Temperatur eis- 
bildend wirken, so lässt sich erst bei —10°C ein Einfluss feststellen. Dies ist nicht 
verwunderlich, da das Verhältnis zwischen den wirksamen Kernen zu den total vor- 
handenen exponentiell mit fallender Temperatur zunimmt (gemäss [3] und [4] von 
—4° bis —10°C um einen Faktor 10? bis 10°). Das heisst, dass bei Temperaturen 
höher als —10°C ein wesentlicher Teil der Wolkentröpfchen (ca. 160/cm bei @ =50 u 
und einem totalen freien Wassergehalt von w = 10,5 g/m?) flüssig bleibt und dadurch 
eine nasse Oberflächenschicht auf der vereisenden Kugel verursacht, in der auch die 

auftreffenden Eispartikeln kleben bleiben. Der Abfall zwischen —10° und —15°C 


19) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 476. 
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ist also dem Gefrieren aller Wolkentropfen zuzuschreiben, wahrenddem der fol- 
gende, leicht sinkende Ast der Kurve II bei noch tieferen Temperaturen auf den 
oben erwähnten Abfall der Haftung zwischen reinen Eispartikeln zurückzuführen 
ist. 

Die hier beschriebenen Experimente wurden unter Verwendung sehr hoher Kern- 
konzentrationen durchgeführt (Grössenordnung 10°/cm? der bei —10°C wirksamen 
AgJ-Partikeln). Die Zeit, die dem Vereisen der Tropfenwolke zur Verfügung stand, 
betrug 0,7 s, gegeben durch die Strömungsgeschwindigkeit und den Abstand 
zwischen Einspritzstelle und Meßstelle. 

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dass die Grundidee einer Hagel- 
bekämpfung durch Gefrieren sämtlicher unterkühlter Wolkenpartikeln prinzipiell 
richtig ist. Die angeführten Resultate erlauben jedoch noch keine allgemeinen 
Schlussfolgerungen für die Praxis, da speziell die Fragen der Kernwirksamkeit in 
Funktion der Zeit, des Kernwachstums durch Diffusion sowie der Kerndosierung 
noch einer Lösung harren. 
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Über die Erzeugung eines präzisen 1,5-Mill.-Volt-Elektronenstrahles 
für Elektronenmikroskopie. Von E. B. Bas, Ziirich?°). 

In der Durchstrahlungs-Elektronenmikroskopie werden normalerweise Elek- 
tronenenergien bis zu 100kV angewendet. Es bestehen verschiedene Beweg- 
gründe, die Elektronenenergie weiter zu erhöhen. Einer davon ist zum Beispiel die 
Möglichkeit, dickere Objekte zu durchstrahlen. Man kann beispielsweise die leben- 
den Bakterien in feuchtem Milieu zwischen zwei durchstrahlbaren Folien vakuum- 
dicht einbetten und durchstrahlen, wobei eine hohe Energie auch die Abtötungsrate 
vermindern kann. Die Hauptschwierigkeit einer Elektronenmikroskopie mit sehr 
hohen Spannungen besteht in der Erzeugung des hochkonstanten Elektronen- 
strahles. Ein für diese Zwecke geeigneter Elektronenbeschleuniger wurde von der 
Firma Haefely in Basel in Zusammenarbeit mit der Abteilung für industrielle 
Forschung (AFIF) an der ETH gebaut und steht im Institute d’Electronique (Prof. 
Dupovy) in Toulouse für elektronenmikroskopische Untersuchungen zur Verfügung. 
Im folgenden wird kurz über das Beschleunigungsrohr, welches an der AFIF ent- 
wickelt wurde, berichtet. 

Der Beschleuniger ist für 1500 kV und 200 wA ausgelegt. Die Spannung wird 
auf 1075 und der Strom auf 10? stabilisiert. Die ganze Anlage ist frei aufgestellt. 
Die hochstabilisierte Spannung wird von einem symmetrischen Kaskadengleich- 
richter erzeugt [1]*). Um die geforderte hohe Stabilisierung der Spannung zu 
gewährleisten, musste die ganze Anlage und auch das Beschleunigungsrohr sehr 
sorgfältig dimensioniert und ausgeführt werden. Die Beschleunigungsstrecke ist in 


20) Abteilung für industrielle Forschung, ETH. 
*1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 481. 
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10 Stufen unterteilt. Die Elektronen werden also pro Stufe um 150 kV beschleunigt 
Diese kleine Stufenspannung ermöglicht die Unterdrückung der ne he, 
ausserhalb des Rohres und eine sichere Beherrschung des elektrischen Durch- 
schlages zwischen den Beschleunigungselektroden. Die Stufenhöhe beträgt 45 cm. 
Figur 1 zeigt schematisch den Aufbau der Beschleunigungsstrecke. Aus einem 
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Figur 1 
Prinzipschema des Beschleunigers : A Injektionssystem, P Elektronenquelle, Q Bild der Elektronen- 
quelle. 


Einschußsystem A werden die Elektroden mit variabler Energie in die Beschleuni- 
gungsstrecke eingeschossen. Der Einschußstrahl kann in einem beliebigen Punkt JR 
in der Nähe der Achse vor der ersten Beschleunigungsstufe fokussiert und um 
diesen Punkt P gekippt werden. Dadurch ist ein genauer Einschuss gewährleistet. 
In Figur 2 ist das Einschußsystem schematisch dargestellt. Es besteht aus einer 
Fernfokus-Elektronenkanone und einer magnetischen Kondensorlinse. Die Elek- 
tronenkanone fokussiert den Strahl auf eine Crossoverblende von 0,2 mm @; die 
Kondensorlinse bildet diese Blende im Punkt P ab, wobei der Öffnungswinkel des 
Strahles durch eine Aperturblende auf 1,25 : 10-2 rad beschränkt wird. Das ganze 
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Prinzip des Injektionssystems. 


System kann in zwei Richtungen x, y verschoben werden, wodurch der Strahl in 
einem beliebigen Punkt vor der 1. Beschleunigungslinse fokussiert werden kann. 
Ausserdem lässt sich die Elektronenkanone samt der Aperturblende in einer Kugel- 
kalotte mit der Crossoverblende als Zentrum kippen. Der Strahl bleibt dadurch im 
Punkt P fokussiert; nur seine Neigung zur Achse wird verändert. Die im Durch- 
messer gross dimensionierten Polschuhe der Kondensorlinse erlauben einen schiefen 
Durchgang des Strahles, ohne dass sich die sphärischen Fehler des Linsenfeldes aus- 
wirken. Der Grossteil des von der Kathode emittierten Stromes wird durch die 
beiden Blenden ausgeblendet; zum Beispiel bei einem Einschußstrom von 100uA 
benötigt man einen Emissionsstrom von 500 wA. Die Beschleunigungsspannung in 
der Elektronenkanone U, kann zwischen 20 und 60 kV variiert werden. 

In Figur 3 ist die konstruktive Gestaltung des Einschußsystems und der Be- 
schleunigungsstrecke ersichtlich. Das Einschußsystem kann von der Beschleuni- 
gungsstrecke mittels eines Schieberventils abgetrennt werden, so dass für den 
Kathodenwechsel nicht das ganze Rohr belüftet werden muss. Bei der Konstruktion 
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Figur 3 


Konstruktiver Aufbau des Injektionssystems und der Beschleunigungslinsen: 1 Kathodenpatrone 
mit Bolzenkathode, 2 Fernfokus-Elektronenkanone, 2 Justierung des Elektronenstrahles auf die 
Crossoverblende, 4«,9-Kippung des Injektionsstrahles, 5 Servomotoren für «,ß-Kippung, 6 Kon- 
densorlinse, 7 x,y-Verschiebung des Injektionsstrahles, 8 Servomotoren für x,y-Verschiebung, 
9 Lufteinlass- und Vorevakuierungsventil, 10 Absperr-Schieberventil, 11 Doppel-Messkäfig für 
Strahlstrommessung und -justierung, 12 Servomotor für Messkäfigantrieb, 13 Beschleunigungslinse, 
14 Abschirmelektroden, 15 Porzellanisolator, 16 Justierbare Halterung der Linsenelektrode (drei 
am Umfang), 17 Stufenblende, 18 Korona-Abschirmung, 19 Halterungsnasen (drei am Umfang), 
20 Anschlussflansch für eine Vakuum-Messzelle. 
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der Beschleunigungsstrecke waren drei Punkte von Bedeutung: präzise Justierung 
der Beschleunigungselektroden, Sicherheit in der Spannungsfestigkeit und gute 
Abschirmung des magnetischen Erdfeldes. Die Beschleunigungselektroden sind 
verschiebbar und kippbar angeordnet. Sie werden bei der Montage durch einen 
mit hochempfindlichen Libellen versehenen Zentrierdorn sehr genau aufeinander 
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Profil des Strahles auf der Beschleunigungsstrecke und die Ablenkung des Hauptstrahles im 
magnetischen Erdfeld. 


ausgerichtet. Um das Erdfeld gut abzuschirmen, sind sowohl Beschleunigungs- 
elektroden wie die um diese angeordneten Abschirmelektroden aus hochpermeablem 
Material (Mumetall)hergestellt. In Figur 4 ist das gerechnete Strahlprofil [2] und die 
Ablenkung des Zentralstrahles im Erdfeld beim Fehlen einer Abschirmung graphisch 
dargestellt, und zwar für eine Beschleunigungsspannung von 1500 kV. Wäre eine 
magnetische Abschirmung nicht vorhanden, so würde demnach der Strahl in der 
10. Stufe um etwa 4cm und am Eingang des Mikroskopes um 7,3cm durch das 
Erdfeld abgelenkt sein, und diese Ablenkung würde stark durch die Veränderun 

der Beschleunigungsspannung variieren. Dank der guten Abschirmung kann aa 
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die Spannung von 200 kV aufwärts variiert werden ohne eine beobachtbare Strahl- 
ablenkung am Ausgang. Dadurch dass der Strahl genau auf der Achse geführt wird, 
können in den Beschleunigungselektroden dem Strahlprofilangepasste Stufenblenden 
(17 in Figur 3) vorgesehen werden. Die Aufgabe dieser Blenden ist die Versperrung 
des Weges für die auf der Beschleunigungsstrecke durch Zusammenstoss der Strahl- 
elektronen mit den Restgasmolekülen entstandenen Ionen und Elektronen. Dadurch 
isteine Verbesserung der Spannungsfestigkeit des Rohres und auch die Verminderung 
der Röntgenstrahlung zu erwarten, welch letztere auf die Ausbildung von Korona- 
Entladung in der ganzen Anlage von Bedeutung sein kann. 

Der berechnete Strahldurchmesser am Ausgang des Beschleunigungsrohres 
stimmt sehr gut mit den gemessenen Werten überein; man erhält zum Beispiel bei 
einer Einschußspannung von 40 kV einer Beschleunigungsspannung von 1000 kV 
für den Strahldurchmesser am Ausgang 0,78 mm gerechnet und etwa 0,7mm 
gemessen. 
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Über die Ausmessung von progressiv-periodischen Potentialfeldern 
mit einem Widerstandsnetzwerk. Von L. Preuss, Zürich ?). 

Betrachten wir das Feld eines elektrostatischen Beschleunigers mit einer hohen 
Anzahl geometrisch gleicher Elektroden (Figur 1). Dieses Feld wollen wir im Grenz- 
fall, wo diese Zahl gegen unendlich strebt, und also gilt: 


gb, 2) =elnz+D-K, (1) 


als progressiv-periodisch mit einer räumlichen Pseudoperiode / und einem Zuwachs 
des elektrischen Potentials pro Periode K bezeichnen. (Das gesamte System ist 
rotationssymmetrisch um die z-Achse.) Wir wollen zeigen, dass man einen Aus- 
schnitt der Lange n-/ (n = 1, 2, ...) eines solchen Feldes auf einem in z-Richtung 
endlichen, aus diskreten Widerstanden aufgebauten Netzwerk darstellen kann. Die 
an anderen Orten behandelte Beriicksichtigung der endlichen Maschenweite wollen 
wir hier voraussetzen. 

Trennt man den zwischen z, und z, + n / liegenden Teil eines unendlichen Netzes 
heraus und verbindet entsprechende Punkte (das heisst solche mit gleichem 7) 
der neu entstandenen Grenzen paarweise über galvanisch unabhängige Spannungs- 
quellen des inneren Widerstandes Null und der Spannung # K, so bleibt ein vor- 
handenes, progressiv-periodisches Feld ungestört. Da man leicht zeigen kann, 
dass es bis auf eine additive Konstante nur eine mögliche Potentialverteilung gibt, 
genügt der Beweis, dass die ursprünglich vorhandene Potentialverteilung auch nach 
dem beschriebenen Heraustrennen einen möglichen Gleichgewichtszustand dar- 
stellt. Letzteres geht daraus hervor, dass erstens das Zuschalten der Quellen allein 
an der schon erfüllten Bedingung (1) offensichtlich nichts ändert. Zweitens wird 
durch die gegenseitige Unabhängigkeit der Quellen auch nach dem Heraustrennen 
die Gleichheit der durch entsprechende Punktepaare der Trennebenen 2 = 2 und 
z = x + nl hindurchfliessenden Ströme gewährleistet. Dies gilt allerdings nur, 


22) Abteilung für industrielle Forschung (AFIF), ETH. 
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Figur 1 


Achspotential eines Linearbeschleunigers (4 MeV). 


wenn die zurückgebliebenen Teile des unendlichen Netzwerkes dergestalt beschaffen 
sind, dass sie, längs der Trennebenen wieder zusammengesetzt, ein normales Netz- 
werk ergeben. Dies kann zum Beispiel durch Berandung des herausgegriffenen 
Stückes mit doppelten Widerstandswerten erreicht werden. Die beschriebene An- 
ordnung ist in Figur 2 für n = 1 schematisch dargestellt, wobei die doppelt ausge- 
zogenen Linien die doppelwertigen Randwiderstände andeuten sollen. Die abgebil- 
dete Elektrode wird elektrisch «freischwebend» belassen, kann aber zur Festlegung 
des Nullpunktes des nur bis auf eine additive Konstante bestimmten Potentials 
gebraucht werden. Zur Kontrolle durch die Bedingung (1) können auch mehrere 
räumliche Pseudoperioden abgebildet werden. Figur 3 entspricht einer zur Prüfung 
des Feldes eines elektrostatischen Beschleunigers durchgeführten Messung. Es 
sollte bei gegebener Elektrodenform untersucht werden, ob (und eventuell bis zu 
welchem Wert von r) das achsennahe Feld innerhalb einer gewissen Toleranz 
homogen sei. 

Während beim Abstecken von bis zu fünf in üblicher Weise auf die Potentiale V, 
bis 1, + 4 K gebrachten Elektroden die Bedingung (1) wegen unsauberer Rand- 
bedingungen nicht genau genug eingehalten werden konnte, erlaubte die hier vor- 
geschlagene Anordnung die Bestimmung des Potentials auf drei Stellen genau. 
D abei wurden die Spannungen K behelfsmässig von 30 durch Potentiometer abge- 
glichene 4,5-V-Trockenbatterien geliefert. Ein Teil der Mess ungsergebnisse ist in 
der Tabelle 1 zusammengefasst, welche deutlich zeigt, dass sich hier trotz der 
asymmetrischen Elektrodenform bis zu einer Achsentfernung von rund einem 
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Figur 2 


Darstellung eines progressiv-periodischen Feldes. 


Drittel des Elektrodenradius ein bis auf die dritte Dezimalstelle homogenes Feld 
ausbildet. 


Tabelle 1 


Es ist K = 1000 und V (Elektrode) = 0 
SS — — 
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Figur 3 


Potentialverteilung im Beschleunigungsrohr des 4-MeV-Beschleunigers. 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 


Künstliche Erdsatelliten. 2. Sonderband der Fortschritte der Physik. Über- 
setzung aus dem Russischen (Akademie-Verlag, Berlin 1959). 357 S., 146 Abb., 
sl Tap:HDMFS3 

Zu Beginn des Internationalen Geophysikalischen Jahres und zwar kurz vor 
dem Abschuss des ersten sowjetischen Erdsatelliten, nämlich im September 1957 
erschien eine zweiteilige Sondernummer zum Band 63 der «Fortschritte der Physik» 
(Uspechi fiziceskich nauk), die sich mit einigen der wichtigsten mit den künstlichen 
Erdsatelliten im Zusammenhang stehenden Problemen befasst und gleichzeitig das 
ausführliche Programm darlegt, das sich die russischen Forscher auf diesem Gebiet 
für das IG] vorgenommen hatten. Diese Sondernummer ist nun auch in deutscher 
Sprache zugänglich (nachdem früher schon eine amerikanische Übertragung er- 
schienen war), vermehrt um einige zu diesem Thema gehörende Arbeiten aus 
spätern Faszikeln. — Vier Arbeiten befassen sich mit dem günstigsten Abschuss, der 
Lebensdauer und den Bahnstörungen von künstlichen Erdsatelliten, eine weitere 
sehr einlässlich mit dem Mondflug. Die übrigen Arbeiten sind im wesentlichen den 
durchzuführenden Experimenten gewidmet. Es werden die folgenden Problemstel- 
lungen behandelt: Untersuchung der Zusammensetzung der primären kosmischen 
‘Strahlung und ihre Variation; die ultraviolette und korpuskulare Strahlung der 
Sonne: Bestimmung der Zusammensetzung, des Druckes und der Dichte der hohen 
Atmosphäre (Exosphäre); Untersuchung der Ionosphäre; Messung der Häufigkeit 
der Mikrometeoriten; geomagnetisches Feld und elektrostatisches Feld. Im grossen 
und ganzen sind dies gerade die Experimente, die vom Mai 1958 an mit Hilfe des 
Sputnik III (19586) realisiert wurden. Daneben finden sich noch Untersuchungen 
über die Siliziumsonnenbatterien, die optische Beobachtung künstlicher Erdsatelliten 
und die Möglichkeit der Prüfung der allgemeinen Relativitätstheorie. - Wenn diese 
sorgfältige und gut ausgestattete Übersetzung leider auch etwas spät erscheint, so 
ist sie doch noch aufschlussreich genug (zu bemängeln ist allerdings die falsche 
Rücktranskription vieler nichtrussischer Namen und auch von Zeichen: aus 
THIELE wurde TILLE, aus W. HOHMANN ein V. HocHMANN, aus F. R. MOULTON 
ein F. P. MUL'TON usw.). E. ROTH-DESMEULES 


Probability and Statistics. Herausgegeben von U. GRENANDER zum 65. Ge- 
burtstag von HARALD CRAMER. John Wiley & Sons, New York 1959, 434 S., $12.50. 

Dem Ansehen und der Beliebtheit des schwedischen Mathematikers HARALD 
CRAMER ist es zu verdanken, dass ein derart reichhaltiger Band mit Arbeiten der 
bekanntesten Forscher Westeuropas und Amerikas entstehen konnte. 

Die Ubersicht iiber den Inhalt dieses Buches zeigt die Tendenzen der Entwick- 
ung der Forschung in den letzten Jahren an. Ein grosser Teil der Arbeiten befasst 
sich mit stochastischen Prozessen, Construction du processus de W. Feller et H. P. 
McKean en partant du mouvement Brownien (PAUL Livy), Cramér’s theorem on mono- 
tone matrixvalued functions and the Wold decomposition (P. MAsanı), Some non linear 
problems in probability theory (ULF GRENANDER), Some vemarks on stable processes with 
independant increments (M. Kac), Statistical Analysis of stochastic processes with 
stationary individuals (M. ROSENBLATT), oder mit ihren Anwendungen, An introduc- 
tion to the measurement of spectra (JOHN W. Tuxey), Non linear prediction (P. MASANI 
and NORBERT WIENER). Diskrete Prozesse behandeln Unitary dilatation of M arkov 
transition operators and the corresponding integral vepresentations for transition- 
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probability matrices (DAVID G. KENDALL) und A Markov Chain Theorem (J.L. Doos). 

In The impact of stochastic process theory on statistics gibt M. SE BARTLETT eine 
Übersicht über all die statistischen Probleme, die eigentlich nur mit Hilfe von 
stochastischen Prozessen umschrieben und korrekt gelöst werden können. 

On combinatorial methods in fluctuation theory (W. FELLER) bringt einige neue 
Beweise im Zusammenhang mit dem arc sin Gesetz. Mit den Schätzungsmethoden 
und Prüfverfahren der modernen Statistik setzen sich JERZY NEYMAN in Optimal 
asymptotic tests of composite statistical hypotheses, HERBERT ROBBINS in Sequential 
estimation of the mean of a normal population, T. W. ANDERSON in Some scaling 
models and estimation procedures in the latent class model, EVELYN Fix, J. L. HoDGEs 
and E. L. LEHMANN in The restricted chi-square test auseinander. Sehr willkommen 
ist auch die neue Übersicht über den Stand der Forschung in Nonparametric statisti- 
cal inference von S. S. WiLxs und über die Forschungen zur Erreichung optimaler 
Versuchsanlagen, Design of linear experiments, von G. ELFVING. 

Schliesslich führen uns A survey of results in the collective theory of risks (CARL- 
OTTO SEGERDAHL) und Ends and means in econometric model building (HERMAN 
O. A. WoLp) in weitere angewandte Gebiete, in denen H. CRAMER ebenfalls tätig 
war. P. SCHMID 


La science et la théorie de l’information. ‚Von LÉON BRILLOUIN (Masson 
& Cie, Paris 1959). 302 S., 69 Fig.; 48 NF. 

Die französische Übersetzung des 1956 vom gleichen Autor erschienenen 
Buches «Science and Information Theory», welches in der ZAMP 8 (1957), H. 5, 
S. 428 besprochen wurde, liegt vor. Der Text weicht nicht ab, wurde aber da und 
dort ergänzt, insbesondere wurde ein neuer Abschnitt beigefügt über das Problem 
der divergenten Integrale in der Quantenelektronik. Die Übersetzung dieses wert- 
vollen Buches ist sehr zu begrüssen. Trotz des etwas zu klein gewählten Druckes 
kann es bestens empfohlen werden. H. WEBER 


Orbit Theory. Proceedings of Symposia in Applied Mathematics of the Am. 
Math. Soc., Vol. 9. Herausgegeben von G. BIRKHOFF und R. E. LANGER. (Am. Math. 
Soc., Providence, Rhode Island, 1959). 195 S., 61 Fig.; $7.20. 

Die Theorie der Bahnen eines Teilchens, die vor allem am Ende des letzten Jahr- 
hunderts in der Himmelsmechanik einen gewissen Höhepunkt erreicht hatte, ist heu- 
te wieder in den verschiedensten Gebieten von besonderer Bedeutung geworden. 
Aus diesem Grunde befasste sich das durch die American Mathematical Society im 
April 1957 veranstaltete neunte Symposium über angewandte Mathematik aus- 
schliesslich mit der Bahntheorie, um die Aufmerksamkeit der Mathematiker ver- 
mehrt auf dieses interessante und wichtige Gebiet zu lenken. Die zahlreichen neuen 
und alten noch ungelösten Probleme (periodische und unperiodische Bahnen, Stabili- 
tät, Extremalprobleme, Bahnstörungen) vermögen ihm Anlass zu neuen Entwick- 
lungen zu geben, und der Einsatz moderner Rechenautomaten lässt zudem in ganz 
anderer Weise numerische Untersuchungen durchführen als dies früher möglich 
war. Die in den Proceedings wiedergegebenen 10 aufschlussreichen und bedeutungs- 
vollen Darstellungen bekannter Forscher umfassen einen grossen Teil des Gebietes 
der Bahntheorie: Teilchenbeschleuniger, geladene Teilchen in kosmischen M agnet- 
feldern (kosmische Strahlung), Abschussbahn eines künstlichen Erdsatelliten (bezeich- 
nenderweise beansprucht die diesbezügliche Arbeit von Sıry mehr als ein Drittel 
des Bandes), Bahn eines Satelliten um einen abgeplatteten Z entvalkörper, eingeschränk- 
tes Dreikörperproblem, allgemeine Theorie der Planetenbahnen, Bahnen in relativisti- 
schen Gyavitationsfeldern. Diese Proceedings vermitteln einen recht guten Überblick 
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über manche der aktuellen Probleme und Methoden und sind für Mathematiker, 
Physiker, Astronomen und Ballistiker in gleicher Weise von Interesse. 


E. ROTH-DESMEULES 


Combinatorial Analysis. Vol. 10 ([Proceedings of Symposia in Applied 
Mathematics] American Mathematical Society, Providence 1960). 309 S.; $ 7.70. 
Dieser Band enthält die Mitteilungen, die 1958 im Symposium über angewand- 
te Mathematik an der Columbia University gemacht wurden. Die Verfasser sind 
ausschliesslich in den USA tätige Mathematiker. Entsprechend der damaligen 
Organisation des Symposiums enthält das Buch die folgenden Kapitel: 
. Existence and construction of combinatorial designs; 
2. Combinatorial analysis of discrete extremal problems; 
3. Problems of communications, transportation and logistics ; 
4. Numerical analysis of discrete problems. 

Die Titel beweisen, dass die behandelten Fragen den verschiedensten Gebieten 
der Mathematik angehören. In der Regel gehen die Autoren von einem praktischen 
Problem aus, um bei dessen Lösung in vielen Fällen Methoden der abstrakten 
Mathematik zu benutzen. Dieses Vorgehen zeigt, dass man die reine und ange- 
wandte Mathematik nicht voneinander trennen kann. 

Einzelne Beiträge sind besonders interessant, wie z. B. der Zusammenhang 
zwischen der Theorie der linearen Ungleichungen und dem Pauli-Prinzip (Verfas- 
ser: H. W. Kunn) oder die Abhandlung von R. BELLMANN über Combinatorial 
Processes and Dynamic Programming. W. SAXER 


ai 


Tafeln höherer Funktionen. Von JAHNKE-EMDE-LöscH. 6. Auflage, bear- 
beitet von F. Lösch (B. G. Teubner, Stuttgart 1960). 318 S., 189 Fig.; DM 58.80. 

Die 6. Auflage dieses weltbekannten Werkes macht einen sehr vertrauten Ein- 
druck, indem die meisten der schönen und nützlichen Reliefzeichnungen der höheren 
Funktionen in drucktechnisch verbesserter Form wieder aufgenommen sind. Bei 
näherer Durchsicht zeigt es sich aber, dass gegenüber der 5. Auflage ganz ent- 
scheidende Verbesserungen und Fortschritte erzielt wurden. Zunächst sind die be- 
handelten Funktionen übersichtlicher in Klassen zusammengefasst; speziell wurde 
ein Abschnitt über Orthogonalpolynome aufgenommen. Vor allem aber sind die 
Tabellen neu überarbeitet worden und stehen jetzt leicht auffindbar hinter den 
Formelsammlungen und nicht mehr verstreut im Text. Gegenüber der 5. Auflage 
sind erste Differenzen oder (wenn lineare Interpolation nicht genügt) zweite Dif- 
ferenzen in allen Tafeln aufgenommen worden, so dass deren Gebrauch bequemer 
wird. Einige neue Tabellen wurden berechnet: Insbesondere findet man nun bei 
den Bessel-Funktionen das Zumutbare; auch die Funktion J,,, steht nun da, die 
früher fehlte. Dem Physiker werden die neuen Tafeln der Planck-Einsteinschen und 
Debyeschen Funktionen willkommen sein. Die Bezeichnungen sind durchwegs mit 
denjenigen der modernen Standardwerke über spezielle Funktionen in Einklang 
gebracht worden; ein ausführliches Literaturverzeichnis entspricht ebenfalls dem 
heutigen Stand der Forschung. Der «Jahnke-Emde» war schon immer unentbehr- 
lich, der «Jahnke-Emde-Lösch» wird noch unentbehrlicher sein. E. STIEFEL 


Handbuch der Physik - Encyclopedia of Physics. Bd. 48: Geophysik IT. 
Herausgegeben von S. FLÜGGE (Springer-Verlag, Berlin 1957). 1045 S., 497 Fig.; 
DM 198.-. 

Der zweite Band der Geophysik, der von J. BARTELS redigiert wurde, enthält 
nicht weniger als 17 Beiträge. Das einleitende und grösste Kapitel von A. ELIASSEN 
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und E. KLEINSCHMIDT jr. ist der dynamischen Meteorologie, vor allem in theoreti- 
scher Hinsicht, gewidmet. Die folgenden fünf Beiträge umfassen das weite Gebiet 
der Strahlung. F. MOLLER arbeitet in sehr klarer Weise das Gesamtproblem der 
Strahlung in der unteren Atmosphäre heraus; die Messmethoden werden jedoch 
nur gestreift. W. E. K. MıDpLEToN befasst sich mit den optischen Eigenschaften 
der Atmosphäre, während Z. SEKERA unser Wissen über die Polarisation des 
Himmelslichtes zusammenstellt. Die Probleme, die mit der Diffusion der Strahlung 
an in der Atmosphäre suspendierten Wassertröpfchen zusammenhängen, werden 
von J. Bricarp behandelt. Es wäre wünschenswert gewesen, wenn man hier auch 
die entsprechenden Forschungen auf dem Gebiet der Radarmeteorologie herange- 
zogen hätte. Sehr instruktiv ist die Abhandlung Ozon der Atmosphäre von H.K. 
PAETZOLD und E. REGENER f, gibt sie doch einen sehr guten Überblick über den 
heutigen Stand des Ozonproblems. Nach kurzen Darlegungen über die geophysi- 
kalischen Aspekte von Meteoren von A. C. B. Lovett und über die Schallausbrei- 
tung in der Luft von E. F. Cox, folgt eine Einführung in die Wolkenphysik von 
F. H. Lupram und B. J. Mason. Es ist sehr erfreulich, dass dieser jüngste Zweig 
der Meteorologie in dem vorliegenden geophysikalischen Werk Aufnahme gefunden 
hat. Dann gibt R. MUHLEISEN einen ausgezeichneten Überblick über die atmo- 
sphärische Elektrizität. Die folgenden Beiträge von H. U. SvERDRUP, H. U. Rott, 
J. BARTELS, R. TOMASCHEK, A. DEFANT und W. KERTZ haben zum Gegenstand die 
Ozeanographie und die Gezeitenkräfte. Der mehr als tausend Seiten umfassende 
Band schliesst mit einem Beitrag über physikalische Vulkanologie von S. SAKUMA 
und T. NAGATA. 

In Anbetracht der immer umfangreicher werdenden und weit zerstreuten Spe- 
zialliteratur füllt diese mit grosser Sorgfalt vorgenommene Zusammenfassung 
unseres geophysikalischen Wissens eine schon seit langem bestehende Lücke aus. 

J. C. THAams 


Differentialgleichungen für Ingenieure (2. Auflage). Von L. CoLLATZ 
(Verlag B. G. Teubner, Leipzig 1960). 197 S., 115 Abb.; DM 21.60. 

Der Teubner-Verlag stellt dieses Buch an die Spitze einer geplanten Folge von 
Leitfäden der angewandten Mathematik und Mechanik, die in erster Linie für die 
Studierenden unserer Hochschulen gedacht sind. CoLLATZ gibt eine meisterhafte 
Einführung in das Gebiet der Differentialgleichungen, in der sowohl die präzise 
mathematische Theorie als auch numerische Methoden und Anwendungen gegen- 
einander ausgewogen sind. Nach einer Schilderung der elementaren expliziten 
Integrationsmethoden findet man eine in ihrer Einfachheit und Strenge bemerkens- 
werte Darstellung der Existenzsätze und der Poincaré-Bendixsonschen Klassifikation 
der Singularitäten. Der zweite Teil des Buches ist einer breitangelegten Theorie der 
linearen Differentialgleichungen gewidmet, die reich durch Beispiele aus der 
Schwingungslehre illustriert ist. Es folgen die Rand- und Eigenwertaufgaben bei 
gewöhnlichen Differentialgleichungen, überleitend zu einer knappen, aber metho- 
disch interessanten Theorie der Orthogonalfunktionen und speziell der Kugel- und 
Zylinderfunktionen. In einer Ergänzung behandelt das Buch erste Grundlagen für 
die Lösung partieller Differentialgleichungen und die für den Ingenieur wichtigen 
numerischen Methoden für gewöhnliche Differentialgleichungen. Wie in allen 
Büchern von CoLLaTz fällt die übersichtliche Zusammenfassung der Ergebnisse in 
Tabellenform auf. 

Das Buch ist vorzüglich für die Verwendung als Begleittext von Vorlesungen 
für Physiker und Ingenieure geeignet. Der Studierende der Mathematik wird es als 
Grundlage für seine späteren vertieften Studien nehmen. E. STIEFEL 
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On the Theory of Hot-Water Drives 


By CHARLESL. Carney, Jr.1) and ROBERT P. GILBERT?), 
Pittsburgh and East Lansing, USA 


1. Introduction 


In this paper we are going to investigate a hot water drive in an oil-bearing 
rock formation. The hot-water drive is one of several thermal recovery methods 
[1], [2], [8]?) used by the petroleum industry to produce the residual oil in a 
reservoir. (Ihe essential phenomenon all such methods are based on is that by 
heating the reservoir the viscosity of the oil is lowered and may be more easily 
produced.) A disadvantage of this process is that initially cold oil must be 
displaced, unless of course there is ample stratification or pore-space in the 
formation for the hot water to flow through. 

There have been a number of theoretical hot-water drive studies made 
previous to this one. Most assume a piston like displacement by the encroaching 
water; however, they differ on the modes of heat transfer. SCHUMANN [3], 
KLINKENBERG [4], and WALTER [5] have studied a model in which the heat is 
transfered by 

(1) convection of hot liquids, and 
(Model A) (2) heat exchange between the solid matrix and liquids which are 
at different temperatures. 


JENKINS and ARONOFSKY [6] obtained a solution to the case where heat is 
transfered by 
(Model B) (1) convection of hot liquids, and 
(2) conduction in the solid matrix. 


They also compared both models against experimental data, and concluded 
that the mechanism involved was in a large part similar to the heat transfer of 
model B; however, in the case of inhomogeneous sands ‘field experience would 
be needed to determine whether model B or a combination of both models 
would sufficiently describe the transfer mechanism’. 

In this paper a solution to the combined models (A plus B) is sought. This 
is done by performing an iteration on the solution to model 4; this solution 


1) Department of Mathematics, University of Pittsburgh, Pittsburgh, Pennsylvania. 
2) Department of Mathematics, Michigan State University, East Lansing, Michigan. 
3) Numbers in brackets refer to references, page 496. 
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will be more close to the actual situation than model A and in the case of 
stratified formations should be more accurate than the solution to model B. 
Nevertheless, greater accuracy always may be obtained by continuing the 
iteration process. 


2. Mathematical Formulation of the Problem 


It would be well to list here the symbols used in the following work. 


Variables 


x distance measured from the input well, 
¢ time measured from the instance when flooding begins, 
T, temperature in the solid, 

, temperature of the water. 


Constants 


v velocity at which a piston-type water front moves, 
h , heat transfer coefficient from water to solid, 

h. heat transfer coefficient from solid to water, 

kK, conductivity in the solid, 

k, diffusivity in the solid = K,/(1 — f) P.c,, 

P, density of solid, 

c, heat capacity of solid, 

f porosity, 

T, temperature of input water. 


3% Wi hv 
PEUR, 2= Ip ( ) u = ey+tz = es 
do mo OT 


D 


jer 


gn 


The partial differential equations for heat transfer by conduction in the 
solid, convection in the liquid, and a skin-effect between the solid and liquid are: 


07T, | QUE. = 

em RATS Ahle | 
and \ (1) 

Om. OT, 

; ot k, Ox2 == h, is 1) ’ | 
where 

K 
# (1 x Î) 4 Cs 


is the thermal diffusivity of the solid. 
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In the special case where k, = 0, Equation (1) reduce to 


OL Gey OT =, 
Ot ea Ox h w da = 7) ’ | 

and )_ (2) 
ÔT, _ 


T,, and T, both satisfy the hyperbolic partial differential equation 


eT |. ®T Pare Or 
SL ek Ot Ox + h, [2 Ox + (h, == hs) Sa 0 y (3) 


Ss 


which has the characteristics x = constant, £— x/v = constant. Equation (3) 
may be reduced to normal form by the transformations 


Se | (4) 


which in turn satisfy the standard equation 


ou 
ET N), 6 
Oy Oz ts (6) 
We may solve this equation readily by means of the Laplace transform method. 
Transforming with respect to the variable z, one obtains 


Ou 


Sy, 3) — Wty, 8) + Fly, 0) = 0. (7) 


If one uses the boundary conditions 


oT 
at the leading-edge (z = 0), and 
T(0, z) = T, 


at the input well (y = 0) then Equation (7) has the solution 


uly, 8) = ae a () 
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The inverse transform of u(y, s) is = 
u(y, 2) = T,e +T, € | I(y) e774” dy, (9) 


0 


where J,(y) is a modified Bessel function of the first kind and first order. 
Equation (9) may be obtained from the tables [7] by use of a convolution. 

Returning to Equation (1) and using the usual transformation to normal 
form one obtains 


OU = 
ri 02 0% | 
and (1) 
OU, ng lide, Toe lee ny ds 5 u) | 
Oz 2 hu: \ oy DT ays 
It may be seen that w,, and u, satisfy the partial differential equation 
du ey Ou yn Pu Ou 
ze U= bee on A : (10) 


where a !=k,h2/h,v?. This equation may be reduced to an ordinary differen- 
tial equation in y by taking the Laplace.transform and using the above men- 
tioned boundary conditions. This subsidiary equation then may be written as 


Ou Ou Ou 25 
2) bse) 05) ufr) 0 NU 


By introducing the change of variables 
= ou Ou 
wily) = uly, 8), wy) = $20.5), en. 2) 
Equation (11) is reduced to the following system of ordinary, linear-differential 
equations 


W, = fly; Wy, We, Ws) = We, | 
w = folV; Wy, We, Ws) = Ws, 


(13) 


w, = fa(y; Wy, Wa, Ws) = 23+ (sa — 1) w, — w. | 


À unique, continuous solution exists for this system equations which passes 
through the point (y°, w, ws, wy), if there is a region containing this point in 


which the fx(y; w,, w,, w3) (K = 1, 2, 3) are continuous, and the following | 
requirements hold: 


LÉ WF, WE, WF) — f(y; Wy, We, Ws) | 


| (13a) | 


SL (| wf — w, | + | wF — w,| + | wF — ws |) 
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where L is the Lipschitz constant. 


|; Wy, We, W3)| = M for (y,w,w,w,eR (13b) 
(that is the f, are bounded in this region). 
The region R may be bounded by the inequalities 


y= |S a, and wee | << (13c) 
We notice that these three conditions are obviously satisfied from Equation (13), 


and proceed to define the functions 
F 


We y +119) ra ws (y) ai / Ik, RUE Wry We y Ws, :) dy ’ (14) 
where K =1,2,3, and v= 1,2, 3,.... It follows from the Cauchy-Lipschitz 
theorem that these successive approximations converge to the solution of our 
system of equation, and in particular that the function 

w,(y) = u(y, s) = lim wy, ,(y) (15) 
satisfies Equation (11)*). We proceed by computing the first iteration to w,(y) 
starting with w}(y) = T, e”/*/(1 — s), the solution to Equation (7). Obtaining 
the first iteration to w,(y) from the system of Equation (13) is equivalent to 
solving 


(a) Wy —2 Ww, +(1+so) we = — me (16) 


and 


34 
W = Wy dy . (16a) 
Yo 


The solution to the homogeneous equation associated with (16a) is 


w, = À eltt¥sa)y 4 B elt-Vsa)y. (17) 

4) For s fixed and real one may visualize a finite w — y region as contained in a compact 

subset of a æ — y ‘plane’, hence by the Heine-Borel property it may be covered with a finite 

number of rectangles. By starting in an initial rectangle and applying the Cauchy-Lipschitz criteria 

one may then proceed from rectangle to rectangle and obtain a continuous solution w,(y) = u(y, s) 

for all finite values of y. However, this does not ensure that our limit function W(¥) Ze) 
— 


is a Laplace-Transform. For instance, let us consider the sequence of functions {w,,v(V) = u,(y, S)}y 
and let us suppose that for finite y each u,(y, s) is analytic for Res > c,, and that consequently an 
inverse Laplace Transform may be obtained by a Bromwich contour integration. Here, each 
function %,(y, s) which corresponds to a finite y, may be transformed into a function U,(y, 2). 


There is the possibility, however, that the lim c, > co; in this case it is not self-evident that 
v—oo 


- uly, s) =lim%,(y, s) is a Laplace transform, or that it corresponds to the function U(y, 2) = lim U,(y, 2). 
vy— oo vy—>0O 


This question is not discussed in this paper, but will be investigated in a further note. 
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ZAMP 
by variation of parameters the solution to the linear equation may be found, 
that is 


A) WE 1/s+y 
way) = 0, eli+ ea 4 oy elt Veo) _ a oF 
The constants c,, c, are determined from the boundary conditions, at the leading- 
edge (w, = 0, y = h,,t) and the input-well 


IR, 
(a = we = en , y= 0), 
to be 


ras 
om I, [2 5 ae Vsahwt + ells (4 
D À 


2 = ae here) | 
4sa(1- s)sinh(Ys « h,, ¢) 
and 
hes =. [2 sa eVsahut + el! ee ie, | (19) 
; 4sa(1—5s)sinh(Js « A, t) 
ou Ons 
= =pYÿ TZ u || a ee 
© ey fae + à ) el, 
ae Wy =) ie Bl, 
By rearranging terms in (18) and (19) one has 
ou sinh [(y — h,, 2) Ya s??] 
(VS) wep) 7, «| — 2 — 
oy 20) ? 12 (s- 1) sinh[A, t Yo str] 
+ om _coshlly — ture?) Vast] ] Ter (20) 
PRONE (ol) cose a me 


The inverse Laplace transform may be found by use of the tables [7] and the 
convolution theorem; one obtains 


u je E Res 
we arte TE ) 


s 


0 SE, 
© ae 0, (5 VE 


na 


Fae," | 
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=a | ss — ee a eS 
0 | on A ET (y 2 ) 
where 
CO 
6,(v | t) = (—2 Da g use Et | 
= — 00 
> (22) 
Hele = Bole I easel fe | 
n= — O0 


are theta functions. We recall that y, z are the independent variables and ¢ 
appears just as a parameter because of the boundary conditions, hence one may 


_ ") ) dn dc 
| (23) 


write 
or an ae wen 
uly, 2) = f{(2) + T, rte See | e ET (2 CP) di 
$ 6 
ks 3 Wine || rl ee 
vith, J ba | 2h,,t | hi: jee 
0 
ke a hee Volt? | 40th, (C 
= 67 [a 2) 1/2 Con w "| = s_\ 
is ff em ) 0, | Ba EN 
0 0 
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Ty ees FR (6-9) 7 (2 m2 
Dm ae 
Yo 00 
(E—h,t/2 | 4a21k, (C — 7) 
x 0 S wh | 8 = 
nr ren ae 


) dn dt dé 


where f(z) must be determined by the y boundary conditions. The two solutions 
u,(y, 2) and u,,(y, 2) may be distinguished at this point by using the conditions 


(0, 2) = T,{0, 2)? = 1,6" (= 


and 


MB t, 2) =T. (Hide te) (yg = hyd) 


0), 


(24) 


By choosing y, differently is each case, /,(z) and /,,(z) may be calculated from 
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the equations 


Rs 4 1 inch, ed Rs iy par 152 2) (25) 
~ wth, J * ( 2 | h,(v t)? | h.,veih: à ® 
0 
1 | 4nik(ê—"1 | 
9, > 2 h, (v t)? an 
and 
r 2+ hot Rs hiy —¢ Mi (2 qu?) Ae | 
f,(2) =—T, 7 h, v2 | OS ay | 
0 
he f 4 folie : A „+ (25b) 
RATE | REES Ss (a IM Y 1/2 
Ge li. / Da (0 h, (v a Ze hurt h N / . am! 
0 0 0 
? 1 | ARE NEM) N 27 | 
Sach (= ae ) dn dC}. 


Equations (21) and (25) represent a first approximation to a solution for 
the hot-water drive problem. 
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On the Instability of Taylor and Dean Flows under the 
Influence of a Circular Magnetic Field 


By ROBERT H. DYER and Davip E. Epmunps, Cardiff, Wales!) 


1. Introduction 


In a recent paper, YIH [1]?) has shown that ring vortices may be produced 
in a stationary fluid confined between two concentric circular cylinders when 
an electric current of suitable constant density passes axially through the fluid, 
and a line current passes along the axis of the cylinders. The instability is 
brought about by the centripetal electromagnetic body force. Cases for which 
the production of similar vortices is of a dynamical character are, of course, 
well known (cf. TAYLOR [2], DEAN [3]). In [1] sufficient conditions for stability 
are obtained by integral methods similar to those of SYNGE [4], and detailed 
results are given when the spacing between the cylinders is small compared 
with the radi. 

In this note an extension of YrH’s work is made to consider the problems 
arising when the undisturbed fluid is not stationary but has a basic velocity 
around the cylinders. This may be achieved either by rotation of the cylinders 
or by the application of a pressure gradient round the cylinders. In such 
problems two sources of instability are present, and a discussion of their joint 
effect is given here. VIH in his paper notes that a simple experiment to demon- 
strate the phenomenon does not appear possible owing to the great magnitude 
of the current that would be required. The position is slightly better with 
regard to the present work in that we should require only a current large 
enough to produce instability at a TAYLOR number perceptibly different from 
the usual non-magnetic one. Unfortunately this current would still be formida- 
bly big, if mercury were used as the fluid. 


2. The equations of the problem 


We shall consider the motion of a viscous, incompressible, electrically 
conducting fluid in the space between two infinitely long coaxial circular 
cylinders, whose equations are 7 = R,, 7 = Ry (Ry > R,) referred to a system 
of cylindrical polar coordinates (7, 0, z). The equations governing the motion 


1) Department of Mathematics, University College, Cardiff, Wales. 
2) Numbers in brackets refer to the references, p. 507. 
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of such a fluid are, in component form 


ee mr U 
ee) 1 rer (ur) 
oe 2) 
NO à 
ey (6) 
Meat pr demo. ° 
Se 4 He ae en m u Io (8) 
where ; 
= AIH 0 
à 5, i | i ae 3 ; 
IA seat ery CEE 
and 


n = (40 u oo)". 


In these equations, ¢ is the time, 0 the density, u the permeability, » the kine- 
matic viscosity, o, the conductivity, and Q the gravitational potential per unit 
mass; U,, Ug, u, are the components of the velocity u and H,, H,, H, are the 
components of the magnetic field H in the radial, transverse and z-directions 
respectively. The current density j is such that 


J=0,(EFuuxH), cwiH Any. (9) 
E being the electric field. 
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It is easy to verify that equations (1) to (9) have the following two station- 
ary solutions: 


(a) Wu, = Verb, (10) 
H,=H,=0, Hg=H=2n(+— + jyr) (11) 
where 
A Q, R—- 2, Ri b _ — (9, — Q,) Ri RS 
HR * 7 Ri- RE 
and 
l=J-aRın- 


The velocity field is produced by rotating the inner and outer cylinders 
with angular velocities 2,, 2, respectively; the magnetic field is the result of 
passing a current J along the centre line of the cylinders, i.e. the z-axis (J is 
taken as positive if it is in the positive z-direction), and a constant current of 
density 7, between the cylinders in the z-direction. There is no interaction 
between the velocity and magnetic fields. 


CAE. a p Br. 7 is Uso V V 
(b) UN ee =K|c/( nelle al (12) 
where 
— Ry = = ee Rs Te ps Re Op 
2 (m 1) log Ro ie 2vo 00° 


The magnetic field is taken to be as in (a), while the velocity field is generated 
by a constant pressure gradient in the d-direction. 

The stability of these two types of flow will now be investigated, and the 
two problems thus arising will be referred to in what follows as the TAYLOR 
problem and the DEAN problem respectively, because of the analogies with the 
work of TAYLOR and DEAN in the absence of a magnetic field. We shall establish 
the basic stability equations without actually specifying V, so that up to this 
point the work will apply to both problems. 

Let the stationary flow given by (11) and either (10) or (12) be slightly 
perturbed, so that the components of the velocity and of the magnetic field of 
the disturbed motion are 


VV 0,0: h,, HF hp, ly, (13) 
respectively. The perturbation in the magnetohydrodynamic pressure x will be 


denoted by y’. Assuming that the disturbance is independent of 6, we find on 
substituting (13) into equations (1) to (6) and linearising: 


Gus @ x edel ie (?- 14 
Ot mou 27x07 hy o 0 ll ar ie 
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ee ee MEME nad, 15 
en =| + hy (“ay Le ep) =)’. a 
CREME NT 16 
ee (16) 
oh, iL 
U LE iy 
Ot ( © | Fe a 
Oho ay. ad 4 7 2 ; 18 
ot ae dy 7 a is ae | h,) + 0 (I x) ci us) 
oh 
ra 2 19 
en Vb, (19) 
where now 
v2 = 0? i <Q) a 0? 


Or? us y OY OA 


The form of equations (17) and (19) leads us to take both h, and h, to be 
zero functions. Equation (7) enables a stream function y, to be introduced, 
so that : 

3 


1 0 
7 aa Y Oz (7 Y1) ? U, + 


ra 4 
and we specify the type of perturbation to be considered by writing 
y = —1Ÿ(r) exp(ct+idz), vy=Ÿd(r)explot+1:12), 
ho = hir) exp(ot+iA2). 


Elimination of y’ between (14) and (16) then gives 


Ene June Zeil, m 

while (15) and (18) become 
(en Som — 29 (2 4 2) en 
n(L-2 Le 29 (3, =), (22) 


where 


The velocity boundary conditions are provided by the usual no slip require- 
ment, and are 


x x dy 
DEV per), Iren (23) 


If we suppose that the material of which the cylinders are made isan insulator, 
then 7,=0 on the walls. Taken together with (9) this gives the magnetic — 
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boundary condition as 


=O ai ie! oe Se (24) 


bo 


Our problem is thus to solve equations (20), (21), (22) subject to the boundary 
conditions (23) and (24). 
3. The Taylor problem 


Here the basic velocity field is specified by (10). Defining dimensionless 
quantities 


bo VE LE n o RY 
t= R,’ hd, 00 = 
nas Er es 
a a Ree 


and then dropping the primes on 7’ and o’, we find that (20), (21), and (22) 
become 


I B" 
(L—#— 0) (L—P)y=—2k(at+ z)ut(i+)h, (25) 
(L —k?—o)v=—2aky, (26) 
/ gov) ON 
(Lk a ye? Er 
where 
_RBe-) y__ Re (G-1) 
ran ru 
_ 2, Ri _ 2; BR 
Be Me (28) 
u 6 Ri ENS ON Tir 8 
: gu = ah © n 


Proceeding exactly as in [1] and [4] it is possible to obtain from (25) to (27) 
the relation 


NT 2k? Ty RA Ty af + À J) HF By 


La lBN i+ t+ h)+~ H)=0 


| 1 
in which 
ö a 2 P 
D= f rly lar, =], ary) Par, I= f r|Ly far, 
1 1 1 


"dr, a „el 


1 1 
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| | an (r h) "dr, H,= | "(1 + = | h |? dr 
1 1 
and o, is the real part of o. All we can deduce from this, however, is that the 
motion is stable if both 
MO, Re 0 0, 
and 
(ii) JergR or J<s-an (RR — R? 


hold, i.e. if both the Yih and Synge conditions hold. 

We now turn to the solution of equations (25) to (27). These are too difficult 
to solve as they stand, but when the spacing d = R, — R, between the cylinders 
is small compared with the radii the problem simplifies. If the cylinders are 
rotating in the same direction we may approximate a + b/r? = w in (25) by 
some suitable value « such as 

b 1 Toe 
and similarly if the two applied currents are in the same direction,1.e.if — B<1, 
then the quantities 1 + B/r? and 1/r? occurring in (25) and (27) respectively 
may be approximated by 1+ B/7§ and 1/r5. Defining new dimensionless- 
parameters 


d d \2 
E= — (ry — 1), re od || 


and neglecting terms of order d/R,, equations (25) to (27) become, under the 
above approximations, and with D = d/dé, 


(D2 — m? — o,) (D* = m?) p= (=) [= 2m (5) © U + (1 + =) h| à 


Le d 

{ 4) 
(D2 — m? — o,) v = — 2am (| — , 
1) (a) ¥ 


(D? — m? — 0, »/n) h = Nmy 


2 
YO 


Assuming the principle of exchange of stabilities, we thus find that 
(D2 — m2) y = — m? (T + Q) yp 
where T = — 4m a (d/R,)‘ is the Taylor parameter, and 
oe. (1 + B/rg)N(a/R,)4 


2 
9 


The boundary conditions are 


p=Dyp=(D- my=0 at €=0,1, 
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and so the problem is equivalent to that of PELLEw and SOUTHWELL [5]. Using 
their solution it follows that instability will first set in when 


T+0=1707-8. 


Hence the sign of Q determines whether the magnetic field stabilises or desta- 
bilises the flow. 
In [1] it is shown that to produce vortices in mercury at rest between two 
cylinders with 
0 


Da 


the total current through the annular space would have to be 1-62 x 105 amp. 
Our result shows that to depress the critical TAYLOR number T to a value 50 
below its non-magnetic value, the total annular current required would be 
roughly one sixth of the current mentioned above. Thus for the predicted effect 
to be detectable a very large current would still be required, if mercury were 
the fluid used. As pointed out by YIH, this current would be greatly reduced 
if it were possible to replace mercury by a highly ionised gas with small density 
and high conductivity. 


4. The Dean problem 


Here we have to solve equations (20) to (22) with the basic velocity field 
defined by (12). As in § 3 we shall consider only the case where 


d= R,—R, < > (Ry + Ry) 


and then we have approximately 


Peer) 
with 
7 — R, ik > a OP 
a, » Vn 1209 R, 00 
Writing 
; m. v EL Re 
el ee ae un. 0 


and neglecting terms of order d/R,, we find that the perturbation equations 
become (assuming the principle of exchange of stabilities) 


(D2 — m yp = m2 T (1 — 492) 0 — me? Th, (29) 
(Dm) 9 =— 2x, (30) 
(D2? m)h=Y, (31) 
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where B and N are defined in (28), and 


18 R2d Voy, d d \4 a 
=e zn Zend D =. 
De N (1 + Vel 


The boundary conditions are 


y= Dp = (D2 mu ave = ae 112. 


Equations (29)-(31) are now solved using the method of Reın [6]. We 
assume that y can be expressed in the form 


oo 
(2 za C(x) sh Br S.(&)] (32) 
n=1 
in which 
Coe cosh „x cos, x (x) = sinh fin X sin Un ¥ 
a) = cosh A,/2 cos 20 sinh 200 Sin) 


where À, and u, are the positive roots of the equations 
1 i! ll il 
tanh , À + tan = AT 0, Coin zu-cftz—u=0. 


The functions C, and S,, of course satisfy the boundary conditions on y. Substi- 
tuting (32) in (30) and (31) we find solutions of the resulting equations for v 
and A which satisfy the boundary conditions. If we substitute these expressions 
for v and h, together with (32), into (29),and multiply the resulting expression 
in turn by C,(x) and S,(x) and then integrate between «= — 1/2 and x = 1/2, 
we obtain the following system of equations for the A, and the B,: 


n 


en 


Ze (33) 


O0 


r ( 
3 (4a One ar Ba Bug) = 0 | 


nei 
where 


à = il 3 = 
Ar = (A, di m*) On 2m ey Jin m? 1, (4, P,(m) mi ET a (m? On Air X | , 


By == (u, A m’) 05% — 2m? Ye, = m? Ty Le, Q,(m) ae ae (m? Ong de u ’ 


—— 
Ho m* 


4 


2 
un Ne el 1, + 2m? I], | 


Dag = by Oslo) — ae (Om Tot Ie) + ae age [ek + mt) Ja + 2m Jr) | 


u 
a 22%. 16 m? A, tanh 1/2 An Bea 2m 16 m? u}, coth 1/2 u, 
n 14 — mA (44 — mA)? ’ a7 74 ae eae 4 4\2 , 
n n Un M (us, Zul ) 
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9 42 2 
and DE eh 
de At — mt? 90 wa — mi ? 
1/2 
à m 
P,(m) = | cosh mx sech - > Cm) am 
= : 


. Mia 
Q,(m) = | sinh m x cosech a S,(x) dx, 


Ai 
U,(m) = / (1 — 4 x?) cosh m x sech 


Mm 
Ce) dx, 


1 
V,(m) = | (1 — 4 x?) sinh m x cosech “ S,(x) dx . 


The quantities X,,, Yang Lo --- 13, Jo --- Ja which occur in the above expressions 
are constants whose numerical value is given in [6]; 6,, is the Kronecker delta. 
For (33) to have a non-trivial solution, the determinant of the system must 
vanish; this provides a relation between 7, m and 7, from which information 
about the onset of instability can be obtained. We shall approximate this 
infinite determinant by one of second order, which corresponds to expressing y 
as a linear combination of C,(x) and S,(x) only. The corresponding determinan- 

tal equation is then A.B 
ah Gh, 


at Pe U ; 34 
ie Ca 34) 


By specifying T, it is possible to find from (34) the relationship between T and 
m, and hence that between R(d/R,)/? and m; moreover, we can find the 
minimum value of R(d/R,)"? (= R....(d/Rı)"?) and the corresponding m (= Mori). 
These results are shown in Table 1 and Figure 1. Table 1 also contains values 
Table 1 
Critical values of R(d/R,)1/2 


10, m R(d/R,)1? B} 
0 3°89 36-322 0.2671 
200 3-83 35-211 0-2507 
400 ST 33-995 0:2330 
600 Seil 32-643 02157 
800 3.64 31-105 0:1923 
1000 3:54 29.299 0-1615 
1200 SEES) 27-066 0:1407 
1400 3:33 24-038 0:1077 
—500 3:99 38-769 0-3029 
—1000 4-07 40-888 0.3331 
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R(a/R,)'2 


20 1 1 1 1 1 J 


Figure 1 


Curves of neutral stability. 
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Figure 2 
The variation of [R(d/R,)"/2] 444 with 1 
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of B, (choosing A, = 1) at the critical points, and from these the streamlines 
and velocity profile at the onset of instability can be determined. 

Figure 2 illustrates the variation of R,;,(d@/R,)1/2 with T, for 10. 

The results obtained show that when T, increases there is a decrease in both 
Raild/Rı)"? and m... Results have not been obtained near 7, 107.8 Far 
which value instability should set in with zero basic fluid velocity. This is 
because when V,, = 0 the stability equations are of such a nature that effectively 
y is then being approximated by only one function. However, for the values 
of T, given in Table 1 it appears that the present approximation is quite 
adequate. The work might be extended to consider the effect of slight curvature 
of the walls on the stability of flow in a parallel plane channel under the 
influence of a magnetic field parallel to the planes. 
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Résumé 


On discute l’influence d’un champ magnétique circulaire sur la stabilité d’un 
fluide visqueux et conducteur de l’Electricit en mouvement entre deux cylindres 
circulaires coaxiaux. Supposant que l’espacement entre les cylindres est petit par 
rapport à leurs rayons, on donne des résultats sur deux sortes de mouvement du 
fluide basique, produites par la rotation des cylindres et par un gradient de pression 
autour des cylindres. On démontre que le champ magnétique peut avancer ou 
retarder l’accrochage de l'instabilité, suivant les circonstances. 
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Über die Wirbelstromdämpfung 
bei ferromagnetischen Schichten 


Von MARTIN C. GUTZWILLER, Zürich!) 


In der nachfolgenden Rechnung soll die Entstehung und die Wirkung von 
Wirbelströmen in einer einfachen Leiteranordnung untersucht werden. Die 
Situation kann in einem kartesischen Koordinatensystem (x, y, 2) wie folgt 
beschrieben werden: 

In dem Zylinder 


2a+yp<R, |2z|s (1) 


befindet sich ferromagnetisches Material, dessen Magnetisierung (M „ M,, M) 
als homogen angenommen ist und in bekannter Weise mit der Zeit ¢ > 0 
variiert, während fiir £ < 0 die Magnetisierung nicht variiert. Über und unter 
diesem ferromagnetischen Körper befinden sich unendlich ausgedehnte leitende 
Platten, deren Position gegeben ist durch 


<a<|:|<b (2) 


und deren spezifischer Widerstand o ist. Es seien die in den leitenden Platten 
induzierten Wirbelströme und die von diesen Wirbelströmen erzeugten magne- 
tischen Felder innerhalb des ferromagnetischen Zylinders gesucht. 

Die Methode der Lösung lässt sich sofort auf Anordnungen der Leiter an- 
wenden, welche in komplizierterer Weise von der z-Koordinate abhängen. Dies 
würde zu verwickelteren algebraischen Ausdrücken führen. Aber die Ergebnisse 
wären im wesentlichen dieselben, insbesondere in dem wichtigen Fall, wo die 
vertikalen Distanzen, verglichen mit dem Radius R, klein sind. 

Die Maxwellschen Gleichungen für das magnetische Feld (H,, H 4420 
den verschiedenen Gebieten lauten folgendermassen: 


mow Jol = 0), D 
fiir Kalt (3) 
div(H+42M)=0, 


wobei der Magnetisierungsvektor M als bekannte Funktion des Ortes und der 


') IBM-Forschungslaboratorium, Adliswil-Zürich, 
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Zeit vorausgesetzt wird; 


öl Ve =), D 

| ür le und ENT (4) 
div H=0, = 

das heisst, das magnetische Feld H ausserhalb der Leiter gehorcht den Glei- 

chungen der Magnetostatik; die Gleichungen für die Stromdichte GG 


in den leitenden Platten sind 


rot H= "7G, divG=0 
, für « DD (5) 
D ee a rr eos 
= G Ot 
Die Randbedingungen an Unstetigkeitsflachen verlangen: 
Stetigkeit der Normalkomponente von H + 4x M, 
Stetigkeit der Tangentialkomponente von H, | (6) 


Verschwinden der Normalkomponente von G an der Oberfläche 
eines Leiters. 


Um diese verschiedenen Gleichungen zu lésen, wird eine Laplace-Transfor- 
mation der zeitlichen Variablen und eine doppelte Fourier-Transformation der 
räumlichen Variablen (x, y) vorgenommen, das heisst der Operator 


fo 3) +00 +00 


Jetta} fer” ax dy (7) 
0 O0 


wird angewandt. Es wird angenommen, dass die Integrale existieren und dass 
die transformierten Funktionen in der x- und y-Richtung genügend stetig sind, 
um die Differentiationen nach x und y einfach als Multiplikation der Transfor- 
mierten mit ia und7/f erscheinen zu lassen. Da uns das für ¢ < 0 bestehende 
magnetostatische Feld nicht weiter interessiert, so soll es sofort von H abge- 
zogen werden. Die zeitlichen Ableitungen von H erscheinen in der Transfor- 
mierten von H wiederum einfach als Multiplikation mit p. Sinngemäss ist dann 
unter M nur der zeitlich veränderliche Teil zu verstehen. 

Es seien nun die transformierten Felder durch die entsprechenden kleinen 
Buchstaben m, h und g geschrieben. Ausserdem werde der symbolische Vektor 
f = (ia, i B, 0/02) eingeführt. Dann werden die Feldgleichungen 


[fx h]=0, (,h+4am)=0, für |2|< À: (8) 


yxhl=0, (.b)=0, für <je|<a, |z|>>: (9) 
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fxhj= ts, (fh) =0, 


HR A OU (10) 


olfx = Ph it, 


Die Randbedingungen an Unstetigkeitsflächen in der z-Richtung bleiben wie 
bisher. m ist als eine bekannte Vektorfunktion der Variablen «, ß und p aufzu- 
fassen. Für grosse Werte von | z| muss das Vektorfeld h bei konstanten «, f 
und p verschwinden. 

Die Beschränkung von M auf den Zylinder x? + y? < R? soll erst später in 
der Rechnung berücksichtigt werden. 

Die Gleichungssysteme (8), (9) und (10) können immer auf ordentliche Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung zurückgeführt werden, von denen nur 
die Gleichungen (8) nicht homogen sind. Mit den Abkürzungen 


VER, be ee SEE es 


ergibt sich in den verschiedenen Bereichen: 


(h,, hy) = es (a, P) EB sinh yz + %, coshy 2 


er * D 
A = 2° m, + B m,)| py sr kai >= (12) 
h,= x, coshy2+ x,sinhy2z— 4rım, , 


(h,, h,) = = (x, B) [A sinhy z+ À, coshy 2], | D 
| fie pe = A) eas (13) 


h, = À coshy z+ A, sinhyz, 


(h,, hy) = En (a, P) < [my sinh é z+ u, coshö 2] 


14 
h, = u, cosh 6 z + u,sinhöz, 2 
; A fine ul MERE 
AAA 5 (= B, + a) Fe [u, cosh Ô z + y, sinh Ô 21, (15) 
8: =0, 
(h,, hy) = Be (x, B) [va siny z+ », coshy 2], 


‚ fir oe: (16) 
A, = v, coshy z + v,sinhyz, | 


| Von den Randbedingungen ist eine bereits erfüllt worden, nämlich erg 
für | z| = a und für | z| = b. Es ist daher aus (15) zu sehen, dass die Rand- 
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bedingung für g hinreicht, um die Stromverteilung in den leitenden Platten 
eben zu machen, das heisst die Komponente g. zum Verschwinden zu bringen. 

Die in den Gleichungen (13) bis (16) auftretenden Koeffizienten À, u und v 
sind nicht gleich für z > 0 und z < 0. Darum werden sie im folgenden durch 
einen oberen Index + oder — gekennzeichnet, falls dies notwendig ist. 

Durch die Randbedingungen (6) werden nun zwischen den Koeffizienten 
x, À, u und y lineare Beziehungen hergestellt. Das Verschwinden von h für 
grosse | z | erfordert, dass 


My ts =O, rn = 0. (17) 


Daraus folgt nach einiger Rechnung 


(a) x, =42m, ((a) cosh? — (b) sinn? ), | 
(D) #9 = —- = (am, + B m,) (= (a) sinh”; — + (b) cosh ? 7 ih | 
wobei die Ausdriicke (a) und (b) gegeben sind durch 
(a) = e”* cosh Ô (b — a) + ee coshy @ + i sinhy a) sinhö (b — a), | 
| (19) 


(b) = e”* coshö (b — a) + | > sinhya + A coshy a) sinhö (b — a). | 


Für die weiteren Rechnungen ist es eine grosse Hilfe, zwei spezielle Annah- 
men zu treffen, welche physikalisch sinnvoll sind. Erstens soll die Dicke D als 
klein gegenüber den übrigen Längen, die in dem Problem auftreten, angenom- 
men werden. Es sollen dann nur die niedrigsten Glieder in einer Entwicklung 
nach D berücksichtigt werden. Zweitens soll angenommen werden, dass m, = 0 
ist. Dies kann dadurch gerechtfertigt werden, dass in einer dünnen ferromagne- 
tischen Schicht das entmagnetisierende Feld die Magnetisierung immer in die 

Ebene der Schicht zwingen wird. 

Es werden jetzt zwei spezielle Grössen untersucht. Einerseits interessiert 
das in der Ebene z = 0 durch die benachbarten Leiter hervorgerufene magne- 
tische Feld h,,. Es wird aus dem Gesamtfeld h erhalten, indem man das Feld h, 
abzieht, welches auch in Abwesenheit der Leiter, das heisst im Falle b = a, 
besteht. Für dieses Wirbelfeld h,, erhält man aus (12) und (18) den Ausdruck 

8 n°? 


ws) = EB) (am, + Bm) BE hy), (20) 


= ei 


Piya h 


wobei h(y) gegeben ist durch 


Ey) = : e ’* sinh 6 (b — a) (21) 


e*% coshö (b — a) + [(d/y) sinhy a + (y/d) coshy a] sinhd (b — a) | 
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Andererseits ist es wichtig, die Stromverteilung in den Leitern zu kennen. 
Man erhält für die Stromdichte an der Oberfläche | z| = a 


5 D 
Gas) == B, +0) (am. + Bm) PE gly), (22) 


wobei g(y) gegeben ist durch 


cosh 6 (b — a) + (y/ö) sinhô (6 = a) 
e*% cosh 6 (b — a) + [(6/y) sinhy a + (y/ö) coshy a] sinhö (b — a) | 


a) = (23) 

Aus (20) und (22) lassen sich die «Ausbreitungsfunktionen » für das Wirbel- 
feld h,, in der Ebene z = 0 und fiir die Stromdichte g in der Ebene z = a be- 
rechnen. Darunter werden in diesem Problem bei konstantem Parameter p 
diejenigen Matrizen mit zwei Reihen und zwei Spalten verstanden, deren Ele- 
mente von den Koordinatendifferenzen (x — £, y — 7) zwischen dem Beob- 
achtungspunkt (x, y) und dem Quellenpunkt (£, 7) abhängen und welche die 
Anregung, das heisst h,, oder gim Punkt (x, y) als Funktion des magnetischen 
Momentes m im Punkt (£, 7) angeben. 

Für das Wirbelfeld ist diese Ausbreitungsfunktion 


= er I da dB ei -9+i80-m ye = ae (24) 
Für die Stromdichte g in der Ebene z = a gilt ein ähnlicher Ausdruck. 
In den Polarkoordinaten 
DE? COSY, y-n-=rsinp (25) 
lässt sich (24) einmal integrieren, und es ergibt sich 


_ 2npD ia „| at cos29 sin2o 
= a y dy doy E ie Ja al ei a hy). (26) 


Dabei ist eine bekannte Integraldarstellung der Bessel-Funktionen angewandt 
worden [1]?). 


Als nachster Schritt wird die Quellverteilung der Magnetisierung, wie sie 
durch (1) gegeben ist, beriicksichtigt werden. In den Polarkoordinaten 


=0cosy, n=osiny (27) 


wird der Ausdruck (26) über x von 0 bis 2r und über o von 0 bis R integriert. | 
Wenn man ausserdem noch setzt 


x=Scosy, y=ssiny, (28) 


) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 515. 
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so erhält man weiter 


nn nn. À Vies eue 
= | sa — 2 $ O COS (y er 1) SE Oo? x Pa = Zu = (Ge 


SS Oe 


(29) 


i(w= x) 
Diese Formeln kann man in (24) einsetzen und das Additionstheorem von 
GRAF [2] anwenden. Dann braucht man die bekannte Formel 


R 


+ R 
[odo Joly 0) == Jo o)/= 4 
0 


0 


(y R) 
y R a (30) 
welche aus den Rekursionsbeziehungen zwischen den Bessel-Funktionen folgt 
[1], und erhält für die Laplace-Transformierte des Wirbelfeldes in der Ebene 
TA) 


1 — 


= x 2 2 7 
He, A ö { 


x In s) | : — Joly s) ee al h(y) ey 


ze sin2y —cos2y M, 


(31) 


Der Querstrich über H und M soll andeuten, dass es sich um die Laplace- 
Transformierte bezüglich der Zeit handelt. In derselben Weise ergibt sich für 
die Stromdichte in der Ebene z — a 


| 0 —1 ‘_sin2y cos2y | M 
x {Joly s) — Joly 3) | zo eA Ve 
| +1 0 _ cos2y sin2y | M, 


Der Parameter # der Laplace-Transformation steckt in M, und M, und 
ist ausserdem noch in h(y) und g(y) vorhanden, da letztere von 6 abhängen, das 


durch (11) gegeben ist. 
Ein Spezialfall lässt sich einfach behandeln, nämlich 


Gok und Ue ik, (33) 


wobei die Bedingung b < R dahinfällt, falls bereits in (21) und (23) die Länge 
b — a gross gegenüber allen andern Längen angenommen wurde, was eine ent- 
sprechende Vereinfachung von (21) und (23) ergäbe. Solange s mit R vergleich- 
bar ist, kommt die hauptsächliche Variation der Integranden in (31) und (32) 
von den Bessel-Funktionen her, aber nicht von h(y) und g(y). Diese letzteren 
Funktionen können daher annäherungsweise durch ihre Werte für y=0 


ZAMP X11/33 


514 MARTIN C. GUTZWILLER ZAMP 


ersetzt werden. Damit ist die Integration über y auf die folgenden Integrale 
zurückgeführt [3]: 
Sipe ee) 
~ DEA 
} dy J,-1t 0) Jy A) = | 4 u (34) 
| 0 Turn a, 


; 
und man erhält aus (31) und (32) 


1.90), are 
een h(0) | | | = Tay Soo ee 


~2 
0 C” 
C 


7 oO 1) AM. 
Hye | | pe (35) 
H,. /cos2p sin2y\ /M. 5 
wy bee io | Y TES NES fir ek 
RE sin2y —cos2y) \M, a 
0. era 
| pr? 2(0) | | | 3 fürs Ry, 
aA ee Je il 0 M, 
G = | \ / À y/ (36) 
G, /—sin2y cos2y\ /M. i 
Du) k | 5 | pa ities ge 
er cos2y sin2w/ \M,) ‘° 
Die Grenzwerte von h(y) und g(y) für y > 0 sind nach (21) und (23) 
Paes sinhd (b= a@) 27 = —_ 
(0) = 6 coshd (b — a) + dasinho (b — a) ’ | 37) 
o(0) — coshd(b—a@a) | 
SU cosh 6 (b — a) + dasinho (b — a) ’ 
wobei jetzt 6 einfach gegeben ist durch 
_ 1/48 
= | <P. (38) 


Der Grenzfall 6 — a + oo wird auch noch aus (37) richtig erhalten, denn 
physikalisch bedeutet dies in vielen Fällen nur 6-! < b—a < R. Es ist nicht 
zu erwarten, dass die Formeln (35) und (36) im Bereich der Unstetigkeit, das 
heisst für Werte von s, wo |s— R| = a, noch irgendwelche Gültigkeit haben, 
weil die Integrale (31) und (32) in Wirklichkeit tiber viele Schwankungen der 
Bessel-Funktionen mitteln und deshalb in der Nahe der Unstetigkeit sehr 
empfindlich gegenüber langsam variierenden Faktoren sein müssen. Es kann 
deshalb vorkommen, dass die Vektorfelder nach den Formeln (35) und (36) bei 
s = R unstetig sind, obwohl dies nur bedeutet, dass sie im Bereich | s — R| = a 
sehr stark, aber stetig, variieren. Es wird sich allerdings zeigen, dass die durch 
(35) und (36) definierten Felder bei s= R in verständlicher Weise unstetig 
sind, obwohl sie natürlich dort keine stetigen Ableitungen haben. Es ist daher 
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vernünftig, anzunehmen, dass (35) und (36) im wesentlichen richtig sind. Zur 
näheren Erläuterung von (35) und (36) lässt sich zuerst sagen, dass das Wirbel- 
feld innerhalb und die Stromdichte oberhalb der ferromagnetischen Schicht, 
das heisst für s < R, homogen sind, und zwar das Wirbelfeld entgegengesetzt 
der Magnetisierungsänderung und die Stromdichte im rechten Winkel dazu. 
Ausserhalb der Schicht, das heisst für s> R, verhält sich der Betrag der 
Felder H und G wie (R/s)? und schliesst stetig an die Beträge für s< R an. 
Im Bereich s> R erscheint die Schicht also wie ein magnetischer Dipol in 
zwei Dimensionen, was natürlich eine Folge der Begrenzung der Wirbelströme 
entweder durch die Dicke der leitenden Platten oder durch den Skineffekt 
darstellt. Die Richtungen der Felder (35) und (36) für s> R ergeben sich einfach 
aus folgender geometrischer Konstruktion: In jedem Punkt wird der Vektor 
(M,, M,) bzw. (M,, —M,) am Kreis s = konst gespiegelt. Es lässt sich dann 
kontrollieren, dass sich der Fluss der Feldlinien in beiden Fällen schliesst. 

Von besonderem Interesse sind die Grenzfälle einer dünnen leitenden 
Schicht, 6 — a, und einer unendlich dicken leitenden Platte, b > co. Es muss 
dann in (35) und (36) nach (37) eingesetzt werden 


h(0)= (b— a), g(0)21 für b—+a, (39) 
1 1 1 5 
h(0) = BL gOS FEN für b>oo, (40) 


wobei natürlich 6 immer noch durch (38) gegeben ist. Im Falle (39) lässt sich 
die Laplace-Transformation der zeitlichen Variation ohne weiteres rückgängig 
machen, denn der Vektor (M,, M,) ist einfach mit p multipliziert worden, 
das heisst der Vektor (M,, M,) ist nach der Zeit differenziert worden. Im Falle 
(40) kann man 6 als die reziproke Eindringtiefe auffassen und für den höchsten 


Wert von p ausrechnen, für welchen (M „ M,) noch nicht vernachlässigt werden 
dürfen. Wenn sich dann ergibt, dass 6a < 1, kann man (0) einfach durch 1 /6 
ersetzen und die Umkehrung der Laplace-Transformation ist dann in vielen 
Fällen möglich. 

Im allgemeinen Fall (37) ist zu bemerken, dass h(0) und g(0), ebenso wie (21) 
und (23), meromorphe Funktionen von p sind, so dass sich die Umkehrung der 
Laplace-Transformation als eine Summe über gedämpfte Schwingungen dar- 


stellen lässt, falls auch (M ” M ,) meromorph ist. 
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Summary 


A ferromagnetic disc is placed between two conducting plates of infinite extent, 
so that the axis of the disc is perpendicular to the plates. The magnetization ın the 
disc is homogeneous and varies with time ¢ > 0 in a known but arbitrary fashion. 
The eddy current distribution in the plates and the magnetic field which they 
generate in the disc are represented with the help of a Laplace transform with 
respect to time and a Hankel transform with respect to the distance from the 
center of the disc. In the special case where the distances perpendicular to the 
conducting plates are small compared to the radius of the disc, these two transforms 
can be inverted. The eddy currents and the generated magnetic fields are then 
easily visualized. 


(Eingegangen: 18. Februar 1961.) 


Zur Kontinuum-Magneto-Gasdynamik 
Stationäre rotationssymmetrische Strömung 
eines vollkommen leitenden Plasmas 


Adolf Busemann zum 60. Geburtstag 


Von Ernst HOLDER, Mainz 


Die klassische Gasdynamik [|1]!) ebener oder rotationssymmetrischer Strö- 
mungen hat A. BUSEMANN [2] — für den Ingenieur wie für den Mathematiker 
gleichermassen lehrreich — dargestellt; ich erinnere mich dankbar seiner Braun- 
schweiger Vorlesung. 

Heute, nach zwanzig Jahren, ist die Magneto-Gasdynamik [3] aktuell; ledig- 
lich deren Kontinuumstheorie haben wir im Auge. Ich möchte die Aufmerk- 
samkeit darauf lenken, dass auch hier die stationären rotationssymmetrischen 
Strömungen eines vollkommen leitenden Plasmas in ähnlichen Schritten wie in 
der Gasdynamik behandelt werden können: Ausgangspunkt ist das Mollier- 
Diagramm (A) für adiabatische Zustandsänderungen. Nachdem das Induk- 
tionsgesetz (F) die magnetische Induktion B aus Massenstromdichte ov und 
Massendichte o zu berechnen lehrt, gibt von den Eulerschen Impulsgleichungen 
die auf das Azimut bezügliche Gleichung (E,) längs einer Stromlinie die Kon- 
stanz einer Linearkombination aus Drehmoment 2 und azimutaler Kompo- 
nente Bs der Induktion, und damit Q als gebrochene lineare Funktion von o. 
Sodann folgert man aus den beiden anderen Impulsgleichungen zuerst eine 


) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, S, 525. 
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durch D, ergänzte Bernoullische Gleichung (B), weiter den Drehungssatz (D), 
die Erhaltung einer Linearkombination der azimutalen Komponenten € von 
Wirbelstärke und elektrischer Stromdichte k: das ist für die der Kontinuität 
(C) genügende Stromfunktion y die gewünschte partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, eine Verallgemeinerung der Differentialgleichung für die 
Zirkulation einer Atmosphäre [5b]. 

Nur im axialsymmetrischen Strömungsfall, wo auch die magnetischen 
Kraftlinien in den Ebenen durch die Achse verlaufend angenommen werden, 
scheint nach dem Vorbild des Busemannschen Druckberges, [2], S. 439, ein 
Druck-Magnetberg mit seinen Doppeltangenten die Sprungeigenschaften am 
Verdichtungsstoss darzustellen und die Figuratrix für ein Variationsproblem 
abzugeben [35a]. 


1. Strömungen mit adiabatischen Zustandsänderungen 


Das perfekte Plasma (das heisst elektrisch vollkommen leitend, reibungsfrei, 
und nicht wärmeleitend) mit der Zustandsgleichung zwischen Druck p und 
Dichte o = p; in Form des Mollier-Diagramms 


(A) p=piis), 


Entropie s = s° = konst bei der vorausgesetzten adiabatischen Bewegung, En- 
thalpie i, ebenfalls pro Masseneinheit, kann sich in einer stationären rotations- 
symmetrischen Bewegung befinden. Selbst dabei kann der Fermische «Accele- 
rationsmechanismus» von Ort zu Ort wirksam sein, der namentlich bei instatio- 
nären Bewegungen interessant und technisch bedeutsam ist. 

Die zugrunde gelegten Differentialgleichungen [3] drücken neben der Diver- 
genzlosigkeit der magnetischen Induktion B und der Massenstromdichte ov 
das Induktionsgesetz und die Eulerschen Impulsgleichungen aus. 


(A), (F): V-B=0, Vx [vx Bl=0, 


1 
ee 


Salar Bl a Bs 


(C), (E): V-(ov)=0, Vxv)xv=—V (IHM = Vp - 


Wir legen Zylinderkoordinaten x, y, p zugrunde, in denen das Quadrat des 


Linienelementes 
de + dÿP+ÿdp, =" 


ist. Sämtliche Zustandsgrössen hängen nicht vom Azimut p ab. y ist der 
Abstand von der Rotations-x-Achse. 
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Die Differentialgleichungen sind, in Komponenten nach dem orthonormier- 
ten Dreibein in Richtung der Zylinderkoordinaten?): 


= De i @ ith a 
2Zynw—Cvy== - (+ A) — — + GC kB); (1.1) 
Pe ee 0e. 1 Op ay ae 
2 (Üu — Ew) = — > (X + A) PR aaa: (RA =7C), (1.2) 
PEC) = > (B=jA). (1.3) 
i ; ; 1 
W(x, y) Kräftefunktion pro Masseneinheit, T= — |v|?, u (konstante) magne- 


tische Permeabilität. Drehung V x v = 2 (8, n, £), elektrische Stromdichte 


j=—V x B=, j,k). (1.4) 


2 


2) In der Formel bei LiEPMANN-COLE [3], S. 188, steht links in Cartesischen 
Koordinaten 


1 aM 
ee ‘= 
yA oe (1.5) 
in meiner Beziehung, wo die vektorielle Differentialform 
il 
M = —BB + : (B : B) do (1.6) 
und das äussere Differential 
dM = —dB (B : do) + (B - dB) do | 
Fi Ay a M7 
= —[do x dB) x.B=—[V x B] x B (dt) | re 


sind. Dabei ist die Differentialform der Induktion (gleich in den Zylinder-Koor- 
dinaten) 


B= B,, dy dp + Bz, dp dx + By, dx dy | 
=. B* do, + B? do, + B® do, = A do, + Bdo,+Cdo=(B:do) | ne 
mit 
Bi =e Mi Ba re By, = ® u BSB B Cy (Al BC). | 
I 3% y wy 
do,=ydydp, do, = y dpdx, dog=ydxdy=ydo, (rs 
do = (do,, do,, do) Oberflächenelement; (dt) = y dx 2 dp Volumenelement. | 
Auf der rechten Seite kommt also mit (1.4) der Ausdruck 
? 1 aM il 
ee (1.10) : 


Hier steht die « legitim-vektorielle Form» im Sinne von SOMMERFELD [4], S. 81, 326 
die man ohne weiteres auf Zylinderkoordinaten umschreiben kann. 


’ 


‘ 
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2. Magnetische Induktion 


Aus dem Induktionsgesetz (F) folgt mit den Komponenten wu, v, w der Ge- 
schwindigkeit v nach dem den Zylinderkoordinaten angepassten Orthosystem 
von Einheitsvektoren und mit den entsprechenden Komponenten der magne- 
tischen Induktion B = (A, B, C) für die im bewegten vollkommen leitenden 
Plasma allein vorhandenen elektrischen Feldstärken 

Bw—Cv=N,, Cu—Aw=N Av—Bu=0 (2.1) 


y? 


mit einer Funktion N, für die 
uN,+vN,=0 2:2) 


gilt, die sich also längs einer Stromlinie nicht ändert. 
Die Kontinuitätsgleichung 


(C) (you), + (yo v), =0 


kann man im rotationssymmetrischen Fall durch eine Stromfunktion y(x, y) 
mit der Eigenschaft 
you=py=94, yov=—y,=—4 23 


befriedigen. Dann bedeutet (2.2), das heisst y, N, — y, N, = 0, dass N = N (y) 
ist. 
Aus der Divergenzlosigkeit der magnetischen Induktion (J), 


(B33); di (Bs), = 0 D 


die wegen (1.9) auch 
WR Pa = 0 (2.4) 


geschrieben werden kann, folgt ebenso 


yA=yB!=M,. yB=yB=-WM,, (2.9) 
mit M = M(y). 
also client Mii) =m, Niw=n fir A= Bi= B B= B= Be, 
D Bjy=y B 


(F) A=mou, B=mov, C=mow+noy. (2.6) 


3. Konstante Linearkombination von Drehmoment und azimutaler 
Komponente der Induktion 


Mit dem Rotationsmoment 
@ = y w= Ws (3.1) 
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sind im Impulssatz die Komponenten der Drehung V x ® 


nn (3.2) 


» Y 


und analog mit B, = y C die Komponenten der elektrischen Stromdichte 


a ee 
J > nm | A B ; 
: 0. 1 
= ) = Ne t= Ly De wy ou Oe | 
MY y MY M) 2 J (3.3) 
Be te | | 
u 
Die 3. Impulsgleichung (1.3) hat die Gestalt 
1 — 
2 (2,033 24) — en ((B3), me v + (B:), mou) =0, (3.4) 
integriert 
B 
(E,) 2— m a: = Ip) 
Also gilt fiir das Rotationsmoment 2 die Beziehung 
m? m te 
of ol Peet os 
die 
obul+mney eee Bee a Na (3.6) 
wu — mo ei a 7 u — m? 0 2 ; 


durch 0, y, y ausgedrückt gibt. 


4. Durch Induktionskomponente ergänzte Bernoullische Gleichung 


Nun kann noch die Dichte @ = p;, nämlich i, vermöge einer Bernoullischen 
Gleichung (B) längs jeder Stromlinie durch die Komponenten p, q der Strom- 
dichte, das heisst die 1. Ableitungen von y ausgedrückt werden. Dazu benutzen 
wir die kovariante Webersche Form der Bewegungsgleichungen (1.1), (1.2) mit 


den Drehungskomponenten (3.2) und erhalten durch Faltung mit #, v mit der 
Bezeichnung 


Dale bien (4.1) 


-D,(T+ + 4u) + Sv. [jx Bl=0. (4.2) | 
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Hier ist der Warmeinhalt i = u + p/o, u die innere Energie pro Masseneinheit, 
und für die adiabatische Bewegung der 1. Hauptsatz berücksichtigt, mit der 
absoluten Temperatur T = — p,/o 


p D, ~ + D,u=TD,s=0. (4. 3) 
Wegen 
1 ' (4.4) 
5 ou y {(B;), (— N © y 5 v) = (Ba), (n O y & u)} = — ca D, (B; n) , | 


k fallt heraus, kommt also integriert die Bernoullische Gleichung 


(B) TH U+it a8 0) 
beziehungsweise 
1 : Ase 
(Wu) re. 0 ees + =) = h + ee Zur (4.5) 
heraus. 


Aus der Bernoullischen Gleichung (6) folgt wegen (3.6) nach kurzer 
Rechnung 


5 +2) = ig — i — Ri) (4.6) 
mit 
ig (x, 9, 2) = (9) — FEL U y, | 
(ml + ny%)2 2u—mp; ied 
A en aye Pi | 
und aus (2.3) 
nz Ned, (4.8) 


wird dies nach i aufgelöst: i = 3(p? + q?; x, y, 2), so ist (w, v) durch (A, q) 
ausgedrückt: 

DEREN ga 4.9 

“yp Cet)’ © 7 Pi (SE? + 9°) © u 


5, Linearkombination der azimutalen Komponenten von 
Wirbelstärke und Stromdichte 
Endlich bekommt man wieder den Drehungssatz durch Anwendung der 
Differentialoperation 


d d D, Dy Si 
D,= —v mt ne bzw. Dy Le NER (5-1) 
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= 2 
(u + v2) 2E-2w(@utnv)= (w+ vw?) 20 — ye IRE, | 
(5.2) 


= -D,E+W-D,p+ Ky 


' 


il 
Q 

Dar uae u) +pD,— +D,u+— Ky, | 
0 ze : ons 


wo die 3. Komponente 


K, = (v x [j x B]); = # [fx Ba-vljx Bh 
—u(kA—iC)—v(jC—kB) 
C 
= ur (Bi u(Bs),) + À (w À + v B) (3.3) 
= = D, B; + km (u? + v?) @ 
--( mE) oD, + mk We +P) 0. 
So erhält man den Drehungssatz 
he [Py (2 - m Bs )4+ el] A: mes) 
yo Yi u u (5 4) 
a ha rDgs, 
falls adiabatische Schichtung 
PD, +D,u=TD,s (5.5) 
besteht. Oder mit 
2=1+ Ex By 
u 
26C—mk 7B n’ B 
D Fa ie 3 h' Arch ! 7 
0) a ao RS 


während rechts nur Terme in den Ableitungen 1. Ordnung auftreten, steht 
links der negative Differentialausdruck 2. Ordnung in y: 


=27 4m k= I We Pe O Wy (2 mite + > 0 on) 
u 


Ox yo oy yo OF y y (5.7 
a IK; . Ye) + 0 iE ” = = mm’ Wet We ; 
ANY ee gn OL Loris u rp 


Der 1. Term ist 


GE DE tre Een rn 
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mit et ME MES = |B,|? 

Da anal = IO 

ee (u? + v2) Wee (5.9) 
by =| Blue ist die Alfvén-Geschwindigkeit für eine «inkompressible » 


Transversalwelle, die Drehfläche normal zur Komponente By = (A, B) des 
Magnetfeldes in der Meridianebene ist. Wir erhalten im ganzen eine elliptische 
Differentialgleichung 2. Ordnung in y. 


6. Variationsproblem fiir die axialsymmetrische Strömung 
eines Plasmas 


Im Fall einer axialsymmetrischen Strömung, wo auch die magnetischen 
Kraftlinien (identisch mit den Stromlinien) in der Ebene durch die Achse 


verlaufen, 
D=yo=0, B=yC=0, n=0, 1=0, (6.1) 


zeigen wir noch, dass die Differentialgleichung (D) die Lagrangesche Gleichung 
eines Variationsproblems ist. Wir nehmen als Grundfunktion 


f=14%.4,2;2,90 =fht+h, (6.2) 
P=y,=-yov, g=y,=you, (6. 3) 

wo 
fo = y (p + o (u? + v?)) (6.4) 


die alte Grundfunktion für das Variationsproblem der rotationssymmetrischen 
Bewegung eines Gases ist, aufgefasst als Funktion von x, y, z; p,q, wie oben 
bei (4.9) allgemein ausgeführt ist: 


hr (32+ 9))+ En. (6.5) 
L y pi (S (B® + 9) 
Bei einer ebenen Strömung fehlt hier und im folgenden der Faktor y. Dazu 
kommt der vom Magnetismus herrührende Zusatzterm 
I EN es 2 
nn a DUS 6.6 
h=-Z = e+e (6.6) 
Dann wird 


Sy NC 


Bei (6.1) gilt die Bernoullische Gleichung (6) mit R(i) = 0, und (6.3) gibt 
den alten Zusammenhang zwischen (uw, v) <> (f,¢g) — wie in [5a], S. 373. 
Wegen der Reziprozität der Legendre-Transformation bekommt man 


—fop =, 0 = (6. 8) 
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somit 


é=% (1 ms 0), Ho û (1 aus 0), C=); (io _ i 


: (u? +92), s). (6.9) 
u À a 


Auf der einen Seite ist die Divergenz 


fn a: dfa = dE ay 
dx dy dx dy | 
4 ov Ou m (O(mev)  Ameu)\ mm ,,2 9 6.10 
== (5 z a = u Ox oy EN Kar; g) (ent 
ee ee ee err 
b+ mk = (pi ai) 
Auf der anderen Seite berechnet man aus (4.6) 
oi ds 1 mm’ cu 
f= loot lie Ip: ape z) ee Tee, | 
y (6.11) 
=yolh'y) —Ts'y)]- 7 +9). | 
Das Variationsproblem 
: fre y, 2; p, q) dx dy — stationär (6.9) 
für die Stromfunktion 
Ow 0 
yen, part, game, 
hat die Lagrangesche Gleichung 
dfp , dla _ 
Chr eas (6.12) 
Das ist 
=20 =m k= Vy ph! = SI (6.13) 


unser Wirbelsatz (D). 


7. Druck-Magnetberg als Figuratrix 


Gleichbedeutend mit (6.12) sind die Integralrelationen fiir jedes Teilgebiet 
T der Meridianebene und seinen Rand 0T 


J 
IR 


: Re . | 
[ody —nde= | pdx dy, [Ede - Cav = [G,dxdy, 
oT 
| (7.1) 
[max - Edy = | 5. dx dy 
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mit dem Druck-Magnetberg als Figuratrix 


C= PE, 9; %,¥,2)=f-—bt,— af, (7.2) 
= 759 (1 ae ga ra 4 (u? 4 se), 


: + WIR 
wo in p und p, das Argument i = iy — — (u? + v?) steht und vermöge 


m? 


(u? + v2) [1 Fo 


= il F ‘ 2 ‘ ‘ 
Pi (io (+ 0))] =P +97 
u? + v? auf €2 + 7? umzurechnen ist. 

Für einen schmalen Streifen zu beiden Seiten eines Verdichtungsstosses S 
folgen daraus die Sprungrelationen 


ES tof ey ae Er (753) 
fiir den Sprung 


Diese besagt nach [5c], dass die Zustandsänderung £ — £ bei einem Stoss durch 
eine Doppeltangente dargestellt ist, die von einem Punkt (&, 7°, 0) der zu 
s = s° gehörenden Figuratrix zu einem Punkt (€, n, £) einer zweiten Fläche 


b= Ole Tes) WON ar 5° (7.4) 


führt, in dem diese von der Tangente ebenfalls berührt wird, wie es BUSE- 
MANN [2], S. 439, angegeben hat. 
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[5b] E. HöLDer, Aufbau einer Extremalfläche hyperbolischen Typs aus ihren 

Chavakteristiken (mittels des Euklidischen Zusammenhangs des Cartanschen 

Raumes). Arch. Math. 5, 510-521 (1954). 
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rotationssymmetrischen Zirkulation einer adiabatisch veränderlichen veibungs- 
freien Atmosphäre über der Erde, Meteorolog. Rundschau 7, 449-450 (1948). 
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Die in [5a] und [5b] dargestellten Variationseigenschaften der klassischen 
Gasdynamik und ihren Zusammenhang mit den Sprungrelationen am Verdich- 
tungsstoss habe ich zuerst in meiner unveröffentlichten Lilienthal- Preisschrift 
entwickelt, die 1943 in der Luftfahrtsforschungsanstalt Braunschweig entstan- 
den ist, im Aerodynamischen Institut von Professor BLENCK. 


Anmerkung bei der Kovrektur: 


Erst nachträglich habe ich (auf ebene Potentialströmungen bezügliche) Va- 
riationsbetrachtungen bemerkt, bei A. BUSEMANN, Problems of Flow Existence 
and Stability in Magnetohydrodynamics in “The Magnetodynamics of Conducting 
Fluids’, ed. by D. Bershader, Stanford Univ. Press Calif. 1959, p. 3-16; ferner 
die auf einem isoperimetrischen Variationsprinzip von S. CHANDRASEKHAR be- 
ruhende Formulierung der Grundgleichungen gewisser rotationssymmetrischer 
Strömungen (unsere s’ = n’ = m’ = 0, h’ l n[m = konst) bei L. WoLTJER, On 
Hydromagnetic Equilibrium, Proc. Nat. Acad. of Science 44, (1958), p. 833-841. 


Summary 


In the case of rotational symmetry for the steady motion of a perfectly conduc- 
ting plasma a differential equation of 2nd order for the stream function is given 
by completing BERNOULLI’s equation, the equation for the moment of rotation and 
the equation for the vorticity respectively by the azimutal component of the 
magnetic field and the azimutal component of electric current density. 


(Eingegangen: 14. Marz 1961.) 


Uber die Grenzwahrscheinlichkeiten einer speziellen 
homogenen Markoffschen Kette‘) 


Von Hans-Joacuim TÖPFER, Berlin, Deutschland?) 


Bei gewissen physikalischen Fragestellungen wird man auf Markoffsche Ket- 
ten mit endlich vielen, sagen wir N + 3, verschiedenen Zuständen eo, eee het ene 
gefiihrt, die durch die folgende Ubergangsmatrix beschrieben werden: 


1) Die Anregung zu dieser Fragestellung verdanke ich Herrn Dipl.-Phys. J. BreRsAcK vom 
Sektor Kernchemie des Hahn-Meitner-Instituts fiir Kernforschung Berlin. Herr BIERSACK hat das 
in diesem Zusammenhang auftretende mathematische Problem in anderer Form behandelt. Unsere 
Zusammenarbeit hatte zum Ziel, eine für die numerische Bearbeitung durch ein elektronisches 
Rechengerät geeignete mathematische Form zu finden. 


2) Hahn-Meitner-Institut für Kernforschung, Sektor Mathematik, Berlin-Wannsee. 
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1-0 or To 0 
a A Ù Y 
OF pee On 7 | 
P=|| $;; = | CU Mel Ne (1) 
ONO TAN | 
es On 
| 
0 Soa aie 
Man denke etwa an ein Elektron, das endlich vieler Energiestufen (E,, ... , Ey +2) 


fahig sei und sich in einem «zufallsgesteuerten» elektrischen Feld befindet. Ist die 
Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Elektron zwischen zwei Beobachtungen auf die 
nächst-niedrigere, bzw. nächst-höhere Energiestufe gebracht wird, p, bzw. g, und 
wird es während der gleichen Zeit mit der Wahrscheinlichkeit 7 durch Stossvorgänge 
vernichtet (Zustand Exy+s), so gelangt man zu der angegebenen Ubergangsmatrix, 
wenn man annimmt, dass die Energiestufen E, und Ey +2 sowie der Zustand Ey ,3 
stabil seien, das heisst, einmal erreicht, nicht mehr verlassen werden können. 


Die Elemente p;; der Matrix P geben die Wahrscheinlichkeit dafür an, dass 
sich das betrachtete System nach einem «Versuch» im Zustand E, befindet, 
unter der Bedingung, dass es vor dem Versuch den Zustand E, besass. 

Bekanntlich gilt für solche Übergangsmatrizen notwendig 


Dy bi =1, (2) 


wir werden also 
(Tiss a alt (3) 
voraussetzen. 
Die Matrix der Wahrscheinlichkeiten fiir den Ubergang des Systems vom 
Zustand E; in den Zustand E, nach einer Kette von n Versuchen ist nach MAR- 
KOFF Pr, Uns interessiert hier der Grenzfall einer unendlichen Kette von 


Versuchen. 
Die zugehörige Übergangsmatrix bezeichnen wir, wenn sie existiert, mit 


2 = limsp®. (4) 
Die Elemente der Matrix P® = || p{® | nennen wir Grenzwahrscheinlichkeiten. 


Mit Hilfe des folgenden Satzes aus der Theorie der stochastischen Matri- 
zen®) lassen sich diese Grenzwahrscheinlichkeiten berechnen: 


3) Eine quadratische Matrix heisst stochastisch, wenn ihre Elemente nicht negativ und alle 
ihre Zeilensummen gleich eins sind, 
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Ist P die Übergangsmatrix einer schwach regelmässigen Markoffschen Kette, 
das heisst, besitzt P keine von 1 verschiedenen charakteristischen Wurzeln mit dem 
Betrage 1, so existiert P®. Sei (A) das zu P gehörige Minimalpolynom und 


C(A) = (AE — P)* (a) (5) 
die reduzierte adjungierte Matrix zu P, so ist 
co _ C(t) 

= : 6 


(Für den Beweis vgl. [1]*) 
Um den Satz anwenden zu können, müssen wir nachprüfen, ob die Voraus- 
setzungen in unserem Falle erfüllt sind, das heisst, ob P schwach regelmässig ist. 
Dies trifft in der Tat zu, denn wir können folgendes beweisen: 
Das charakteristische Polynom der Matrix P ist 


A() = (A— 1)? Dy fA), (7) 

worin Dy(A) durch die Rekursionsvorschrift 
DA=1, DA)=4, | 
Digi =A DA 0) 60 DA) QUE. 


bestimmt ist. Sämtliche Wurzeln von Dy(A) sind einfach und reell und gegeben 
durch 


An Rz 
A= 204 COS = Aires NM (9) 
Beweis: Das charakteristische Polynom von P ist durch die Determinante 
A(Ah=|AE= P| (10) 
definiert, also 
Ale OC OM OMS ke = ee D 0 
— À =} O — 
0m=paie— 
A(1) = (11) 
—p À —q —r 
0 O0 A-1 0 
0 ie nee à 


AU : : 
) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 535. 
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Hieraus sieht man zunächst, dass 


A-q 0 09 . : 3 A? = 0 
=p A =q 0 
OF fs 7 
A(A) = (1 — 1) (12) 
—p À -q 0 
0 —p A —@q 
MGM are NO TU Sp A 2) 


gilt. Die hier auftretende N-reihige Determinante nennen wir D;(4). Definieren 


Wir 
Da 


und 


so besteht für beliebiges n = O die Beziehung 


TO 0 BH 10 oa 0 
— p 0 

D, 2 (4) = 0 D = À D, ,10) + q roe D, (A) 
0 0 | 


= À D, 41(A) — p q D, Ü) ’ 


das heisst, unsere Behauptungen (7) und (8) sind für beliebiges » = 0 richtig. 
Um nun (9) zu beweisen, stellen wir fest, dass zwischen den Polynomen 

D,(A) und den Tschebyscheffschen Polynomen zweiter Art U,(x) mit dem 

Hauptkoeffizienten 1 ein einfacher Zusammenhang besteht. 


ZAMP XII/34 
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Die Polynome U,(x) folgen der Rekursionsvorschrift (vgl. [2]): 


Ue) =i | 
Dix) = 4 (13) 
al <A Ul) re Oe | 


Ersetzen wir in dieser Formel x durch 4/2 /p q und multiplizieren auf beiden 
Seiten mit (2 //p q)”+?, so entsteht: 


(2yd2) "os Ge: )=a(2ypa)™ Du 7 | 


2 Vp q Pq 


pa 2pa)" ü ( (14) 


es) 


Mithin ist die Rekursionsvorschrift (8) erfüllt, wenn wir 


AU 15 
eva ey) E 
setzen. er 
Die U,(x) bilden ein Orthogonalsystem mit der Belegung J/1 — x? im Inter- 
vall (— 1, 1), folglich bilden die Polynome D,,(A) ein Orthogonalsystem mit der 
Belegung |/4 p q — 22 im Intervall (— 2 |/p q, 2 VP 9) g). Das bedeutet aber nach 
allgemeinen Sätzen über orthogonale Polynome, dass sämtliche » Nullstellen 
von D,(A) reell und einfach sind und im Intervall (— 2 Vp pe Vp q) liegen. 


Da man die Nullstellen der Tschebyscheffschen Polynome kennt, sie sind 
namlich 


v co une 
5 — \ (ii S - ER 
Z n +1 


RNA Saws (16) 


sind die Nullstellen der Dy(A) wegen des Zusammenhangs (15) leicht anzugeben 
und berechnen sich nach Formel (9). 


Weil nun, wegen 7 = 0, p + q £ 1 ist, was bekanntlich auch 2 Veqs 1 
nach sich zieht, ist also 1 die einzige Wurzel von A(A) vom Betrage 1, das heisst, 
P ist schwach regelmässig. 


Wir schreiben noch das Minimalpolynom (A) von P auf. Es ist: 
pA) = (A — 1) Dy(A) . (17) 


Den Ausdruck (6) für PX wollen wir mit Hilfe der zu P adjungierten Matrix 
B(A) umformen. Wegen B(A) = (AE — P)-1 A(A), ist 


CA) ee rer (18) 
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Da 
y (A) = Dy(A) + (A — 1) DAA) , (19) 
wird 
vl) = Dy(1) + 0 (20) 
Somit finden wir 
oo : B(A) 
et aa, 2 


Wir berechnen zunächst von P® ein allgemeines Element pie mt, 

N + 1. Dazu benötigen wir das entsprechende Element b;; der Matrix BU), 
das bis aufs Vorzeichen mit derjenigen Determinante Han bn die aus 
A(A) durch Streichung der i-ten Spalte und j-ten Zeile hervorgeht. Da diese 
Determinante aber, wie man sofort sieht, den Faktor (A — 1)? enthält, wird 
wegen (20) und (21) 


= für de ER NE 1, (22) 
Ist 
ee | 
i=!N +2, aber J#!N +2, 


so entsteht aus A(}) durch Streichung der entsprechenden Spalte und Zeile 
eine Determinante, die eine Nullzeile enthält. Folglich ist allgemeiner 


pe = 0 TUE ZI Ne 1: (23) 
Wir betrachten nun nacheinander die Falle 7 = 1,7 = N+ 2 und7=N +3. 
=: 
Ist i = 1, so findet man das entsprechende Element von B(A) zu 
bd) = (A— 1)? Dy (A) , 


also ist 
(hae = (24) 


Ist dagegen i = N + 2 oder 1 = N + 3, so entstehen wieder Determinanten, 


die eine Zeile mit lauter Nullen besitzen, das heisst 


Dr Kinn tn: ‘a (25) 


Sei nun 7=2,...,N +1, dann erhalten wir aus A(A) durch Streichen der 
ersten Zeile und i-ten Spalte das entsprechende Element von B(A) zu 
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pe IE 
0 -p À -q 
OR 
0 -p À 
0 0.0 —p - 
Ne N 
| 
0 
0 


das heisst 


Dj = Pi! (de Ve Dy _ 441A) ) 


woraus 


Dwy-i+1(1) 


(co) — pi-1 
al p DN(1) 


folgt, oder mit Hilfe der Tschebyscheffschen Polynome ausgedrückt: 


209 = N+ 2: 


Wie oben findet man 


(co) gi = 
Pine Ta Dee =0, 


(oo) al 
N+2,N+2 ; 


ZAMP 


(29) 


(30) 


(31) 


Sei nun += 2,...,N +1, so erhalten wir aus A(A) durch Streichen der 


N + 2-ten Zeile und z-ten Spalte 
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AEG i ( vim 0) 
PAY 
0 
Ta 
Ot 0 =p À 
oe eee To 0 400 0 
ay42—(—1) (A—1) fate 2) 
Di 
—p À -g 0 
Durs 
wen, | 
also: 
b, nie = ge ere Dae (33) 
Damit wird 
(co) _ AN-—-1+2 De (1) 
INT Dn(1) (34) 


Se NE: 
Wie oben findet man 
ins = as = ve (36) 
Pan om ae les (37) 


Der allgemeine Fall erledigt sich am schnellsten durch die Bemerkung, dass die 
Grenzmatrix stochastischer Matrizen wieder stochastisch ist, das heisst sämt- 
liche Zeilensummen von P® müssen gleich eins sein. 

Daraus folgt: 


Dey et Zen. NEL, (38) 
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0) pir) Dn-i+ı(l) + gN #42 Di-2(1) 39 
oder Pre = 1 Dn(1) S ( ) 
Eine besonders einfache Form nehmen die Grenzwahrscheinlichkeiten in dem 
Fall an, dass entweder p oder g verschwindet. 

Dann ist nämlich auf Grund von (8) 


DA) =A tur pg = 0; (40) 
so dass für p = 0 | 
BP =0, ie (41) 
rir 7 = 0. . | 
=P, Hao (42 
gilt. 


Andererseits wird der Fall häufig sein, dass = g ist. Verschwindet zusätz- 
lich r, so kommen wir wieder zu sehr einfachen Ausdrücken. Da dann p= ¢=1/2 
ist, benötigen wir, wenn wir die Formeln (29) und (35) anwenden wollen, die 
Werte der Tschebyscheffschen Polynome an der Stelle x = 1. 

Man kann sehr leicht ausrechnen, dass 


ues (43) 
ist, womit wir aus (29) erhalten: 
(P= (44) 
und aus (35): . 
= ET (45) 


Diese Formeln gestatten eine einfache und anschauliche Deutung: Wir 
denken uns, das System erstrebe den Zustand Ey ,,. Dann benötigt es, um 
vom Zustand E, aus auf geradem Wege sein Ziel zu erreichen, N + 1 Schritte. 
Befindet es sich bereits im Zustande E;, so hat es gewissermassen schon 7 — 1 
Schritte auf sein Ziel hin vollbracht. Die Wahrscheinlichkeit, das Ziel zu er- 
reichen, wird dann durch den Quotienten aus der Zahl der bereits zurückgeleg- 
ten Schritte und der Zahl der benötigten Schritte gemessen. 

Wir wollen zum Abschluss noch eine für die numerische Auswertung 
zweckmässigere Schreibweise der Formeln (29) und (35) angeben. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir daran, dass die Tschebyscheffschen Poly- 
nome Ü,(x), die durch die Rekursionsvorschrift (13) offenbar fiir alle x erklart 


sind, im Innern ihres Belegungsintervalls (— 1, + 1) eine zweite Darstellung 
besitzen. Es ist nämlich: 


= 1 sin (m+ 1) arccos x 
U,(x) = Wied) 


Qn TR leds Le (46) 
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Die in dieser Darstellung zunächst geforderte Beschränkung auf den Bereich 
| x | S 1kann nicht wesentlich sein, da U, (x) ein Polynom ist. Die entsprechende 
Erweiterung für x > 1 ist leicht anzugeben zu: 


1 sinh (w + 1) Archx 


2n PRE 


U,(x) = - u We (47) 


Da mit Ausnahme des schon behandelten Falles p = g = 1/2 stets 12 V q =: 
ist, müssen wir (47) benutzen und erhalten: 


—, Siahl{N = 74 2) Arch ——| 
eel) el ue (48) 
q sinh fiw + 1) Arch — —| 
| En) 
| re ann 1) Arch - TF =} 
elle et N, (49) 
‘ V3 sinh (N + 1) Arch — - —\ 
q 
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Summary 


Simple expressions are given for the asymptotic probabilities of a special 
homogeneous Markov chain which is important in some physical problems. For 
this purpose a theorem about stochastic matrices is used which allows to compute 
the «oo — th power» of such a matrice, if there exists no eigenvalue A with À + 1, 
but | 4| = 1. This condition is easy to verify, since a full survey of all eigenvalues 
can be obtained. 


(Eingegangen: 27. Marz 1961.) 
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The Deflection and Buckling of a Beam-Column with a One- 
Sided Constraint 


By Epwarp E. Zajac, Murray Hill, New Jersey, USA!) 


Introduction 


We consider the planar problem shown in Figure 1: A hinged beam with a. 
central vertical load Q is compressed by a load P. However, the beam is; 
constrained, say by a floor, so that it cannot deflect in the direction of the Q. 


R a p, 
/ CE YY 
(Q-N)/2 N (Q-N)/2 
Figure 1 Figure 2 
Constrained beam-column, Deflected shape for P = Py. 


Without the load Q, one knows that deflection can occur if the load P’ 
exceeds the Euler buckling load P, for the pin-ended beam. But how much is; 
this load raised by the presence of Q ? One might attack this problem from at 
static viewpoint in the standard way by asking for the lowest load P at which 
there is possible a nontrivial equilibrium configuration infinitesimally close to) 
the straight configuration. This load and configuration are immediately 
apparent; namely, that shown in Figure 2, with a load P, equal to the buckling; 
load of a beam of half the span length hinged at one end and built-in at the: 
other. The load P, is 8-18 times higher than P, regardless of how small Q is.. 
Thus, using this approach, one would conclude that he could raise the buckling» 
load by more than eightfold by applying an arbitrarily small transverse load Q.. 

On the other hand, for very small Q one expects that deflection of the rod! 
will be possible for a load P near the pin-ended Euler load P,. Hence, at the: 
outset it appears that this problem may not be completely elementary. Indeed, 
we find first that the problem has several interesting features, which we: 
investigate both by elementary beam theory and elastica theory. Secondly, 
we find that this problem is another example of what has been pointed out by: 
ZIEGLER [1]?), namely that the classical elastic stability criteria may lead to 
difficulties. In this case, the difficulty is of a different sort than that discussedl 


1) Bell Telephone Laboratories, Incorporated. 
*) Numbers in brackets refer to References, page 546. 
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by ZIEGLER. We find that a meaningful stability criterion is a function not 
only of P and Q but of the amount of the disturbance as well. 
Solution by Elementary Beam Theory 


By symmetry we have as the differential equation and boundary conditions 
for elementary beam theory 


EI Sy + Py=2—-™ ,, de 

y(0) = EE — ( ; (1b) 
dy(L 

2 =O. (1c) 


where N, the reaction force of the floor at midspan (Figure 2) le zeto. Tor 
y(L) > 0. In addition we have the constraint condition y(x) = 0 over the 
beam. The solution of Equation (la) for the boundary conditions (1b, 1c) is 
Veh) 
ap (4 # cosg L 


_sing x le 9 P. 


P=—,. (2a, b) 


The constraint condition y(x) = 0 gives 


sing x 
9% — ge =o: 

The only positive value of cos g L for which this is satisfied is cos g L = 1, or 
gL=2n,4n,..., this corresponds to dy/dx = 0 at x = 0 and is of secondary 
interest. For negative cosg L, y(x) = Oif (7/2) <q L < &é, where & = 4-493 is 
the first root of £ — tan &. The value of g L = x/2 corresponds to the Euler 
load P, (pin-ended beam), while g L = £ corresponds to P, (pin-ended, built-in 
Beam of halt length), For gL< €, y(L) > 0and N=0. AtgL=é(P=P,), 
y(L) = 0 and N may have any value between zero and ©. For (n/2) <gL<n 
the deflection is of ‘first mode’ type, with an inflection point only at the hinge. 
For x <gL<sö, it is of ‘second mode’ type, with an inflection point at the 
hinge and one between the hinge and the central load. 

For g L > & the situation is more complicated. First, there is the case where 
the beam touches the floor at two points between hinges, shown in Figure 3. 


(NE Ne wi (Mya 


Figure 3 
Possible deflected shape P > Py. 
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Taking the deflection, slope, and moment to be continuous at the touchdown 
points, we find 


‚__@-=N) („„_ sings <x<i 
= 2-q P (9 cos £ ); Om, 
G — x — À, 
Pa Q qa(E—1) oc ot Ne Een) | 
eee [tan ( ) (cosg ENV Wera de. 


where 
tan|g (L—)/2 
=: N In, 
(HE 0 Q tan £ i 

The constraint condition y(x) = 0 is satisfied only if Q — N = 0, which implies 
tan [q (L — 1)/2] < 0. The lowest values of g L that satisfy this condition are 
given by x + £ <q L £ 27 + €. Likewise, we may have higher modes of this 
type with more than two touchdown points. 

On the other hand with g L > &, the beam may have no touchdown points 
between hinges. This is possible if cosg L is negative and | cosg L | = | cos£ |. 
The next values after g L = & to satisfy this condition are in the range 


Ag ÉEVIL EI be 


Counting the hinge these contain three or four inflection points in 0 = x = L. 
Again higher modes of this type, with still more inflection points, are possible. 
Further, in the entire range 4 x — £ Sq L << 2x + € one may have either zero 
or two touchdown points between hinges. 

Hence elementary theory gives several interesting results. It indicates that 
deflections are possible for P > P, in a range of P less than the first ‘nontrivial 
load’ P,, but with the physically untenable result that y grows without 
bound, Equation (2a), for P + P,. This is not surprising. For the first order 
elementary theory the load P, just equilibrates the bending moments at any 
cross section for any deflection if Q = 0. Hence, if Q + 0 and P is in the neigh- 
borhood of P,, we can expect that higher order effects will have to be considered. 
We note also that the spectrum of P’ s for which equilibrium states are possible 
is neither discrete, as in a linear buckling problem, nor continuous, as in 
ordinary beam deflection. Rather it is disjoint. Equilibrium configurations 
exist for (7/2) Sq L £ Ë but do not exist foré <gL<2m,or2n<gL<nHtE, 
etc. Further, for (7/2) <q L < € it is seen that the deflection at midspan, 


NW Wee oe (ql —tangL), 
surprisingly decreases as P increases. This may be explained as an arching 


effect; as P increases a shallower and shallower arch is required to maintain 
equilibrium. 
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Some of these effects are due to the omission of higher order terms in 
elementary beam theory and some to the constraint y(x) 2 0. For a closer 
look, we therefore turn to elastica theory, where we can conv eniently take into 
account higher order terms. However, we shall restrict ourselves to the first 
two modes for the beam completely off the floor, or to a single touchdown point 
at midspan. 


Solution by Elastica Theory 


For the inflectional case, we have the following equations to describe the 
elastica [2,3]: 


IR 
B=L] Bai , (3a) 
B- = Fly) — Fly). (3b) 
€ =2sin-!(ksiny), (3c) 
= 7 Ew) — Et] - +, (34) 
| 2 = — z cosy = — = (3e) 


where s is the arc length (s = 0 at the hinge), (x’, y’) is a coordinate system 
directed along and normal to the resultant load R (Figure 4), £ is the angle 


R [a-w)/2 
Figure 4 
Coordinates for the elastica. 


made with the x’ axes, k is the modulus of the elliptic functions F(y) and £ (#), 
and y is a parameter, with w, = x/2 or — x/2 corresponding to a positive or 
negative value of & at s = 0. At s = L we have the boundary condition 


=-y or ksiny=-sin (2) , (4a, b) 


where y is the angle which the resultant R makes with the horizontal. In 
addition, the x, y coordinates are given by 


x =%x' cosy —y' siny, (5a) 


Vem oi siny =--9' COS}. (Sb) 
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It is easily verified that & = — y, corresponding to dy/dx = 0, is the only nega- 
tive value of ¢ at s= 0 for which the constraint condition y(x) = 0 can be 
satisfied. This case again is of secondary interest, and we focus attention on 
the case where & > 0 at s = 0. In these cases y, = 2/2 and F (po) = K, E(w)=B 
(K and E are complete elliptical integrals). | 

This problem is conveniently treated by means of a nomograph. We first 
define dimensionless loads by 


= 2 = G 4 ß? 


= = = Ir siny , 
2 ae re Dar T2 de 
where G = Q — N. Consider 
ON ae 
Pr E EP 2P ’ 3 8 B a 


By virtue of Equations (4b) and (3b), @,, 9, and g, are all functions of 
sin y. For constant 6 p, versus sin y is a radial straight line, while for a constant 
P, @ versus sin y is an ellipse. For a constant k, y, versus sin y has the ap- 
pearance shown in Figure 5. 

So, for example, given G and P, we first determine the intersection of the: 
corresponding g, and y, curves; then we determine the modulus À from the: 
(3 curve passing through the intersection, and the angle y from the abscissa . 
corresponding to the intersection. Having k and y, the deflected shape is; 
completely determined by Equations (3) and (5). In Figure 6 are shown graphs; 
of the midspan deflections y(L), computed from Figure 5 and Equation (Se). . 

As in the elementary theory, we may identify ‘modes’ of deflected shapes. . 
For a value at midspan w, in the range (7/2) < wz; < (3 x/2) there is only the» 
inflection point at the support (first mode), for (3 2/2) < y; < (52/2) there: 
is one inflection point at the support and one in the span (second mode), etc.. 
On Figure 5, the demarcation between the first two modes occurs at the: 
maximum siny value on the @, curves for À < sin (x/4). For k > sin (x/4) it occurs: 
at the minimum value of siny lying between the two maxima at siny = 1. At 
the demarcation values the midpoint of the beam is itself an inflection point. 


Figures 5 and 6 allow one to trace the deflected shape as P or Q is held 
fixed and the other varied. For example, for G = 1:0 no deflection is possible: 
for P less than 1s) ie, N= Pin the midspan deflection is y(L)/L 20% 
and consequently N = 0. Hence G = 1-0 corresponds to QO = 1-0. Inereasin 
P above Ban one moves along the radial line G = 1-0 on the nomograp 


toward the origin. Two deflections can exist for each P. One corresponds t 
the upper branch of the y(L) curve in Figure 6 (increasing k’ s on the nomo- 
graph), and the other to the lower branch (initially decreasing k's on the nomo- 
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Figure 5 
Nomograph. 
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____ Elementary theory | 
First mode. 
elastica theory ——— 


-—- Second mode, 
elastica theory | 


Figure 6 
Midspan deflection versus P. 
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graph). The upper branch y(Z) increases with increasing P until a maximum 
y(L) is reached. (y(L) further decreases because a loop is formed that tightens 
with increasing P.) The lower branch y(L), however, decreases with increasing 
P, the behavior being similar to elementary theory. As P further increases, 
this branch changes from a first mode to a second mode configuration (for 
k = sin 3°). Finally at P = 8-24 it leads to y(L) = 0 on Figure 6 and the 
y(L) = 0 curve on the nomograph. Here a reaction force N is mobilized and 
G becomes Q — N. On the nomograph, one may then move along the y(Z) = 0 
zero line toward the left edge, thus going through a sequence of equilibrium 
states where N goes from zero to 0 and P from 8-24 to 8-18. Thus as P is 
decreased from 8-24 one may either move along the abscissa or the O — 14 
curve in Figure 6. On the other hand, like elementary theory, elastica theory 


indicates a disjointness in the P for this sequence of equilibrium states. One 
cannot go continuously along the lower branch Q = 1-0 curve to a value P > 8:24. 


However, elastica theory does give upper branch values for P > 8-24. 

Thus, elastica theory differs from elementary theory. In particular, it 
indicates a bifurcation in the equilibrium states, while elementary theory, also 
shown in Figure 6 (dotted lines), does not. The curves typify a snap-through 
effect. That is, one expects that in the lower branch region a sufficient disturb- 
ance will snap the rod through the lower branch configuration into the upper 
branch. 


Stability of the Beam 


The ideas involved in a discussion of the stability of the beam are con-- 
veniently illustrated by the finite-degree-of-freedom model shown in Figure 7. , 
Torsional springs with spring rate c are placed at the joints within the span to) 
provide resisting moments of the form c (0, — ,). Each rigid bar is of length: 
Del io: 

Consider first only deflections that are symmetrical about midspan. These: 
are described by two coordinates. For these we take normal coordinates q 


and 9, given by 
: = nt, (6a) 


ne € 
HE tae di di un u “FES (6b) 


The coordinates g, and g, correspond to mode shapes that are analogous toi 
sin (7 x/2 L) and sin (3x x/2 L) for the continuous beam. The origin in a g,, a 
plane corresponds to the straight configuration. In terms of g, and g th 

potential energy V is given by | 


Venere (7X 
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where SE = BID 
= 2 = V5) (8-5) 5 — = 
>15 V5) IE 2 
bs = = = 2 [(3 /5) ==]; 
OE ait CONS =) 
eg en ee ag tea fo 


ies loads PF=5 (3 = V5) Ce, Pa | +Y5)c /4 are the analogs of the 
first and third Euler load for a simply are) Een The constraint of the 
floor requires 9, = 0 and 6, + 9, > 0, or in terms of g, and g;: 


wet; (8a) 


Pa Qi Pad = 0: (8b) 


We note that at the origin grad V = (P,, — B,) is a vector perpendicular to the 
line By 41 — Pa 92 = 0 and pointing into the half plane defined by (8b). Hence, 
if one moves away from the origin in a direction such that B, dq, — Pa dq. > 0, 
that is, so the load Q is raised off the floor, the potential energy increases 
regardless of the magnitude of P. On the other hand, if one moves away from 
the origin along the constraint line f; 41 — Bz go = 0, then 


av = ung Hi (3+/5) [Fe = Ee Wire 

Thus, if P< P¥ = 25c/4 L, the potential energy along the constraint line 

increases, but if P > P# it decreases. However, it is easily verified that P¥ is 

just the load that holds the model in equilibrium with the center link on the 
loor and the side links off the floor. That is, P¥ is the analog of the Euler load 
„ for the hinged, built-in column. 


% \ B, aß, 9,=0 


en 


V=0 9 


(p<p) 


q, +9,=0 


V= vA 
(p>p})  (pf<p<p}) 


Figure 8 
Geometry of the potential energy. 


Figure 7 
Finite-degree-of-freedom model. 
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Geometrically, the situation is as shown in Figure 7. The constraint con- 
dition is satisfied in the closed region which is bounded by the lines 6,9, —/2q.=90 
and g, + 9, = 0 (to the right of the shaded area in Figure 8). The level lines 
V = constant are conic sections in the g,, 9, plane. As P increases, the V = 0 
level line is first an ellipse, then a hyperbola, and finally an ellipse again. For 
P < P¥, the V = 0 line through the origin lies entirely outside of the region 
satisfying the constraints; for P > P¥ it is partly inside this region. 

Further, it is readily seen that the above conclusions remain the same if 
one considers arbitrary deflections satisfying the constraints, rather than 
symmetric ones. Hence, by the energy criterion, as well as by the ‘neighboring 
equilibrium’ criterion, one would conclude that the critical load is raised to 
P* by the presence of ©. Likewise, if one assigns a mass m to each rigid bar and 
assumes conservative impacts with the floor, the total energy of the model is 
conserved. If P < P* and the initial deflections and velocities are sufficiently 
small, the kinetic energy is a positive definite function of g,, g, and the potential 
energy is a positive definite function of g,, 95. By the classical kinetic stability 
criterion, the critical load is thus also P = P%. 

In the case of the continuous beam, we may proced in an exactly analogous 
way. We write y(x) in a set of normal coordinates qj, 9, -..: 


Le] 
® NUN 
y(x) = 2 In ee 
n=1 


The potential energy of the system is then 


y= Ser Er). 


n=1 


At the origin in the (q, 95, ...) space (straight configuration) 


a OEL = ae ff i 
aV = D À dq, sin (=) 2 (9) 
The constraint at midspan yields 
= 6 N IT 
JG, sin = = Oe 10 
desi (7) (10) 


Again, consider first moving from the origin in the (g, 9,, ...) space in a direc- 
tion that lifts the load Q off the floor. In this case, the inequality sign in (10) 
holds and by (9) dV > 0. Next, consider the case where Q remains touching the 
floor. By expanding in the eigenfunctions for a hinged, built-in column, it is 
easy to show that dV > 0 for P below P, (the Euler load for a hinged, built-in 
column), and dV < 0 if P> P,. Hence, by the classical ‘neighboring equili- | 
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brium’ and energy criteria the critical load is P,. Likewise, it is readily seen 
that under a sufficiently small disturbance and with conservative impacts, 
oscillations near the straight configuration will remain bounded and small, 
and by the classical kinetic criterion the critical load is P, as well. 

Thus, the classical criteria all agree and, as mentioned at the outset, give 
a result which is physically unsatisfactory. How then is the critical load to be 
defined ? From Figures 5 or 6, we see that for an above-the-floor deflection to 
stat all) P must exceed 2... One can thus be safe if PP... However, 
except for very large Q, P.,;, is close to the Euler load P, for a hinged bar, and 
is a very conservative criterion. 

For sufficiently small Q and large P, the elementary theory is statically 
adequate for the lower branches of the y(Z) curves in Figure 6, and we may 
investigate the local stability of these configurations by elementary means. 
Such an investigation by the classical methods shows that these configurations 


are locally unstable for P > P,. Thus, in this range of P and Q, we have a 
continuous elastic system that is the analog of a particle which is at the bottom 
of a potential hill, but which is constrained so that it may only move uphill 


(Fig. 9). Under a sufficiently large disturbance, the particle may acquire enough 
energy to go over the top of the hill. For example, from Figure 6 we see that for 


Q = 0-01 and P = 5 the central deflections of the lower branch, locally unstable 
configuration is y(L) x 0-008 L. Hence, for a disturbance of this order of 
magnitude, there is a danger that the beam will snap through the locally 
unstable equilibrium configuration to a large deflection. Further, from Figure 6 
we see that the magnitude of the disturbance required to send the rod into a 
large deflection configuration is arbitrarily small for arbitrarily small Q. In 
terms of the particle analogy, the height / of the hill decreases with decreasing 
Q. Thus, for small Q, one cannot conclude that the critical load is raised to Py, 
nless the expected disturbance is correspondingly small. 


1 Q 
Figure 9 


Single particle analog. 


Likewise as Q is increased for fixed P, the height h of the hill increases. 
Thus, the load Q does in fact have a stabilizing effect. However, it is somewhat 
misleading to say that the effect is simply to raise the critical load as it is 
classically defined. Indeed, we see that a meaningful definition of the critical 
load P in this case must depend not only on the magnitude of Q but on the 
magnitude of the expected disturbance as well. 
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Zusammenfassung 


Das Problem eines horizontalen, gelenkig gelagerten Stabes mit Vertikalkraft Q 
am Mittelpunkt und mit axialer Durchlast P wird behandelt. Eine Durchbiegung 
infolge Q wird jedoch durch eine Bodenebene verhindert. Die gekrümmten Formen 
des Stabes werden durch die lineare Stabtheorie und durch die Theorie der Elastika 
bestimmt. Die letztere ergibt eine Vergabelung der Gleichgewichtslagen, die in der 
linearen Theorie nicht erscheint. Schliesslich wird die Stabilität des geraden Stabes 
behandelt. Das kinetische Kriterium, das Energiekriterium und das klassische, auf 
nichttrivialen benachbarten Gleichgewichtslagen sich beziehende Kriterium werden 
alle in Betracht gezogen. Alle zeigen, dass eine beliebig kleine Vertikalkraft Q die 
kritische Durchlast P um mehr als das Achtfache erhöht. Das heisst, P geht von 
der Knicklast für den gelenkig gelagerten Stab über auf die Knicklast für den 
halblangen, einerseits eingebauten ‘Stab. Es wird gezeigt, dass die klassischen 
Kriterien in diesem Falle irreführend sind. Nicht nur die Grösse von Q, sondern 
auch die der erwarteten Störung muss berücksichtigt werden. 
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On the Steady Flow of a Viscous Fluid Past a Sphere 
at Small Reynolds Numbers Using Oseen’s Approximation 


By PRABHU L. BHATNAGAR!) and PURUSHATTAM D. VERMA), 
Bangalore, India 


1. Introduction 


The first solutions of the linearized Navier-Stokes equation, which ignored 
the inertia terms for the problem of axi-symmetric flow round spheres, were 
given by STokes (1851) [1]?). Oszen (1910) [2] took the inertia terms into 
account to a limited extent by assuming that the sphere caused a small pertur- 
bation in the uniform parallel flow and neglected second order perturbation 
velocities. GOLDSTEIN (1929) [3] solved OsEEN’s equations exactly to find a 
series relationship between drag coefficient and Reynolds number R, which 
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compares favourably with experimental results for R < 2, but the predicted 
drag is about 10% higher than the experimental value at R=5. He dit not 
obtain an expression for the stream function from which it would be possible 
to plot the flow pattern. ToMoTIKA and Aor (1950) [4] discussed the steady 
flow past a sphere at low Reynolds number according to OSEEN’Sapproximation. 
They discussed the flow patterns around a sphere by considering the flow at 
R=2aU/v=1, where U is the velocity of the undisturbed stream, a is the 
radius of the sphere and » is the kinematic viscosity and discovered the presence 
of a stationary vortex-ring behind the sphere. PEARCEY and Mc Hucu (1955) [7] 
carried out the computations for the velocities at Reynolds numbers 1, 4 and 
10. The conclusion of their study is that there is rudimentary evidence of a 
wake at Reynolds numbers even as low as 1, and a wake is definitely present 
at Reynolds numbers of 4 and 10. They found themselves in disagreement with 
TomorTiKA and Aor, as they did not find a stationary vortex-ring behind the 
sphere; from their diagrams there were only the barest of hints that it would 
ultimately appear. They drew the non-dimensional graph of fluid velocity in 
radial and angular directions. Since they did not find the stream function they 
could not present the streamline patterns. Their calculations are based on the 
analytic expressions obtained by GOLDSTEIN. 

A finite difference method was used by KAwacut1 (1950) [5] to solve the 
Navier-Stokes equation for the flow round spheres at R = 20. He found that 
reversal of flow does not occur on the surface, so that a standing vortex ring 
does not appear for R = 20. This method is extremely laborious but has been 
replaced by LisTER (1953) [6] by a relaxation method to compute the flow 
round spheres at R = 0, 1, 10 and 20. Recently JENSON (1959) [8] has applied 
this method to spheres at À = 5, 10, 20 and 40 using a different coordinate 

stem. He has discussed the phenomenon of separation of the forward flow 
antl development of a circulating wake. He reported the first formation of a 
wake at À = 17. 
t is of interest to examine at what stage of increasing Reynolds number 
rly defined wake gets established and to see if the vortex is present. The 
n\object of the present paper lies in determining the correct general express- 
ion for\the Stokes type stream function for the purpose of computing the flow 
patterns around the sphere. For convenience the essential parts of GOLDSTEIN’S 
analysis necessary for our investigation are first reproduced as briefly as pos- 
sible and then the expression for the Stokes stream function will be obtained. 
The detailed computations have been carried out for the flow pattern around 
a uniformly translated sphere at Reynolds numbers, 1, 4 and 10. This choice 
of Reynolds numbers is made in order to compare the results obtained pre- 
viously by the different authors and to use the values of the coefficients A, 
and B, already obtained precisely by PEArcEY and McHucu on IBM type 
punch-card machines using GOLDSTEIN’S analytical expressions. 
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We find that the disagreement of PEARCEY and McHucu with TOMOTIKA 
and Aot is probably not due to the truncation of the series at n = 1 but may 
be due to the incorrect Stokes stream functions obtained by TOMOTIKA and Aol 
by integrating only the radial component of velocity. This expression for the 
stream function does not satisfy the angular component of the velocity. A 
general expression for the Stokes stream function has been obtained and on 
detailed computation it has been found that there is no separation of the flow 
at R=1 and R — 4, while at R = 10 the flow is separated and the vortices 
are attached. It is expected that these vortices will be detached as the Reynolds 
number increases. 


2. The General Expression for the Stokes Stream Function 


Let ox, oy, oz be rectangular coordinate axes having the origin O at the 
centre of the sphere which is at rest in a steadily running stream of 
incompressible viscous fluid of infinite extent. We assume that the fluid at 
infinity flows with constant velocity U in the positive direction of the axis of x. 
Then the components of fluid velocity at any point may be written as U + u, v, 
w where u, v, w are the components of the velocity of perturbation produced 
by the obstacle which become vanishingly small everywhere at a great distance 
from the body. In the absence of external forces the Navier-Stokes equations 
of motion are 


dq 72 ù 7 
nt Va QUES Nr 


q is the velocity vector with components u, v, w. Neglecting the inertia term 
we get the linearized equations of motion of OSEEN: 


oq => 
zuge, (1) 
with this we combine the equation of continuity 
Ved Un (2) 


Let us write U = 2 ky, and it is found that OsEEN’s hydrodynamical equations 
are satisfied by 
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and ob 
Rn (+) 
provided that 
Ox 
V24 —2k = 0 (5) 
and 
V0 = 0. (6) 


Introducing the spherical polar coordinates (r, 0, w), the appropriate 
general solution of equation (5) for the case of sphere of radius a, is given by 


Zire >, Bye) Pe) (7) 
n=0 
where the B,,’s are constants of integration and 


E— BY, EU Co, 
and 


wale) = (20 +1) (FE) Kun); Ö 


where K,,, 4/2 (£) denotes the modified Bessel function and P,(u) denotes the 
Legendre function. 
The general solution of equation (6) is given by 


-uy4 un, (9) 


n=0 


where the A’,’s are constants of integration. 


96 1 Ox 


a aml 
_ sind {dd Loy | 
“PAT lou 2K du THT ve) 


and v,, ie 


In order to compute the flow patterns around the sphere we shall now find 
the general expression for the stream function y which is connected with the 
components of velocity by the relations, 


1, a 
i a: 
and 
N 12 
Lo y sin0 or’ (12) 


where y is the Stokes stream function. 
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Substituting for the components of velocity v, and vg from (10) and sub- 
sequently the values of y and ¢ from (7) and (9), we have 


co 
oy __ pr Yt An (mA) A” Pau) 
ON 


IE Bu, (13) 


n=O 


and 
0 = 2 An, IKE Ian (a) 
in Shi" aS en+1 
U sin? 0 Te = , 
Zi oye e Pre {P, (u) a E P,(u)} als) 2 (14) 
Now, 
A! ow Ow E 
to an du + dé de. (15) 


Substituting the corresponding expressions for dw/du and dy/dé from (13) and 
(14) in (15) and integrating, we find the general expression for w: 


Cr (n+ 1) 4, 
p= DEEE (Plu) — Posi} 
n=0 
Un | a ‚ey > nr 
do 70 a3 rp) to, te 
n—0 


where c is a constant of integration and ¢’s are given by the following set of 


equations a BEN 
da = I; [But - ED a], 

— u) bn, 2() + dun) = fe : : el pe | Pall), 

Ba a Pf A 

BE EE HA] 


OC UG ee Cu TEN Tay tik Oro 
S200 ASS, wii ei 18) 16: Se TOTO, as jee Leu Le, fn ai ann) Ge" tue, ala Je" nie leihw) ne els le eue ey etre ae 


Um) bao) + (= 1) ¢, ala) = [eat Pale) al 


Vu ene" n! Qn 


1 Bl) — 2 4 Pla) . (17) | 


n! Qn 
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The constant of integration c, can be evaluated if we denote by y = 0 the 
particular stream line which coincides with the axis of symmetry u= + 1. 
The corresponding stream function for the steady flow past a fixed sphere 
in an infinitely extended fluid can easily be obtained by adding to the right- 
hand side the stream function for the uniform flow, which is given by 
y= À Ur sin20 ; 


2 


1 Pd 2 
ie Ur? (1 — y). 
Thus, the required general expression for the stream function is 


‘ner A ry (n+ 1) A, 
pa ZUR wt UD ya) Prat} 


n=0 (2 oe 
Ux 2 „-E(1-u) = 2 N 1 B = A) 18 
DUT = pre il ga ) n ar er 40 (18) 
n=0 r=0 


If we write w, = yJU a*, 7, = rla, and Ë = Rr,/4, the general expression for 
the non-dimensional stream function y, becomes 


i pr = ; 
Den Be) = Bl) 
+ lies? = = Dn,r(ut) 
= = (1 — 2) e (R/4) 7 (1 pene n +1) B, px (R | +e, (19) 


n=O \r = 0 


where the Reynolds number R = U d/y is determined by 


( 


É=ka= TR. (20) 


3. The Coefficients À, and B, 
The ee conditions are 
v,=—Ucos@, and v,=Usin®, at r=a. 


On applying the boundary conditions we get the Goldstein equations for 
finding the coefficients A, and B,: 


(+ Ad LL NBA) PamlEo) — Am) PamlE)} 
m=0 
| =1 «(n= 1) 


(21) 
[MC 027370) 


, 
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and 


= z ; > B ES > Es m(So) Ta Xm(&0) D, (Ed) 


| 1 (n=1) 
= (22) 
| 0: (2,08, Me) 
Eliminating A’’s from equations (21) and (22), we have 
© | =6 (n=1) 

54 ioe An, alco) — ) (23) 

m —0 | O (n > 1) 
where 
An, m(So) = Xm(Eo) Pn, m(&o) EZ Xm(&o) Pnm(S0) 

rer = ENDE Ce DR (24) 
0 


The detailed computations are carried out by PEARCEY and McHuc# for 
determining the values of A, and B, on IBM-type punch card machines for 
R= 1, 4 and 10. They retained 10 significant figures, and extending to = 8, 
m = 7 tor R=1,ton=9, m= 8 for R = 4, and to n = 10, m = 9 in the case 
R= 10. The values of A, and B, obtained by them are used with necessary 


modifications in the computation of the flow patterns for the Reynolds num- 
bers 1, 4 and 10. 


Table 2. Values of y 


5 a 1:02 1:04 1:06 1:08 1:10 1:20 

GS © + 2.94996 | + 2.96694 
0:6 +2.13874 | 22.215837 
0-7 +1-20913 | +1-22909 
0:8 +0:81875 | +0:81986 | +0-82129 | +0-82296 | +0-82710 | +0-83925 
0-82 +0:74027 | +0:74128 | +0-74256 | +0-74412 | +0-74788 | +0-75890 
0-84 +0:66104 | +0:66192 | +0-66305 | +0-66444 | +0-66785 | +0-67777 
0:86 +0-58101 | +0-58180 | +0:58280 | +0-58404 | +0:58709 | +0:59584 
0-88 +0:50026 | +0-50093 | +0-50181 | +0-50286 | +0-50552 | +0-51310 
0-90 +0-41907 | +0-41963 | +0-42035 | +0-42123 | +0-42320 | +0-42956 
0-92 +0:33676 | +0:33823 | +0:33782 | +0-33852 | +9-34014 | +0-34526 
0-94 +0:25372 | +0-25406 | +0:25448 | +0-25506 | +0-25626 | +0-26012 
0:96 +0:16992 | +0:17009 | +0-17041 | +0-17077 | +0:17161 | +0-17421 
0-98 +0:08528 | +0-08549 | +0-08558 | +0-08583 | +0-08619 | +0-08748 
0-99 +0:04274 | +0-04280 | +0:04288 | +0-04299 | +0-04302 | +0-04378 
0-995 +0:02251 | +0-02256 | +0-02259 | +0-02264 | +0-02296 | +0-02306 
0-999 +0:00542 | +0-00542 | +0-00542 | +0-00542 | +0-00544 | +0-00551 
0-9995 +0:00270 | +0-00270 | +0-00270 | +0-00270 | +0-00270 | +0-00275 
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4. Computation of the Flow Patterns 


353 


Keeping in view the aim of the present investigation, detailed numerical 
calculations have been carried out using the general expression of Stokes 
stream function (19) in the range u=1to u=05 and 7 = 1 to 7, =2 for 
R= 1, 4 and 10. The tables of results (2 to 4) give the values of y to five 
decimal places. They have been rounded off to two decimal places and plotted 
on a graph. Finally the contours of equal values of y are drawn. 


Table 1 


Values of the coefficients A, and Be OR, Arad 


1 


n A z 


B 


n 


4 


A 


n 


B 


n 


B 


n 


0 + 3-52627 
+0-45078 
+ 0-00222 
— 0:00002 


+ 0:29563 
— 0-00504 
+ 0-00002 
— 0:03712 x 10 


+1-21748 
+ 0-37926 
+0-01519 
— 0-00132 
+ 0-00009 


+ 2:77817 
— 0-45035 
+ 0-02555 
— 0:00007 
+ 0-00001 


+ 0:71690 
+ 0-32761 
+ 0:03363 
— 0:00402 
+ 0:00022 
— 0:00001 


+ 6405506 
— 28-48695 
+ 9-49657 
= 0.859221 
+ 0-07154. 
— 0:00396 | 
+ 0-00016 


+ 2-99752 
+ 2-18941 
+ 1:25805 
+ 0-86134 
+ 0:77898 
+ 0-69578 
+ 0-61173 
+ 0-52685 
+ 0-44116 
+ 0:35459 
+ 0-26717 
+0-17898 
+ 0:08986 
+ 0:04489 
+ 0-02363 
- | + 0:00562 
+ 0:00284 


+ 0:88560 
+ 0:80104 
+ 0°71554 
+ 0-62920 
+ 0:54196 
+ 0-45385 
+ 9-36482 
+ 0:27494 
+ 0-18418 
+ 0-09247 
+ 0:04630 
+ 0:02433 
+.0:00577 
+.0:00288 


1:50 


1:60 


1.70 


1:80 


1:90 


2:00 


+ 3-09512 
+ 2:28214 
+ 1:34006 
+ 0-91883 
+ 0-83120 
+ 0-74263 
+ 0-65311 
+ 0:56265 
+ 0-47123 
+ 0:37888 
+ 0:28559 
+0-19132 
+ 0:09620 
+ 0:04801 
+0-02519 
+ 0:00594 
+ 0:00294 


+ 3:16051 
+ 2:34247 
+ 1-39209 
+ 0-95345 
+ 086270 
+ 0:77088 
+ 0-67804 
+0-58421 
+ 0-48937 
+ 0:39353 
+ 0:29667 
+ 0-19877 
+ 0-09994 
+ 0:04999 
+ 0-02617 
+ 0-00614 
+ 0:00306 


+ 3:23624 
+ 2-41149 
+1-45092 
+ 0-99471 
+ 0:90180 
+ 0-80598 
+ 0:70908 
+ 0-61103 
+ 0-51197 
+ 0-41174 
+ 0:31047 
+ 0:20803 
+0-10458 
+ 0-05224 
+ 0:02732 
+ 0:00637 
+ 0-00321 


1332183 
+ 2:48884 
+1-51633 
+ 1-04058 
+ 0:94183 
+ 0-84190 
+ 0:74078 
+ 0:63849 
+ 0:53500 
+ 0:43036 
+ 0:32455 
+0:21757 
+ 0-10934 
+ 0:05474 
+ 0:02855 
+ 0:00662 
+ 0-00330 


+3-41699 
+ 2-57422 
+1:58807 
+ 1:09265 
+0:98917 
+ 0:88438 
+0:77831 
+ 0:67097 
+ 0:56233 
+ 0:45241 
+ 0:34123 
+ 0:22869 
+ 0-11498 
+ 0:05747 
+ 0:02994 
+ 0:00689 
+ 0:00342 


23202101] 
+ 2:66752 
+ 1:66603 
+ 1:14549 
103719 
+ 0:92746 
+ 0:81638 
+ 0-70387 
+ 0:59000 
+0-47473 
+ 0:35814 
+ 0:24011 
+ 0:12069 
+ 0:06045 
+ 0:03142 
+ 0:00719 
+ 0:00359 
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Table 3. Values of y 
N Gi | 1-02 1-04 | 1:06 | 1-08 | 1-10 | 1:20 
0-5 +1-07049 +1-10561 
0-6 0-88085 0-91132 
0:7 0-68113 0:70587 
0-8 + 0:45559 + 0:45789 + 0:46040 + 0-46314 0:46786 0:48401 
0-82 0-41167 0-41384 0-41609 0-41863 0-42301 0-43778 
0-84 0:36738 0:36929 0-37141 0-37368 0-37760 0-39099 
0:86 0:32258 0-32431 0-32618 0-32832 0-33180 0-34370 
0:88 0-27733 0-27887 0:28056 0-28235 0-28555 0:-29598 
0:90 0-23174 0:23318 0-23456 0-23621 0-23873 0:24767 
0-92 0-18591 0-18697 0-18829 0-18950 0-19176 0-19880 
0:94 0-13971 0:14067 0:14166 0:14245 0-14414 0-14978 
0:96 0-09350 0:09391 0:09475 0-09522 0-09653 0:10011 
0-98 0:04674 0-04737 0:04723 0-04787 0:04796 0:05061 
0-99 0-02424 0-02455 0-02488 0-02521 0-02554 0-02584 
0-995 + 0-01053 + 0-01063 +0-01069 +0-01079 | + 0-01090 + 0-01141 
Table 4. Values of y 
a Gi | 1-02 | 1-04 | 1-06 | 1-08 | 1:10 1-20 
0-5 — 0:55939 — 0:47958 
0-6 —0-71008 — 0:63509 
0-7 —0-81539 | —0-75187 
0-8 — 0:84987 — 0:84006 — 0:83013 — 0:82088 — 0:80965 — 0:76748 
0:82 — 0:82392 — 0:81524 — 0:80635 — 0:79767 — 0:78762 — 0:75031 
0-84 — 0:78817 — 0:78012 — 0:77233 — 0:76473 — 0:75591 — 0:72309 
0-86 — 0:74147 — 0:73463 — 0:72801 — 0:72155 — 0:71404 — 0:68566 
0:88 — 0:68356 — 0:67795 — 0:67254 — 0:66728 — 0-66112 — 0:63791 
0:90 — 0-61112 — 0:60670 — 0-60246 — 0:59831 — 0:59347 — 0:57501 
0-92 — 0:52471 — 0:52133 — 0-51809 — 0:51492 — 0-51117 — 0:49831 
0-94 — 0:43499 — 0:41783 — 0:41781 — 0-41508 — 0:41195 — 0:40336 
0-96 — 0:29980 — 0:29839 — 0:29710 — 0:29579 — 0:29426 — 0:28919 
0:98 — 0:16506 — 0:16445 — 0:16391 — 0:16340 — 0:16272 — 0:16067 
0-99 — 0:07559 — 0:07535 — 0:07514 — 0:07490 — 0:07473 — 0:07366 
0:995 — 0:05849 — 0:05797 — 0:05746 — 0:05695 — 0:05648 — 0-05406 


5. Discussion 


The streamlines are sketched in Figures 1 to 3 for R=1, 4 and 10. The 


most striking feature of these patterns of flow is that at R=1 and 4, there 
is no separation of the flow. The flow is approximately symmetrical. The 
streamlines show the change in flow pattern with increasing Reynolds number. 
The actual changes in appearance are very slight. This is in disagreement with 
the results reported by Tomorika and Aor (1950) [4]. PEARcEY and McHucu 
(1955) [7] reported a strongly marked wake even at the lowest Reynolds 
number, namely R= 1. The stream lines in Figure 3 shows a separation of the 
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for R = 4 
1:30 1-40 1-50 1:60 1:70 1:80 1:90 2-00 
+ 1-15356| +1-21347| +1-28461 | + 1-36646 | + 1-45857| + 1-56063 | + 1-67233 | + 1-79349 
0-95232 1:00308 1:06316 MSA 1-20960 1:29541 1:38934| 1-49114 
0-73855 0-77857 0-82582 0-87982 0-94051 1-00768 1:08117| 1-16076 
0-50887 0-53523 0-56991 0-60565 0-64777 0-69424 0-74688] 0-80015 
0-46049 0-48448 0-51596 0-54843 0-58817 0-62862 0-67638| 0-72461 
0-41151 0-43298 0-46129 0-49032 0-52589 0-56213 0-60486 | 0-64795 
0-36191 0-38083 0-40584 0-43148 0-46282 0-49476 0:53238| 0-57031 
0-31165 0-32817 0-34973 0-37188 0-39890 0-42641 0-45886 | 0-49171 
0-26097 0-27473 0-29289 0-31156 0-33418 0-35740 0:38451| 0-41197 
0-20975 0-22086 0-23558 0-25056 0-26886 0:28737 0:30936| 0-33130 
0-15803 0-16653 0-17762 0-18889 0-20268 0-21662 0:23301| 0:24981 
0-10583 (EE 0-11891 0-12625 0-13568 0-14521 0:15637| 0-16725 
0-05336 0-05620 0-05989 0-06367 0-06826 0-07291 0:07842| 0:08394 
0-02794 0-02867 0-03123 0-03245 0-03546 0-03713 0:04058 | 0-04268 
+ 0:01209 | + 0:01286 | + 0-01375| + 0-01478| + 0:01588 | + 0:01714 | + 0:01845 | + 0-01993 
for RR = 10 
1:30 1:40 1:50 1-60 1-70 1:80 1:90 2-00 
— 0:39603 | — 0:30716 | — 0-21162 | — 0-10887 | + 0-00154 | + 0:12001 | +0-24661 | + 0-38134 
— 0:55920 | — 0-48055 | — 0:39748 | — 0-30865 | — 0:21502 | — 0:11480 | — 0:00789 | — 0:10553 
— 0-68947 | — 0:62595 | — 0:56040 | — 0-49143 | — 0-41831 | — 0-34075 | — 0:25838 | — 0-17121 
— 0:72320 | — 0-68327 | — 0-63874| — 0-59594 | — 0-54937 | — 0-49979 | — 0-44497 | — 0:39065 
— 0-71088 | — 0-67543 | — 0-63632 | — 0-59861 | — 0-55581 | — 0-51401 | — 0-46634 | — 0-41832 
— 0:68940 | — 0:65855 | — 0-62512 | — 0-59269 | — 0-55557 | — 0-52013 | — 0-47842 | — 0-43781 
— 0-65726 | — 0-63190 | — 0-60347 | — 0-57644 | — 0-54512 | — 0:51531 | — 0-48057 | — 0-44685 
— 0-61363 — 0-57030 | — 0-54872 | — 0-52435 | — 0-49891 | — 0-47135 | — 0-44349 
— 055667 — 0:52315 | — 0-50679 | — 0-48660 | — 0:46763 | — 0-44587 | — 0-42497 
— 0-48556 — 0:45998 | — 0-44819 | — 0-43459 | — 0:42207 | — 0-40522 | — 0-38907 
— 0:39486 — 0:37804 | — 0:36896| — 0-36146 | — 0:35186 | — 0-34357 | — 0:33286 
— 0:28405 — 0:27542 | — 0:27149| — 0-26654 | — 0:26204 | — 0-25627 | — 0-25084 
— 0:15861 — 015552 | — 0:15416 | — 0:15235 | — 0:15074 | — 0:14856 | — 0:14660 
— 0:07304 — 0-07171 | — 0:07129 | — 0-07065 | — 0-06994 | — 0-06917 | — 0:06830 
— 0:05172 \| — 0-04720 | — 0:04496 | — 0:04272 | — 0:04042 | — 0-03810 | — 0:03572 


flow at R= 10 and the presence of attached vortices. The most reliable 
experimental value for the separation of the flow is R = 14 as given by GARNER, 
Jenson and KEEY (1959) [9]. It is expected that the vortex will gain strength 
as the Reynolds number increases and finally it will get detached. JENSON (1959) 
[8] obtained the separation of the flow at R = 17, by a relaxation process for 
flow past a sphere within a pipe. However, the present investigation predicts 
the existence of the separation of flow even at R= 10. Critical Reynolds 
numbers for the separation of flow and for the vortices which become detached 


are under investigation. 
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Figure 1 


Calculated stream-lines past a sphere at R=1. 


Flow —— 10 12 


Figure 2 
Calculated stream-lines past a sphere at R= 4. 
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Flow —— ie er 
Figure 3 
Calculated stream-lines past a sphere at R=10. 
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Sommaire 


On a obtenu une expression générale pour la fonction de courant de STOKES 
pour l’&coulement d’un liquide visqueux autour d'une sphère. Les lignes de courant 
ont été tracés pour les nombres de REYNoLDs = 1, 4 et 10. Le decollement du 
courant fluide n’a pas lieu pour les N. R. = 1 et 4, tandis que pour le N. R. = 10 
les tourbillons attachés se forment dans le sillage. 


(Received: December 27, 1960.) 
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Shear Waves in a Semi-infinite Visco-Elastic Medium due to a 
Sudden Twist Applied at a Point on the Plane Boundary 


By SuBHENDU K. Datta, Calcutta, India!) 


In this paper, the shear waves produced by a sudden twist applied at a point : 
on the plane boundary of a semi-infinite visco-elastic medium at ¢ = 0 have been 
studied. The expressions for the displacement on the plane boundary for both small 
and large distances from the centre of disturbance have been obtained. The medium 
is supposed to be isotropic and of the Kelvin type. 


Introduction 


Recently several authors have attempted to explain certain seismic observations 
on the supposition that the material constituting our earth is visco-elastic and of 
the Kelvin type (i.e. the mechanical model is a spring and dash-pot arranged in. 
parallel). In a previous paper the present author has studied the shear waves due 
to a torque which is an exponential function of time and which is applied on the 
circumference of a circle on the plane boundary of a semi-infinite visco-elastic : 
medium of the Kelvin type. Here the problem when the torque is suddenly applied 
at a point of the plane boundary at the time t = 0 has been solved. Results have‘ 
been obtained in parabolic cylinder functions and at large distances, in terms of 


Hermite Polynomials based on e~*/?, In obtaining these results the method of 
COLLINS (1960)?) has been followed. 


1) The Calcutta Technical School. 
*) See the References, page 563. 
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Equations and solution 


We choose cylindrical polar coordinates (r, 0, z) with the z-axis directed into 
the interior of the medium, the plane boundary being z = 0, with its origin at the 
centre of disturbance. Then the relevant nonvanishing stress components are 


RO, ou 0 du u 
Cp (u ru +) ss Go — (x Tu a (Se = +), 


Ts 


where y, u’ are constants and u; is the circumferential component of the displace- 
ment vector. Thus #3 will satisfy the differential equation 


1 0 | (ws 1 ou U6 du 1 Op 
ale: Den | 


GE y OY 7e Oz? 


fe @ 


where o is the density of the medium. 

Let us first suppose that the torque of moment N is applied on the circum- 
ference of the circle y = a and then making a tend to zero we shall obtain the 
solution when the torque is applied at the origin v = 0. 

The boundary conditions are 


Te; = — P Oy — a) Ot), z=0 (2) 
en 0 Z=00,t = 0 
} 
where 
4 3 N 
_ 2na? 
Further, ; 
u 
DRE a ee 


Here 6(z) is the Dirac 6-function. Following CorLıns (1960) we define the two-sided 


Laplace transform 
oe) 


jis) = Jet 10 at, 


and henceforth shall use the notation 
fis) =) » =). 


to denote the transform and its inverse. This modified Laplace transform of (1) and 


(2) gives ; u 
s | (9°%o 1 0% Up = T2 : 

(1 u =) | Or? alpen a aA C2 u, 2, S) » (3) 

7.2 ae u | (4) 


Using the Hankel transform defined by 


oo 


ug(x, 2, t) au uo(r, 2, t) Jr(% 7) dr, (5) 


0 
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(3) and (4) give 


deüg(x, 2, S) [oy eee an; 6 

a | a (1 + s/@p) J u : (6) 

70,25) 2 | 7 her) (ea) dy, 2200 | (7) 

| 
= 0, Z=O, 
where 
= Tite 2,8) = (1+ +) ee (8) 
a” wo) 02 Ar 


Solving (6) and using (5), (7), (8) we get 


I2@ Ji(x a) aß ar 
um (1+s/o,) {x? + s2/c? (1 + s/m.)}? | 


HACE &y 8) = 


(9) 
< exp es (2 = I a | 
N "+ soy) À 
On inverting (9) we shall obtain at the limit 
= Ns G (1 + s/@,)1? 
ILE 0 — N 120 
ee nn Bells, E | ov | io 
ae | 
NG ETE segs? Ii 
Writing 
Lt us(r, 0, 2) = u(y, 0, t) and u(r, 0, t) = u(r, 0, s) 
a—>0 
we have 
u (v, 0, #) = Ns [ia ie, | 
7 7 Anucr (1+ s/a,)3? SY | | A 
il 
crap 
EU et + LUE 


Replacing 7 w/c by € and s by s a, 


1 2 
ag th a) = eS [atte tra let 


Wo Wo Ay ate fl) CF E 


ai FT (i+ s) ja) 
Again replacing s by s—1, 


t N ay 1 
== EE 0 = = = 9 
u(y, 0, | BI à E 1/2 | sol Ss 2) exp { Els! 12 SS à 


Es— . 
We now expand e°° "" in the form 


oo 
n 
E s—1/2 
CE ) us sni2 , 
n! 


and obtain 


a Nite s—n/2 
ur, 0, 2/o,) QUE Ve a 2 (s —1/2 as = gah son) En M (13) | 
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Inverting the right hand expression of (13) term by term (which is valid in the 
present case) (VAN DER PAL and BREMMER, 1950) 


f É N 3 > En( ? tna e l8t 
4 yt -LES Se ae 0 Ss =) 
u(r, = 7) Oa ee an TENTE 
on nude hot n! (rt) 


where H(t) is the step function defined by 
H(t)=1, t>0 
ZA EN) 


and D_,,(z) is the Weber parabolic cylinder function of negative integral order — n. 
Replacing # by w,¢ and writing T = w t, we get finally 


Nob rE" (2 Terre 7 FBT 
Ce) = £ = 
ur, ‚2) AnucE n! (x T)i2 | 
14 
ae 7 70 (—— H(T) z 
&g ? —n y2 = E nr —L Var = FT) . 


> This expression (14) is rapidly convergent for small values of € and vanishes 
when T — 0. Moreover it increases for some values of T > 0 and then decreases 
to zero when 7 = co. 
We now attempt to obtain the asymptotic series for u(r, 0, é) when both ¢ and r 
are large. To do this wo use the fact that the inversion of the image when s > 0 
gives the expression for u(y, 0, t) for ¢ tending to infinity. Replacing s by s «in (12), 
we obtain 


112 


/ t a NING SG Ge 


1 
ee (a). = ee 
ufr, 5 ee: 


il € , 
ß sa) + — Sah el e=saxslA+æs) 
Oo & Dy & & 


É (15) 


where we shall take « to be equal to V2/E. To get the asymptotic expansion we shall 
assume s to be small so that |«s | < 1. Then, 


1 = i's : (2n — 2)! 
(Ltasy@a1— J sat an (sot, ae CON qe 1) 
Therefore, 

ES . = 2 3 
= — afs+s®?—-2uas®) a (as) = —axEs+s?*—2as?S (17) 
eas 2° 


oo 
writing S = J'a,(a s)"-®. Using (17) in (15) 


n=3 


t ) ; N oda | aS 1 ul | pres eee eal 


u(r, 0, “OA 4nuc£ (las) 2 + E JS jp SS CS 


Wy & 
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Again replacing ¢t by {+ £a, we obtain 


u(y, 0, re =) — er E as p(s) + + a(s)| 


il + Sat rl oe bee a 


Wo % 4m pore 
where 
p(s) = (1+ as 1—- Sas ooo AR ace 
(Ota 
and 


TET Ss = 14 jen s)=1— 209,0 + 2 mt (a2 s* — a, st)". 


Using now the relations, 


we obtain 
N oi a ed | 
ee Oe > T Pt D) "47 Eu 18 
u(r, 0, t) 4 Te c? E | 5 a” (u) % Q,,(u ( ) 


where u = (T — &)/|/é/2, He,(z) is a Hermite polynomial of order n based on e 
and 
[ee] 


La" Pl) e "= us p(s) (1+ Serra he JE 


ı 


Nur Qui) ee = g(s) (: ne rt) Oe 


0 


It can be shown easily that 


1 
2Yn 
1 u u 
Q,(u) = zn Vx [He 2) +43 Hel) eich 


The right hand side of (18) is appreciable for small values of u i.e. for large values 
of € and T (T being very nearly equal to &). 

In conclusion, I express my thanks to Prof. B. Sen, D. Sc., F.N.I., for his 
kind help in the preparation of this paper. 
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Zusammenfassung 


Es werden die Transversalwellen untersucht, welche in einem viskoelastischen 
Halbraum unter einem plötzlich an der Grenzebene angebrachten Moment ent- 
stehen. Insbesondere werden die Verschiebungen an der Grenzflache für kleine 
und grosse Distanzen vom Störungszentrum angegeben. Das Medium wird als 
isotroper Kelvin-Stoff angenommen. 


(Received: March 15, 1961.) 


Mechanical Dislocations and Steady State Processes 


By Ross M. Evan-IwanowskI, Syracuse, N.Y., USA) 


N. I. MUSKHELISHVILI [1]?) and later H. Porıtsky [2] showed that if the temper- 
ature distribution 7(x, y) in an elastic cylinder (plane strain problem) satisfies the 
Laplace’s equation, AT(x, y) = 0, then the stresses for the auxiliary problem 
(T = 0) are the same as for the original problem (T + 0), (cf. [1], pp. 157-161). Thus, 
it was proved that the steady state of heat flow is a sufficient condition for this 


to be true. 
Below it is demonstrated that the steady state condition is also a necessary 


condition for the auxiliary problem to have the same stresses as the original one. 

The thermal effect (or an equivalent effect, such as Wigner growth effect 
caused by the fast neutron penetrating some materials) results in the following 
stresses (plane strain problem) : 


0 
mau er THAD 42H a | 
(1) 
dv Ou) | Ou Ov 
te: et | 
Dividing this problem into two: auxiliary problem (T = 0) and thermal problem 
(T + 0) we write 


haw eu 5 DEV ur (2) 
where primed variables refer to the auxiliary problem, and the starred variables 


1) Syracuse University, Department of Mechanical Engineering. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 564. 
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refer to the thermal problem. Substituting (2) into (1) results in the following: 


Ou ee Ou’ vu 
0, =À0+2u FA T=10 +2y pi + (2 0* + 2u a DD, | 
Ov , Ou’ DO à 
Are Sue JU EEE (2.0% an or (3) 
Ov’ Ou’ | Ov* | 
"ay À | Ox = Ov ae a OR 


To obtain an auxiliary problem independent of the thermal problem, the following 
must be satisfied : 


Ou* dv* dv* Ou* = 


A? SL un ae »T=0, AO* 2 u a ae ce BE oy 0 (4) 
which leads to 
Out _ Ov* Out On (5) 
Or Oy OY Ox 


These are the Cauchy-Riemann conditions for the analyticity of the function 
o(z) = u* + 3 v*. 
From either (4) and (5) it also follows that 


Ou* Ôv* v 
—— = - = — _ T(x, y). 6 
Ox oy 2. u) (x, y) (6) 


Hence T(x, y) is the real part of an analytical function ®(z), such that 


&(z) = 4* + Dr — Here reg IEC dz » (7) 
Re[®(2)] = T(x, y). (8) 

Moreover 
AR) — Ole (9) 


This completes the proof. 

Because of (7), the displacements of the auxiliary problem for the multiply 
connected regions can be multivalued functions (cf. [1], p. 164). This leads to the 
notion of (mechanical) dislocations [4]. To state it differently: introducing in a 
multiply connected body proper types of mechanical dislocations, one can simulate 
(mechanically) the effects of body forces satisfying (1) and (9). Moreover, the last 
proof indicates that only and only such effects are possible to simulate by (mechani- 
cal) dislocations. The significance of this fact, although a negative one, lies in the 
following. The simulation of the thermal (or similar) effects in the plane theory 
of elasticity by application of dislocations can be utilized for the photoelastic 
methods of stress determination [3]. The above theorem states that only steady 
state effects satisfying (1), can be simulated by the type of dislocations considered 
here, i. e., small rotations and small relative displacements. 
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Zusammenfassung 


Es wird gezeigt, dass in einem elastischen, zylindrischen Körper der stationäre 
Warmefluss (oder ein vergleichbarer physikalischer Prozess) eine hinreichende und 
notwendige Bedingung dafür ist, dass sich die Spannungen aus einem Hilfsproblem 
mit fester Temperatur berechnen lassen. Es folgt daraus, dass sich in der Elastizität 
ebener Probleme nur stationäre Prozesse bei der Anwendung photoelastischer 
Methoden durch mechanische Dislokationen darstellen lassen. 


(Received: April 25, 1961.) 


d 2 
Remarks on the Differential Equation ~ = > 


By J. SIEKMANN, China Lake, California, USA) 


According to a remark by J. v. NEUMANN [1],?) the wellknown Blasius equation 
of order 3 


f"(n) + 2 In) fm) = 0 (1) 
must be reducible to one of first order, because it permits the group of transfor- 
mations 

n>nt+ no, f(y) An). (2) 
Putting , 
df x 
= at eso, Y= —2ty a | 24% — à 3 
= a, a e AO) ; ao Be Sy (3) 
v. NEUMANN obtains the equation 

DE Care?) (4) 

dx a i 
with the initial condition 

y + © aS * > OO. (5) 


This differential equation may be classified as an Abelian differential equation of 
the second kind. By suitable substitution it may be subsumed also in the category 
of the Abel differential equations of the first kind. A formal treatment as an exact 
or total differential equation is possible by means of an Eulerian multiplier. 
In order to study the behavior of the integral curves of the differential equation 
(4), an analog investigation was made by the REAC computer of the U. S. Naval 
Ordnance Test Station, China Lake, California. We note first of all that this first- 


1) U. S. Naval Ordnance Test Station, Research Dpt. 
2) Numbers in brackets refer to References, page 567. 
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order differential equation has singularities at the origin, 1e., x = 0, y = 0; at 
infinity, 1e, #— ©, y— oo; and at the intersections of the straight line 
y + x + 2 = 0 with the straight line 2% — y = 0 and the y-axis # = 0, ï.e., the 
points x = — 2/3, y =— 4/3 and x = 0, y = — 2. As these points are approached 
both numerator and denominator tend towards zero and when the magnitude of 
the output voltage of the amplifiers representing these functions approaches the 
noise level of the amplifiers, the solution becomes meaningless. 


1000 


—1000 : 


XxX —> 


Figure 1 


dy y (x + y + 2) 
x ray) 


Direction field 


The equation was first coded and scaled to yield a solution within the limits 
= 1000 <x < 1000 and — 1000 < y < 1000. Then the programm was rescaled to 
investigate a very small region near the origin: — 2 <x < By PS WN lin 
order to check the accuracy of the solutions, the equation for the isoclines y’ = const 
a AR ges results are given in Figs. 1 and 2. They represent the 

tion fie escribe l i 1 1 
inte Min need one differential equation (4). The isoclines appear as 


I would like to thank very much Mr. A. Moline of the NO : 
Group for providing the programs. : S Analog Computing 
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Figure 2 
Direction field RE (x + y + 2) 
dx x (2x — y) 
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Zusammenfassung 


Es wird eine Übersicht über den Verlauf der Integralkurven einer in der Grenz- 
schichttheorie auftretenden Differentialgleichung gegeben. Die Lösungen wurden 
_ mittels eines Analogrechners berechnet. 


(Received: June 9, 1961.) 


568 Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications breves ZAMP 


Ein quadratisch konvergentes Verfahren zur Eisenwertbestimmung 
bei unsymmetrischen Matrizen I 


Von Heinz RUTISHAUSER, ETH, Zürich!) 


Von J. €. F. Francis?) ist kürzlich ein aus der LR-Transformation [1, 2, 3] ab- 
geleitetes Verfahren zur Eigenwertbestimmung angekiindigt worden, das ebenfalls 
auf der Zerlegung der Matrix in 2 Faktoren beruht, die nachher in umgekehrter 
Reihenfolge wieder zusammenmultipliziert. werden. Dieses Verfahren hat den 
Vorteil, dass die genannte Faktorenzerlegung — im Gegensatz zur L R-Transforma- 
tion — auch bei unsymmetrischen Matrizen nicht infolge Division durch Null 
scheitern kann. 


1. Allerdings ist das genannte Verfahren von Francıs (im folgenden sei es als 
OR-Transformation bezeichnet) nur linear konvergent; man kann aber die Kon- 
vergenz durch geeignete Koordinatenverschiebungen erheblich beschleunigen, wie 
in der Originalarbeit von FRANCIS gezeigt wurde. Indessen stellt die Bestimmung 
der Koordinatenverschiebungen eine gewisse Willkür dar und ist in einem voll- 
automatisch ablaufenden Rechenprozess etwas problematisch. 

Man kann aber — und dies ist der Gegenstand der vorliegenden Mitteilung — die 
OR-Transformation so modifizieren, dass ein im Sinne von GRAEFFE®) quadratisch 
konvergenter Rechenprozess resultiert, der in einem Rechenautomaten völlig 
zwangsläufig und störungsfrei abläuft und damit die «narrensichere» Bestimmung 
der Eigenwerte einer beliebigen quadratischen Matrix gestattet. Dies stellt insofern 
einen wesentlichen Fortschritt dar, als man dies von kaum einem der bisher 
bekannten Verfahren behaupten kann. 


2. Wenn die gegebene Matrix mit A, bezeichnet wird, so kann die OR-Trans- 
formation im Prinzip durch folgende ALGOL-äbnliche 4) Rechenvorschrift A definiert 
werden: 


for k:=1step 1 until inf do 


begin 
LE Zerlege A, in 2 Faktoren Q,X R,, von denen Q, eine orthogonale®), R, 
dagegen eine obere Dreiecksmatrix mit positiv reellen Diagonalelementen ) 
sein soll; 
23 Multipliziere R, und Q, zusammen zu A,,, = R, XQ; 


end 


1) Institut für angewandte Mathematik. 

?) Invitational Symposium on Matrix Computations, Gatlinburg, Tennessee, April 1961; er- 
scheint im «Computer Journal». 

?) Der Zusatz «im Sinne von GRAEFFE» deutet an, dass das behauptete Konvergenzverhalten 
für alle Eigenwerte gleichzeitig gilt. Im Gegensatz dazu ist ein Konvergenzverhalten «im Sinne von 
Newton», das nur für einen einzelnen Eigenwert zutrifft. 

4) Es handelt sich um ein ALGOL-Programm, in dem gewisse zusammengesetzte Anweisungen 
zu Pseudoanweisungen zusammengefasst sind, die die auszuführenden Operationen in Worten | 
beschrieben. Ausserdem sind die Deklarationen weggelassen. 

2) Wir betrachten hier nur reelle Matrizen. Diese können durch orthogonale Transformationen 
zwar.nicht allgemein auf Dreiecksform [4], aber immer auf Wintner-Murnaghansche Normalform : 
transformiert werden [5]. 

:) Ohne wesentliche Einschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die gegebene 
Matrix nichtsingulär sei. Andernfalls kann man diesen Zustand durch kleine Störungen herstellen. 
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Wie FRANCIS beweist, konvergiert’) die so erzeugte unendliche Folge ähnlicher 
Matrizen unter gewissen Bedingungen gegen eine Wintner-Murnaghansche Normal- 
form, das heisst gegen eine Matrix mit den Eigenschaften 

a) a; =0 für +>741, 

Drama p= Dur alleq = 2, 3,...;,m=1. (1) 

In beiden Fällen kann man für hinreichend grosses k die Eigenwerte der Matrix 
A, aus A, angenähert ablesen: Reelle Eigenwerte erscheinen als Diagonalelemente 
von A,„; die komplexen Eigenwertpaare erhält man leicht als Eigenwerte gewisser 
zweireihiger Untermatrizen, die längs der Diagonalen von A, auftreten. 


3. Man kann nun in Analogie zu [1], $ 12, die OR-Transformation so modifi- 
zieren, dass nur die Matrizen A,, A3, A;, Ag, A,,... der in Abschnitt 2 genannten 
Matrizenfolge 4, in der Rechnung mitgeführt werden müssen. Man erhält dann die 
folgende Rechenvorschrift B: 


begin 
1% Zerlege A, in 2 Faktoren P, XS,, wobei P, eine orthogonale, S, eine obere 
Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen sei; 
2: fork: =1, 2xk while true do 
begin 
B: Bilde das Produkt 5,x P, und zerlege dasselbe wieder in 2 Faktoren 
er x Se, wobei P, eine orthogonale, Ss; eine obere Dreiecksmatrix mit 
positiven Diagonalelementen sei; 
4: Bilde das Produkt Pr — Fx pe 
Di: Bilde das Produkt S,,: = S,X Sy: 
end 
end 


Für die so erzeugten Matrizen P,, P,, Py, P;,... und Sy, Sy, Sy, Ss, ... gilt alsdann: 
0,00, On, Oe = Wp Reis Baar By, 150wie Aya = As Fy, 
wobei die Matrizen A,,,, Or, Rx (k = 1, 2, 4, 8, 16, ...) dieselben sind, wie sie durch 
die Rechenvorschrift A erzeugt werden. 

Daher lassen sich die Konvergenz-Eigenschaften der Rechenvorschrift B sofort 
aus den Ausführungen von Francis ablesen, wobei man aber zu berücksichtigen 
hat, dass für die Rechenvorschrift B nur die Grössen zu den Indexwerten k = 2° 
berechnet werden müssen. Dies ist insbesondere im Hinblick auf die Formel 


Age Pr A, le (2) 


interessant, welche somit aussagt, dass die Rechenvorschrift B schon nach verhält- 
nismässig kurzer Zeit eine orthogonale Matrix P, liefert, die die gegebene Matrix A, 
mit genügender Genauigkeit auf Wintner-Murnaghansche Normalform transfor- 
miert und somit die im Titel genannte Aufgabe im Sinne der numerischen Mathe- 
matik löst (siehe jedoch Abschnitt 5). 


4. Besondere Aufmerksamkeit muss der Wiederzerlegung des Produkts 5, P, 
in 2 Faktoren P, = geschenkt werden. Wenn wir nun P, in ein Produkt von 
m = n (n — 1)/2 Jacobische Elementardrehungen zerlegt denken: 


N (3) 


7) Es handelt sich hier nicht um eigentliche Konvergenz, sondern nur um Konvergenz der 
Form nach, das heisst, die auch im limk — oo nicht verschwindenden Elemente der Matrizen A} 
entsprechen den nichtverschwindenden Elementen einer Wintner-Murnaghanschen Normalform. 
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wobei (mit einem gewissen, von 7 abhängigen 1): 


pe | 


| cos@, Sing; - - - «|| Zeilez A 
U; zZ + : 
; | — sing; COSY; > Zeile i+ 1 


ist, so kann auch die Operation S; P;,, = P, S, in Einzelschritte aufgelést werden: 
ae GAL) 
S,U, = UL Sz", | 
Se = US 
(5) | 


iil 7 sm) 
SU = US: 


Die Ü, sind ebenfalls Jacobische Elementardrehungen, die sich von den entspre- 
chenden U, nur durch den Drehwinkel ¢; unterscheiden, welche durch die Forde- - 
rung, dass alle si) obere Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonalelementen sein 
sollen, im wesentlichen eindeutig bestimmt sind. Man findet 

x _ #089 —Y (6) | 


ctg 9; F ; 


wenn x, y, 2, beziehungsweise das (i, 2)-, (à, à + 1)- und (i + 1, à + 1)-Element der! 
Matrix So -1) bezeichnen. 
Schliesslich wird 


und damit 


sowie wegen (2) und (8): 
7-1 Ê— Ai 
A9p+1 = Un Un-1 UA 


pe U On U (9) } 

Die Gleichungen (8) und (9) besagen aber, dass man die Matrix A, durch eine : 
Folge von Jacobischen Elementardrehungen auf Wintner-Murnaghansche Normal- - 
form transformieren kann, die Drehwinkel ®, werden durch die Formel (6) bestimmt. | 


5. Leider kann die Konvergenz des genannten Verfahrens durch 2 Umstände: 
erheblich gestört werden: 

a) Es kann ein zu «disorder of latent roots» (siehe [1], $ 4.3) analoger Fall ein- 
treten, der sich darin äussert, dass die Diagonalelemente von S, sich auch im! 
lim k — oo nicht der Grösse nach ordnen. Diese Erscheinung kann man leicht ver- 
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hindern, indem man in der Formel (6) einen Maximalwert für ctg y; festlegt,, derart, 
dass man bei Überschreiten dieses Maximalwertes mit M anstelle des wahren 
Werts von ctg y; in diese Formel eingeht. Ein zweckmässiger Wert für M dürfte 
etwa 101 sein. 

b) Falls mehr als 2 Eigenwerte der Matrix A, denselben Absolutbetrag besitzen 
(beispielsweise wenn A, orthogonal ist!), so wird A, für À + oo nicht auf die Wintner- 
Murnaghansche Normalform, sondern lediglich auf die allgemeinere Form 


transformiert, wobei jede der Matrizen B Eigenwerte gleichen Absolutbetrages hat, 
welche auch Eigenwerte von A, sind. 

Bevor wir für diesen Fall eine Nachbildung des Verfahrens von BRODETZKI- 
SMEAL vorschlagen (das mit einem erhöhten Rechenaufwand verbunden ist), sollen 
erst numerische Experimente abgewartet werden, die zeigen sollen, ob nicht schon 
die durch die Rundungsfehler verursachten Störungen der Eigenwerte ausreichen, 
um das Eintreten dieses Falles zu verhindern. 
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Summary 


J. C. F. Francis proposes for the determination of eigenvalues of an arbitrary 
matrix the OR-transformation which is a unitary analogue of the I R-transforma- 
tion. In this process the current approximation matrix is always factorized into a 
unitary and a triangular matrix and the 2 factors are multiplied together in reverse 
order; this yields the next approximant. The present paper shows how this process 
may be extended to a process which transforms a given matrix with quadratic 
convergence orthogonally to WINTNER-MURNAGHAN’S normal form. The process is 


formulated in the real domain. 


(Eingegangen: 4. Juli 1961.) 
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Potenzieren von verallgemeinerten Potenzreihen 
mit beliebigem Exponent 


Von Micuar ZyczKowskI, Kraköw, Polen!) 


Bei praktischen Anwendungen von Potenzreihen, zum Beispiel beim Losen 
von Differentialgleichungen, ist es oft nötig, die Potenzreihen zu potenzieren. Die 
zweite oder die dritte Potenz lässt sich ziemlich leicht finden mit dem Verfahren 
der unbestimmten Vorzahlen, welches die Koeffizienten der Anfangsglieder der 
Reihe nacheinander zu berechnen erlaubt. Einige Anfangsglieder der vierten und 
fünften Potenz kann man in der Arbeit [7]*) finden. Im Fall von anderen Werten 
des Potenzexponenten werden die Rechnungen oft kompliziert. 

Manche Verfasser (LaskA [4], Apams [1], RysHIK und GRADSTEIN [5]) geben 
die Rekursionsformel an, welche den Koeffizient A, in Entwicklung‘ 


1-0 


bezeichnet. Angenommen, n sei ganzzahlig positiv und a, + 0, haben wir 


j 

Ay=a43, A,= ae (nt +%— 7) a; Aj_;.- (2) 
er 

Es lässt sich leicht nachprüfen, dass diese Formeln bei beliebigem reellem Wert # 

gültig bleiben, was auch das Radizieren von Potenzreihen ermöglicht. 

In vorliegender Mitteilung gehen wir weiter und geben unmittelbare Formeln 
für die Koeffizienten A, des Resultates von Potenzieren der Potenzreihen von allge- 
meinerem Typus. Wir befassen uns nämlich mit Potenzreihen, deren Exponenten 
auch Bruchwerte annehmen können; solche Reihen (die zum Beispiel die Bessel- 
schen Funktionen von Bruchordnung bestimmen) werden auch manchmal «verall- 
gemeinerte Potenzreihen genannt (SMIRNOW [6]). Um von der unbequemen Voraus- 
setzung a, + 0 loszukommen, schreiben wir unsere Reihe in der Gestalt 


a= À ay weed (3) 


Diesmal beschränkt die Voraussetzung a, + 0 die Allgemeinheit nicht, da man 
immer u (Zeiger des ersten nicht Null gleichen Gliedes) entsprechend wählen kann. 
Die Zahl y kann einen beliebigen reellen Wert annehmen; setzen wir » = 2, so fassen 
wir möglichst kompakt die Reihen für gerade (u gerade) und ungerade (u ungerade) 
Funktionen, und zwar fallen die Glieder mit nullgleichen Koeffizienten aus. Im 
Falle, wo u oder » Bruchwerte sind, setzen wir grundsätzlich x > 0, obwohl diese 
Voraussetzung nicht immer nötig ist. 
Befassen wir uns mit der Funktion 


oo £ 
HAE (3 a) ‘ (4) 
j=0 


) Politechnika Krakowska, Lehrstuhl fiir technische Mechanik. 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 576. 
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wo & eine beliebige reelle Zahl ist. Zuerst die Umformung 


co \é 00 € © NE 
eu) ae tel NT ug |) ee ; 
| ) a; x ) x Ox =r, ) ati], (5) 
\ =0 / NET) 4 j=0 


Mu (6) 


bezeichnet wird. So wird also das Potenzieren der verallgemeinerten Potenzreihe 
zum Potenzieren einer gewöhnlichen Potenzreihe reduziert. 
Bezeichnen wir 


-)a, Brei) (Se, 2) _ Tet}! (7) 


7=0 1=0 


und suchen die Entwicklung dieser letzten Funktion in der Gestalt 
oo 
= °A,U (8) 
7=0 
Setzen wir ¢ = 0 in (7) und (8), so bekommen wir direkt 
Ay= 4j; (9) 
differenziert man die Funktion (8) n-mal nach ¢ und setzt ¢ = 0, erhält man 


Ages. (10) 


Weil G({) eine zusammengesetzte Funktion (7) ist, reduziert sich das Problem auf 
die Berechnung der »n-ten Ableitung der zusammengesetzten Funktion. Die ent- 
sprechende allgemeine Formel wurde von DE Bruno [2] gegeben und zum Beispiel 
von GOURSAT [3] und RysHık und GRADSTEIN [5] zitiert. Diese Formel hat die 


Gestalt 
d™G (g’ \hıs (g"\hes gl) \Fns 
=}: a ar ar (5)*- hy) : (4) 


Re ns 


wo die Summierung alle ganzzahligen nichtnegativen Wurzeln k,, der Gleichung 
ky t+ 2k, + 3hg ++: + nk, =n (12) 
betrifft und S die Zahl der Lösungen dieser Gleichung bezeichnet, dagegen 
m = Ry, + Rast Ras + --» + ng = mis) - (13) 


In unserem Fall G(f) = [g(t)]*, also 


dNG E_m 
—— —=£E(E-1)...(E — I) 14 
ge FED bmi, (14) 
und nach (7) haben wir 
gW(0) = ila (15) 


Daher 
E_ Su R 
Go DE Ki pe te lee ER” HR D ILE) 
132 
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und endlich 
S 3 
A NI Dis Er Mm a) a Rs fos... a'ns 1 DE (17) 
= (aren linet z 
Diese Formel mit der Formel (9) zusammen bilden die gesuchten allgemeinen 
Formeln für die Koeffizienten der mit beliebigem Exponent potenzierten Potenz- 
reihe, denn nach (4), (5), (6), (7) und (8) erhalten wir 


O0 oo 
DE Sarr) Saya as 
=0 10 


Weil & eine beliebige reelle Zahl ist, umfasst diese Formel auch das Radizieren 
einer Potenzreihe und das Dividieren einer Zahl durch eine Potenzreihe. 

Das Suchen der ganzzahligen nichtnegativen Wurzeln der Gleichung (12), 
welches zur Anwendung der Formel (17) nötig ist, ist für kleine n.sehr einfach. 
Für n=1 hat man nur À, = 1, also S tir == hat aman RE 
ky = hy, = 0, oder ky = hy = 0, kg = Ra = 1, also S=2, usw. Die vier ersten 
Glieder A,, haben also die Gestalt 


Ss 


| 
A, = a Qi 
AG = I) a Ê ae 
A3 = ee- Ne =) a a; = ae Gs “aids 4 = Ba 12 
ie SN) a 2) ACES) 2 at + AG — — 2) ai a? a, 
=F § te ah 32 a; sie 3 me ay Ay 43 + = ae da | 


Bei hoheren Werten für , die übrigens in Anwendungen seltener auftreten, wächst 
schnell die Zahl der Summanden S in Ausdrücken für A,,: bein = 5 hat man S = 7; 
bei m= 6, S=11; bei n = 7, S=15. Für diese Werte n sind alle Lösungen der 


Gleichung (12), mit entsprechenden Werten m zusammen, in den Tafeln 1, 2 und 3 
zusammengestellt. 


Tafel 1 
Die Wurzeln der Gleichung (12) fürn =5 
Ss ky Ro Rz Ry Rz m 
1 0 0 0 0 1 
2 1 0 0 1 0 2 
3 0 1 1 0 0 2 
4 2 0 1 0 0 3 
5 il 2 0 0 0 3 
6 3 1 0 0 0 4 
Ü= 8 5 0 0 0 0 5) 
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Tafel 2 

Die Wurzeln der Gleichung (12) für n = 6 
Ss ky Ro Rz Ry ks Re m 
1 0 0 0 0 0 it 1 
2 if 0 0 0 1 0 2 
3 0 1 0 1 0 O 2 
4 0 0 2 0 0 0 2 
5) 2 0 0 1 0 0 3 
6 il 1 il 0 0 0 3 
i 0 3 0 0 0 0 3 
8 3 0) 1 0) 0 0 4 
9 2 2 0 (0) 0 0 4 
10 4 1 0 0 0 0 5 
11=S 6 0 0 0 0 0 6 

Tafel 3 

Die Wurzeln der Gleichung (12) fürn = 7 
Ss ky Ro Ra Rz Rz Re R; m 
al 0 0 0 0 0 0 il 1 
2; 1 0 0 0 0 1 0 2 
3 0 1 0 0 1 0 0 2 
4 0 0 1 1 0 0 0 2 
5 2 0 0 0 1 0 0 3 
6 1 1 0 1 0 0 0 3 
7 1 0 2 0 0 0 3 
8 0 2 1 0 0 0 0 3 
9 3 0 0 il 0 0 0 4 
10 2 1 il 0 0 0 0 4 
11 il 3 0 0 0 0 0 4 
117 + 0 1 0 0 0 0 5 
13 3 % 0 0 0 0 0 5) 
14 5 1 0 0 0 0 0 6 
iy = 7 0 0 0 0 0 0 7 


Als Beispiel berechnen wir einige ersten Glieder der Entwicklung der Funktion 


Fa) = (Sira(*) 1? 
in die verallgemeinerte Potenzreihe. Die Besselsche Funktion ingen besivzi dle 
Entwicklung 


ne 1/3+2j 113 (: 3 x? 9 x4 9 46 | 
) 16 896 35840 i 


Zu => ry rg + 4/3) y2r(4j3) \ 16 7 896 


daher u = 1/3, v= 2, und da wir & = 3/2 angenommen haben, erhalt also die ge- 
suchte Reihe die Gestalt 


(ee) 
Las" = DA; yllat2j, 
j=0 


Die Formeln (9) und (19) benutzend berechnen wir A, und endlich 


405 op 3159 38/2 \ +): 


1 9 
1/2 5/2 4 
jr (+ 507 1433640 2293 760 | 


v2 [2°(4/3 


Yu)?” = 
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Die Konvergenz dieser Reihe ist gut; zum Beispiel für # = 1 nach Behalten der 
vier Glieder der Reihe, weil I’ (4/3) = 0,8929795. [9], bekommen wir [Jara(1)}°? ~ 
0,624 818, anstatt des exakten Wertes (WATSON [8]) [Jı,s(1)]°’? = 0,624 836. 
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Summary 


The paper gives general formula (17) for coefficients of any real power & of a 
generalized power series (4). Four first coefficients are given by (19). An example 
of application to Bessel functions is described. 


(Eingegangen: 10. Mai 1961.) 
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Eighth National Symposium on Reliability and Quality Control 
in Washington, D. C., USA 


In Washington, D.C. (USA) findet vom 9. bis 11. Januar 1962 das 8th National 
Symposium on Reliability and Quality Control statt. Betriebssicherheit und Quali- 
tätsüberwachung sind Gesichtspunkte, die in heutigen elektronischen Geräten, 
welche Tausende und oft Zehntausende von Schaltelementen enthalten, grösste 
Bedeutung erlangt haben. Vom einwandfreien Funktionieren einer elektronischen 
Anlage kann die Produktion eines ganzen Betriebes, jaim Kriegsfall ganzer Landes- 
teile abhängen. Der Zweck dieser Tagung, welche vom Institute of Radio Engineers 
(IRE) und anderen wissenschaftlichen Vereinigungen durchgeführt wird, ist, Spe- 
zialisten, welche auf dem Gebiet der Betriebssicherheit und Qualitätsüberwachung 
über Erfahrung verfügen, zusammenzuführen. In Vorträgen und Diskussionen wird 
ein ausgiebiger Gedankenaustausch gepflegt. Programme und Anmeldeformulare 


sind zu beziehen bei A. H. DRAYNER, Publicity Chairman, The Martin Co., Balti- 
more, Md., USA. A. P. SPEISER 


Vol. XII, 1961 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques SA 


IUTAM-Symposium über Kreiselprobleme 


Die Internationale Union für Theoretische und Angewandte Mechanik wird 
vom 20. bis zum 23. August 1962 in Celerina (Oberengadin) ein Internationales 
Symposium über Kreiselprobleme (Theoretische Grundlagen, Anwendungen, Kreisel- 
gerätetechnik) abhalten. 

Interessenten wollen sich an Prof. Dr. H. ZIEGLER, Eidgenössische Technische 
Hochschule, Zürich, wenden. 


Die Erstellung eines internationalen mehrsprachigen Verzeichnisses 
von Begriffen und Fachwörtern über Rechenanlagen 


Durch die Zusammenarbeit von zwei internationalen Organisationen wird zur 
Zeit ein mehrsprachiges Verzeichnis von Begriffen und Fachwörtern über die 
Terminologie der automatischen Datenverarbeitung erstellt, welchem internationale 
Bedeutung zukommen wird. Die zwei Organisationen, nämlich die Internationale 
Föderation für Datenverarbeitung (IFIPS) und das Provisorische Internationale 
Rechenzentrum (PICC), sind übereingekommen, das Verzeichnis nach seiner Voll- 
endung der Internationalen Organisation für Standardisierung (ISO) zur Verfügung 
zu stellen. A PD. SPEISER 


Vereinigung Europäischer IBM-1620-Benutzer 


Es wird die Gründung einer Vereinigung Europäischer IBM-1620-Benutzer 
geplant, nach dem Vorbild der 1620 Users Group in den USA. Die Hauptaufgabe 
einer solchen Vereinigung würde Meinungs- und Informationsaustausch der Benut- 
zer und zukünftigen Benutzer des IBM-1620-Elektronenrechners sein. Interessenten 
werden gebeten, sich mit Herrn Ing. Dr. Hans Tompa, European Research Associa- 
tes, 95 rue Gatti de Gamond, Brüssel 18, Belgien, in Verbindung zu setzen. 


ee a a nn 
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Experimental Nuclear Physics. Vol. III. Von E.SEGrE (John Wiley & 
Sons, Inc., New York 1959). 811 S., 276 Fig., $ 23.—. 

Les physiciens attendaient avec impatience le 3ème et dernier volume de la 
série Experimental Nuclear Physics éditée par E. Secre (John Wiley) et dont les 
volumes I et II ont paru il y a plus de cing ans. C’est maintenant chose faite et 
800 pages nous présentent les aspects expérimentaux et théoriques les plus récents 
des phénomènes de désintégration radioactive. 5 | 

Le volume est divisé en cinq parties d’inégales longueurs. La première (partie 
VIII de la série), d’une cinquantaine de pages, est due à E. SEGRE et traite des 
caractéristiques générales du processus de désintégration. Bien que la matiere en 
soit classique, l’adjonction de tables de standards radioactifs, le traitement dé- 
taillé des phénomènes de fluctuation et un aperçu des methodes de mesure des 
périodes les plus courtes en fait un résumé utile et fort bienvenu. 


ZAMP X11/37 
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La seconde partie (partie IX) rédigée par G.C. HANNA présente, en quelque 
200 pages, un excellent exposé de la radioactivité « sous tous ses aspects. C’est a 
notre connaissance le seul compte-rendu récent de ce domaine qui soit si complet 
et présenté d’une façon aussi systématique. Nous ne doutons pas qu'il sera appré- 
cié des spécialistes comme il le mérite. Il discute d’abord les relations énergétiques 
puis le problème essentiel des facteurs gouvernant la vie moyenne en relation avec 
les différents modèles nucléaires, enfin il passe en revue les méthodes de détection 
et de spectroscopie « pour se terminer par une table fort complète des émetteurs 
a et de leurs caractéristiques. 

M.Deurscx et O.KoroED-HANSEN assument la lourde responsabilité de 
traiter dans les 3ème et 4ème parties les phénomènes d'émission y (partie X) et de 
désintégration ß (partie XI). C'est grâce à leur connaissance parfaite du sujet et 
à leurs contributions personnelles dans ce domaine qu'il leur est possible de pré- 
senter de façon quasiment exhaustive et up to date des domaines en aussi rapide 
évolution. C’est ainsi que la non conservation de la parité et ses conséquences ont 
pu être traitées de façon satisfaisante en dépit de leur intervention récente. Cepen- 
dant l'effet MÖössBAUER dont on connaît l'importance capitale pour la spectros- 
copie nucléaire à haute résolution est trop jeune en date pour avoir pu être pris en 
considération. Il semble bien que ce soit, de nos jours, le sort inévitable des traités 
qui se veulent complets d’être déjà dépassés dans l’une ou l’autre partie au mo- 
ment même où ils paraissent. 

Quoi qu'il en soit, le présent compte-rendu est d’une richesse et d’une clarté 
qui devraient satisfaire les plus exigeants. 

La dernière partie (partie XII de la série) est consacrée aux accélérateurs de 
particules et a pour auteur E.M.McMiLLan. On comprend que les éditeurs aient 
désiré inclure dans leur ouvrage cet aspect dominant pour ne pas dire écrasant de 
la physique expérimentale moderne. L’énorme accumulation de types nouveaux 
et de techniques en développement a contraint l’auteur a un exposé de nature 
plutöt historique et descriptif en dépit de ses 150 pages, qui tranche avec le 
caractere précis et quantitatif des autres articles. Le lecteur en appréciera 
certainement l’ampleur et l’abondante illustration mais ne pourra se retenir de le 
considérer comme une adjonction un peu en marge de l’ouvrage. 

Comme ses prédécesseurs, le volume III de Experimental Nuclear Physics 
bénéficie d’une présentation de haute qualité et d’une typographie parfaite. Nous 
sommes persuadés qu'il clôt dignement une série dont la valeur est indiscutable 
et qui rendra longtemps encore d’inestimables services 4 tous les physiciens, 
théoriciens comme expérimentateurs, engagés dans l’exploration du noyau. 


J. Rosset 


Aufsätze und Vorträge über Physik und Erkenntnistheorie. Von Worr- 
GANG PAur1. (Verlag Vieweg Sohn, Braunschweig 1961). 183 S., 7 Abb.; DM 19.80. 

Dieses überaus gewichtige Buch von kaum 200 Seiten enthält 20 Aufsätze und 
Vorträge, die, bis auf eine Ausnahme, zwar alle schon früher, zum Teil in englischer 
Sprache, gedruckt vorlagen, aber erst in dieser Form einem breiteren Leserkreis 
zugänglich werden. Das Hauptziel der Veröffentlichung, die vom Verfasser noch 
selbst geplant war, lässt sich am besten durch ein Zitat aus dem Vortrag über Die 
philosophische Bedeutung der Idee dev Komplementarität (S. 34 des Buches) be- 
schreiben. Dort steht als einleitender Satz: «Die Veröffentlichung dieses Vortrages 
erfolgt in der Hoffnung, mit diesem kleinen Beitrag diejenigen grösseren Bestre- 
bungen zu fördern, welche im allgemeinen das Ziel verfolgen, die verschiedenen 
Teildisziplinen, in welche unsere Geistigkeit auseinandergefallen ist, einander 
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wieder näher zu bringen.» Und wenig später: «(Aber) heute scheinen mir die Voraus- 
setzungen für ein erneutes Einverständnis der Physiker und Philosophen über die 
erkenntnistheoretischen Grundlagen der wissenschaftlichen Naturbeschreibung 
erfüllt zu sein.» 

Und nun folgt man mit anhaltender Spannung dem grossen Selbstgespräch!) 
des Verfassers, der wie kein anderer die tiefgreifenden Wandlungen der Physik in 
unserer Zeit bewusst und kritisch erlebt hat, über die ordnende Kraft der Idee der 
Komplementarität im physikalischen und in ausserphysikalischen Bereichen. 

Als die grossen Gestalter der heutigen Wissenschaft treten NIELS BoHR, WERNER 
HEISENBERG, vor allem aber ALBERT EINSTEIN und in bemerkenswerter Weise 
C.G. Jung auf. ARNOLD SOMMERFELD sind zwei Beiträge gewidmet und ein 
menschlich ergreifender Nachruf geht an PAUL EHRENFEST. 

Besonders hervorzuheben ist an allen ursprünglich deutsch geschriebenen Bei- 
trägen der hervorragend schöne sprachliche Ausdruck, der die Ausgewogenheit mit 
der vollkommenen Klarheit verbindet. 

Eine besondere Stellung nimmt der letzte Aufsatz über die ältere und neuere 
Geschichte des Neutrinos ein. Er ist ganz der Physik gewidmet und beschreibt vor 
allem aktuelle Experimente über den f-Zerfall und daran anschliessende theore- 
tische Überlegungen. Es war WOLFGANG PAULI zwei Jahre vor seinem Tode ver- 
gönnt, die endgültige Bestätigung des von ihm 25 Jahre zuvor postulierten Neu- 
trinos und dessen Rolle bei der Paritätsverletzung noch zu erleben. Dieses Erlebnis 
ruft beim Referenten die Bemerkung Schopenhauers (Aphorismen zur Lebens- 
weisheit, Kapitel IV über den Ruhm) in Erinnerung, welche lautet: «Im Alter giebt 
es keinen schöneren Trost, als dass man die ganze Kraft seiner Jugend Werken 
einverleibt hat, die nicht mitaltern.» 

Wir sind dankbar, in diesen Aufsätzen eine einzigartige Quelle zur Entwicklung 
der wichtigsten naturwissenschaftlichen Ideen der ersten Hälfte des 20. Jahr- 
hunderts zu besitzen. Res Jost 


Proceedings of the 10th Annuai International Conference on High 
Energy Physics. Rochester, 25. August bis 1. September 1960. Herausgegeben von 
E. C. G. SUDARSHAN, J. H. Trntot und A. C. Merıssınos (Interscience Publishers, 
New York 1960). 890 S., 621 Fig.; $ 13.50. 

Publier un volume de 890 pages, excellement illustré et d’une typographie 
parfaite deux mois seulement apres la conférence, constitue un tour de force qu'il 
convient de souligner. 

Cet ouvrage constitue en quelque sorte une somme des connaissances actuelles 
sur les interactions des particules fondamentales aux hautes énergies. L’organi- 
sation de la matière reflète celle qui a prévalu lors de la conférence: quatre sessions S 
portant sur les aspects expérimentaux et théoriques de l'interaction forte des pions 
et nucléons et des particules étranges, ainsi que sur les interactions faibles, com- 
posent la première partie (pages 3 à 619) avec 130 contributions présentées à la 
conférence et une quarantaine d'articles destinés uniquement aux comptes-rendus. 
Il n’est pas possible dans une brève revue de citer les auteurs de ces communications 
parmi lesquels se trouvent les meilleurs spécialistes du moment. | 

La seconde partie (pages 623 à 753) qui englobe les quatre sessions R reprend 
les mêmes problèmes mais sous forme d’exposes d'ensemble présentés par des rap- 
porteurs particulièrement qualifiés pour dégager clairement l’état actuel des 
expériences les plus relevantes de la théorie des interactions fortes et faibles, plus 


1) Die dem Verfasser eigentümliche, eindrückliche Form des Vortrages war dem Selbstgespräch 
viel näher verwandt als der Auseinandersetzung mit einem Partner (dem Hörerkreis). 
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particulièrement sur la base du matériel communiqué dans les sessions S précé- 
dentes. 

Les problémes de la vie moyenne du pion neutres, de la photoproduction et de 
la diffusion x — p au voisinage des résonances supérieures ainsi que la conservation 
du spin isobarique, critère de l'indépendance de charges des forces nucléaires, 
sont résumés par J. ASKIN; en particulier l'expérience semble confirmer toujours 
mieux le dernier point. Une autre question importante est l'interaction x — x sur 
laquelle les expériences actuelles ne peuvent naturellement fournir que des indica- 
tions indirectes et ont beaucoup de peine à apporter des précisions valables. 
G. C. Wick présente une courte revue de l’état actuel de l'application des théories 
de dispersion en insistant sur la complication intrinsèque de ces méthodes. Les 
données sur les phénomènes intervenant entre nucléons et antinucléons sont dis- 
cutées par M. Lévy dans leurs aspects généraux, et par K. SYMANZIK en ce qui 
concerne les procédés mathématiques utilisés pour l'analyse des processus d’inter- 
action. La revue des données experimentales sur l'interaction forte des particules 
étranges est assurée par M. SCHWARTZ et D. MILLER et celle des aspects théoriques 
par P.T.MarrHews. L’état actuel du probleme des interactions faibles est pré- 
senté sous les trois aspects de leur intervention entre les particules normales 
(V. L. TELEGDI) entre les particules étranges (M. ScHWaRTz) et sous langle 
théorique (A. L. GOLDBERGER et L. B. Okun). La difficulté de séparer proprement 
les interactions faibles et fortes et leurs relations très complexes sont particuliè- 
rement soulignées ainsi que le caractère encore très problématique du boson inter- 
médiaire invoqué pour expliquer l'interaction faible. 

La troisième et dernière partie du volume est consacrée au compte-rendu des 
3 sessions P de la conférence. La session P, traite de la structure des particules 
«élémentaires» étudiée par diffusion cohérente des électrons de haute énergie 
(facteur de forme du proton et du neutron) par collision entre faisceaux d'électrons 
par des mesures de moments magnétiques et enfin par diffusion des muons de 
grande énergie (expérience du CERN). Il s’agit d’un ensemble de 13 communications. 

La session P, (10 articles) présente de nouveaux résultats dans le domaine des 
énergies ultra-élevées, en particulier les travaux du CERN avec le synchrotron à 
proton de 25 GeV et des recherches par les rayons cosmiques (Moscou, Bristol, 
Chicago). 

Une dizaine de communications consacrées à la théorie des particules élémen- 
taires constitue la session P,; on y relève avec intérêt l’utilisation dans ce domaine 
également des concepts théoriques de la superconductivité montrant que leur 
efficacité ne s'étend pas seulement au domaine du solide et de la structure du 
noyau. 

Tel qu'il nous est présenté le volume des Proceedings contitue un ouvrage de 
référence que tout physicien, même sans être spécialiste des hautes énergies, peut 
et doit consulter avec un très grand profit. J. Rosser 


Statistics Manual. Von L. Crow, A. Davis und W. MAXFIELD, Research 
Department, U. S. Naval Ordnance Test Station (Dover Publ. Inc., New York 
1960). $1.55. | 

In diesem Handbuch sind sämtliche heute bekannten statistischen Tests, die 
in der Forschung benutzt werden, sehr klar und übersichtlich zusammengestellt. 
Für jeden Text werden die entsprechenden Begriffe erklärt und seine Anwendung 


anhand von Beispielen gezeigt. Zahlreiche Tabellen und Diagramme erleichtern die 


Benutzung der Tests. Das Buch kann allen Wissenschaftern, die Statistiken, For- 


schungsresultate usw. analysieren müssen, warm empfohlen werden. W. SAXER | 


